Wiederholung und Vertiefung zum
Lehrerweiterbildungskurs Lineare Algebra/Analytische
Geometrie I’

[Sch]: R.-H.Schulz:Repetitorium Bachelor Mathematik
[Sch-LAI] R.-H.Schulz: Skript Linearer Algebra I

Themenkreis 0: Gruppen/Ringe/Kérper s.[Sch| p.223 f.
1. Definition: Gruppe

G Menge, G # ()
(G, %) Halbgruppe x:GxG—>G
(a,b) — a * b (innere Ver-
kniipfung)
(G, *) Grup- Assoziativgesetz
pe Va,b,c € G : ax*(bx*c) =
mit  neutra- (axb)x*c
lem
Element e
e € G neutrales Element | Va € G:axe=a=exa
. Va € G dbe G :b*xa =
Existenz der Inversen
e=ax*xbh

Definition Untergruppe, Untergruppenkriterium...

U#Qund U-U'CU

Beispiel einer Halbgruppe, die keine Gruppe ist: (N, +)

Beispiele von Gruppen:

e additive Gruppen von Ringen, Kérpern, Vektorrdumen

e (S, 0), Gruppe aller bijektiven Abbildungen von M auf sich mit der Hin-
tereinanderausfithrung o als Verkniipfung, speziell S, := (Sq,...n},0) (sym-
metrische Gruppe mit |S,| = n!) (siche unten!)

e Gruppe D,, der Deckabbildungen eines regelméafligen m-Ecks in der reellen
euklidischen Ebene

2. Definition: Ring



R Menge, “+” RxR— R, “”: RxR— R
(R, +) kommutative Gruppe, d.h.

(R,+,-) Ring Gruppe mit Va,b € R: a+b=b+a

(R, - ) Halbgruppe

Distributivgesetze: Ya,b,c € R : (a + b) -
c=a-c+b-c

unda-(b+c¢)=a-b+a-c

Beispiele von Ringen:

e (Z,+,-) Ring der ganzen Zahlen;

e Korper (s.u.)

o (K[X]’ +, ')7

e (EndgV,+,0), der Endomorphismenring eines Vektorraums

e Z,, (Elemente, Addition, Multiplikation, Nullteiler?)

mit Elementen der Form @ = a + mZ mit a € {0,1,...,m — 1},

(— Rechnung mod m)

a + mZ Nullteiler, falls ggT(a,m) # 1 und 0 < a <m

e R[X] Ring der Polynome iiber R

Elemente der Form : > a; X’

Anmerkung: Die Elerr;eglte eines Ringes mit 1, die eine multiplikative Inverse
besitzen, sogenannte Einheiten, bilden eine Gruppe (bzgl. der induzierten
Multiplikation)

3. Definition: Korper

K Menge, + , - innere Verkniipfungen
(K, +,") (K, +,") (K,+) kommutative Gruppe
Kérper Schiefkérper | (K \ {0}, ) Gruppe'
Distributivgesetze (wie bei Rin-
gen)

kommutativ

Beispiele:  (Q,+,-) o (R, +,-) o (C,+,-),
e GF(p) := (Z/pZ,+, ") fur p Primzahl

4. Definition: Algebra ((V,+, ,.,-) heiBt K-Algebra, wenn (V,+, ) ein K-

Vektorraum und (V) +, ) ein Ring ist und folgende Vertréiglichkeitsbedingun-
gen gelten:

!Die Multiplikation ” - sei hierbei auf K \ {0} beschrinkt.



Va,be VVAe K:Aa-b)=(Xa)-b=a-(\b)
Beispiele: (EndgV,+, .,0), K™ K[X], R (zBsp. als Q— Algebra).
Zur Gruppe der Permutationen

s.[Sch-LAI] p.68 und p.179ff.

Definition Permutation

Sei M n.l. Menge. Eine bijektive Abbildung von M auf sich heifit auch Per-
mutation; wir definieren

Sy = Bij(M, M) :={f : f Permutation von M}

und Sn = 8{172 ..... n}-
Schreibweise: Ist f € S, so schreiben wir auch



