Aufgabe W3 (Unterraum, Basis, lineare Fortsetzung, Matrix-Darstellung)

(i) SeiV ein Vektorraum iiber dem Kérper K und f : V' — V eine lineare
Abbildung, also f € Endg (V) ! Mit Fix(f) bezeichnet man die Menge
der Fixpunkte von f, also

Fix(f) :={ve V| f(v) =v}.

Zeigen Sie :
Fix(f) ist ein Unterraum von V.

Lésungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie hier das Unterraum-Kriterium
anwenden!

(ii) Seien E = mR+nR (mit m,n linear unabhéngig) eine Nullpunktebene
im R—Vektorraum V = R3. Gibt es eine lineare Abbildung f : V — V
mit Fix(f) = E und f #id ? Begriinden Sie Thre Behauptung!
Losungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie hier den Basisergdnzungssatz
und den Satz iiber die lineare Fortsetzung anwenden.

(iii) Seien nun speziell m; = (1,0,0) € R® und n; = (0,1,0) € R? sowie
E; = miR + mR, ferner f; : R?® — R® mit Fix(f;) = E; sowie
£1((0,0,2)) = (2,0,0). Bestimmen Sie ME(f;) fiir die kanonische Basis
B = (61,62,63) !

Losungsskizze:

(i) Sei U := Fix(f). Laut Definition ist U C V und wegen f(0) = 0 auch
U # (). Um das Unterraumkriterium (Satz 6.5 der Vorlesung) anwenden
zu konnen, zeigen wir noch die Abgeschlossenheit von U bzgl. Addition
und S-Multiplikation. Seien v,w € U! Aus der Linearitdt von f und
aus f(u) = u sowie f(w) = w folgt dann

flo+w)=fv)+ f(w) =v+w sowie f(vA)= f(v)A=uvA,

also v +w € U und v\ € U . Das Unterraum-Kriterium liefert die
Behauptung.



(i)

(i)

Es gibt eine solche Abildung f:

Nach dem Basisergdnzungssatz kann man (m,n) zu einer geordneten
Basis B = (m,n,v) erginzen .

1.Méglichkeit der weiteren Argumentation:

Nach dem Fortsetzungssatz existiert dann eine lineare Abbildung f :
R3 — R3 mit f(m) = m, f(n) = n und f(v) = v/ # v. Dabei gilt
also f #id, m,n € Fix(f), wegen der Unterraumeigenschaft von Fix(f)
dann E =< m,n >CFix(f) sowie wegen f #id aus Dimensionsgriinden
sogar E' =Fix (f).

2.Méglichkeit der weiteren Argumentation:

Die Multiplikation mit einer Matrix, der Form

1 0 « o 0
M:=10 1 p mit Bl#10
0 0 «v ol 1

liefert einen Endomorphismus f mit MZ(f) = M und f(m) = m, f(n) =
n und f(v) # v. Es folgt f # id und E =Fix(f).

In den Spalten von ME(f;) stehen die Koordinatenvektoren der Bil-
der der Basisvektoren des Urbildraums; wegen (mq,n;) = (e1, e2) und
my,n; € Fix(f;) folgt fi(e;) = e; und f(ez) = ey. Wegen der Linea-
ritdt von f; ergibt sich aus f1((0,0,2)) = (2,0,0)) dann f,((0,0,1)) =
(1,0,0). Es folgt

Mg (f1) =

o O =
)
o O =



