Klausur 2.Teil (60 miniitig) zur Lehrkréifteweiterbildung
'Lineare Algebra /Analytische Geometrie I am 11.12.2019

Name, Vorname Aufg.1 | Aufg.2 | Aufg.3 | Aufgd | ¥ | % | Note
aus
Teil 1

Punkte —

Bearbeiten Sie bitte zwei der drei folgenden Aufgaben! Falls Sie alle
drei Aufgaben bearbeitet haben sollten, kennzeichnen Sie bitte, welche
zwei Aufgaben gewertet werden sollen! Zur vollstindigen Losung einer
Aufgabe gehort, wenn nicht anders angegeben, auch die (stilistisch einwand-
freie zielfiihrende) Darstellung des Gedankenganges. Pro geloster Aufga-
be erhalten Sie 10 Punkte. Das Resultat der 1.Teilklausur (Aufgabe 1) wird
iibernommen. Eigener nicht-programmierbarer Taschenrechner ist erlaubt.

Aufgabe 2 (Lineare Unabhéngigkeit, Basis, lineare Abbildung, Kern)

(a) (i) (2 Punkte) Sind die Vektoren

1 1 3
vp:i=1[1], wva:=1{0 und vy = | 2 aus RGD
0 1 1

linear unabhéngig oder linear abhéngig? (Mit Begriindung)

(ii) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass die Polynome 1—z, 14+z+22 1—2% aus
dem Vektorraum der Polynome iiber R linear unabhéngig sind!

(b) Sei f: Vi — V4 eine Abbildung des K —Vektorraums V; in den K —Vek-
torraum V5. Sei B = {by,...,b,} ein Erzeugendensystem von V.

(i) (3 Punke) Zeigen Sie, dass gilt:
Ist f surjektiv und linear, so ist f(B) = {f(b1),..., f(by)} ein
Erzeugendensystem von Vi | Lisungshinweis: Betrachten Sie zu
w € Va ein Urbild v = ) b;A; und dann f(v).
=1

(ii) (2 Punkte) Begriinden Sie: Ist B linear unabhéngig und f injektiv
und linear, dann ist f(B) = {f(b1),..., f(b,)} linear unabhéngig.
Losungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie hier benutzen: Ist f in-
jektiv und linear, so Kern f = {o}.



Aufgabe 3 (Basis, lineare Abbildung, Matrix, Kern)

Seien V' ein 3 — dim Vektorraum iiber R und f ein Endomorphismus von V/,
also eine lineare Abbildung f : V — V. Sei U = b3R (mit b3 # o) der Kern
von f; ferner seien b; und by linear unabhéngige Vektoren aus V' mit

(%) f(b1+by) =2by und f(by —be) =2by sowie UN < by, by >= {o}.
(i) (3 Punkte ) Bestimmen Sie f(b;) fiir i € {1,2} !
(ii) (3 Punkte) Zeigen Sie: bs ist linear unabhéngig von {by, bo}.
(iii) (2 Punkte) Ist B = (b1, bs, b3) eine Basis von V' 7 (Mit Begriindung!)
)

(iv) (2 Punkte) Geben Sie die Matrix ME(f) an, die f bzgl. der Basis B
darstellt !

Aufgabe 4 (LGS mit Parameter, Endomorphismus, volles Urbild)
(a) Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem iiber R (mit a € R):

51 +§3 = «

&2 +& = 1

() & +&3 = 1
S +& +& +& = 2

(i) (2 Punkte) Geben Sie die erweiterete Koeffizientenmatrix von ()
an und wandeln Sie diese in eine Matrix in Zeilenstufenform um!

(ii) (1 Punkt) Fiir welche a € R ist (x) losbar?

(iii) (1 Punkt) Bestimmen Sie den Losungsraum L des zu (x) gehtrenden
homogenen Systems!

(iv) (2 Punkte) Bestimmen Sie im Fall der Losbarkeit den Losungsraum
L von (x) !

(b) Seien B = (by, ba, b3, by) eine Basis von V = R* und f ein Endomor-
phismus von V', fiir den gilt:

f(bl) — bl +b4
(<>) f(bQ) = b2 +b3 +b4

Flbs) = b 4by by

f(by) = by +04



(i) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Matrix ME(f) von f ! Gibt es einen
Zusammenhang mit Teil (a) dieser Aufgabe ?

(ii) (2 Punkte) Geben Sie das volle Urbild des Vektors
w = b1+bg+b3+2b4

unter f (als Linearkombinationen der Vektoren von B) an!
Losungshinweis: Beachten Sie den Zusammenhang mit Teil (a)(iv)!



Losungsskizzen:
Zu Aufgabe 2

(a) (1)

(i)

(b) (i)

Die Vektoren sind linear abhéngig; denn es gilt: v3 = 2v; + vo .
Hierauf kommt man durch genaues Hinsehen oder durch Auflosen
der Gleichung v1 A + vop + v3v = 0, die zum LGS

A +p +3v = 0
A 2v = 0
w o +v =0

und damit (mit z.B. p=1) zu
A=—-"2v=2p=2undv=—pu=-—1

fithrt. Eine Probe zeigt die Behauptung.

Alternativ folgt die Behauptung aus der Berechnung der Determi-

nante der Matrix mit v; als Spalten.

Aus dem Ansatz
1—z)a+(1+z+2*)B+(1—-2%)y=0
ergibt sich das lineare Gleichungssystem

a +8 +y = 0
— +B O )
go— =0

aus dem a = 8 = vy und 3a = 0, also a = = 7 = 0 folgt.

Wegen der Surjektivitdt von f gibt es zu jedem w € V5 ein Urbild

v € V4. Da B laut Voraussetzung Erzeugendensystem von Vj ist,

existieren Aj,..., A, € K mit v = Y _ b;\;. Es folgt (mittels Aus-
i=1

nutzung der Linearitét von f):

w=f(v) = f(z bidi) = f(b)Ai €< f(B) > .

i=1

Also ist f(B) Erzeugendensystem von V5.



(ii) Wir beweisen die lineare Unabhéngigkeit von f(B) wie folgt: Sei
> f(b)Ai = 0. Zu zeigen ist Ay = ... =\, = 0.
i=1

Aus der Linearitdat von f ergibt sich o = Y f(bi)A\ = f(O] biAi),
i=1 i=1

nach dem Losungshinweis dann ) b;\; € Kernf = {o} und, weil
i=1
B Basis ist,

was zu zeigen war.

Anmerkung: Ist B Basis von Vi und ist f linear und bijektiv,
dann ist f(B) als linear unabhéngiges Erzeugendensystem eine
Basis von V5.

Zu Aufgabe 3
(i) Laut Definition des Kerns gilt f(b3) = 0. Wegen der Lineritdt von f
ergibt sich das Gleichungssystem
{ fb1)+ f(b2) = 2by
f(b1) = f(b2) = 2bs.

Aus diesem folgt durch Addition bzw. Subtraktion der Zeilen und Di-
vision durch 2:

f(b1) = b1 +by bzw. f(bs) = by — by.
Mit einer Probe (!) folgt auch die Umkehrung.
(ii) Wire bg aus < by, by >, so stiinde das im Widerspruch zur Vorausset-

zung by # o und UN < by, by >= {0}. Also ist by linear unabhéngig von
by, bs.

(iii) Laut Voraussetzung sind by und by linear unabhéngig und nach (ii) auch
bs von diesen Vektoren. Daher ist B := {by, by, b3} linear unabhéngig
und aus Anzahlgriinden Basis des 3-dim Vektorraums V.

(iv) Die Spalten von ME(f) sind die Koordinatenvektoren von f(b;) in ihrer
Darstellung bzgl. der Basis B. Also

1 0
Mg(f)={1 -1 0
0 0



Zu Aufgabe 4

()

(i)

(iii)

(iv)

Die zu (*) gehérende Matrix

Merw =

_ o O =
—_ == O
— = O
_— O = O
N = = O

geht durch elementare Zeilenumformungen, z.B. mit
Z3~r Z3 =23 — 29 und z4 v 2y = 24— 21 — 2o

in die Matrix (in Zeilenstufenform)

101 0] «
010 1| 1

Corw:=| 901 -1 o [=(@19
000 0/l-a

mit gleichem Losungsraum iiber.

Aus der letzten Zeile der erweiterten Matrix in Zeilenstufenform
sieht man, dass (%) hochstens fiir a = 1 1sbar ist. Wegen

Rang C' = Rang Cerw
ist das LGS fiir o = 1 16sbar.

Fiir das homogene System, das durch die Zeilenumformungen eben-
falls nicht geéndert wird, erhélt man die Bedingungen &3 = & =
—& = =&, woraus (nach Probe)

Lo=(-1,-1,1,1)R
folgt.
Eine Partikuldrlosung von (*) im Fall o = 1 ergibt sich aus
&=& =1—¢& =1—¢, zum Beispiel als p = (1,1,0,0). (Probe

zur Sicherheit!)
Aus L = p+ Lo und Teil (i) erhélt man somit

L=(1,1,0,00+ (-1, -1, 1L, DR ={(1 - &1 -&,&¢) | £ € R}

6



(b) (i) Die Matrix von f bzgl. der Basis B hat als Spalten die Koordinaten
(bzgl. B) der Bilder der Vektoren von B. Sie ist somit

Mg(f) =

_ o O =
e W)

1
0
1
1

_ o = O

Diese Matrix ist gleich der Koeffizientenmatrix des linearen Glei-
chungssystems aus Teil (a) fiir o = 1.

(ii) Die Koordinatenvektoren der Vektoren des vollen Urbildes von

DO = =

B

sind genau die Losungen des linearen Gleichungssystems () aus
Teil (a) (mit o = 1) und damit die Elemente von L. Also folgt

f (w) = by + by + (—=by — by + b3 + by)R.



