Aufgabe W2 (Matrix-Darstellung, Rang, Rang einer linearen Abbildung)

Seien V' ein R—Vektorraum mit Basis (b1, by, b3, by) und W ein R—Vektorraum
mit Basis (cq, 2, 3, ¢4), ferner a € R und f € Homg(V, W) mit

f(b1) C1+ ¢
f(bg) = ¢+ C3
flbs) = co+cy
f(b4) = + C3(Cx.
1. Geben Sie die Matrix M := ME(f) von f bzgl. des Basispaares (B, C)
an!
1
2. Berechnen Sie M - _11 (ohne Begriindung!), und geben Sie damit
—1

oder direkt f(wvp) fiir vy := by + by — by — by an!
3. Bestimmen Sie Rang(M) und Rang(f) in Abhéngigkeit von « .

4. Fiir welche Werte « ist f ein Isomorphismus?

Losungsskizze:

1. In der j—ten Spalte von M = ME(f) stehen die Koordinaten von f(b;)
bzgl. der Basis C. Damit erhélt man

1101
1010
M_Ol()a
0010
2.
1 101 1 1
1 010 1| 0
01 0 « 1] |1-«
0010 -1 -1
Es folgt

flw) =1+ (1 —a)ez —cy.



Alternativ direkt:
f(vo) = f(br + b2 —bg —bs) = f(b1) + f(b2) — [(b3) — f(bs) =

citeteteg—c—c—c—ca=c+(1l—a)c—c.
. Wir betrachten z.B. die Spalten von M. Aus dem Ansatz
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erhélt man zunéchst durch Setzung von p = 0 aus Zeile 3 dann p = 0,
aus Zeile 4 auch v = 0 und schlieBlich A = 0 aus Zeile 1. Dies zeigt die
lineare Unabhéngigkeit der ersten 3 Spalten von M und damit

Rang f = Rang M > 3.
Im Fall a = 1 sind die 2. und 4. Spalte von M gleich. Es folgt
Rang f = Rang M = 3.

Ist aber o # 1, so erhélt man aus (x) (ohne Vorgabe von p) dann v = 0
(s. 4.Zeile), A =0 (s. 2.Zeile) und g+ p =0 = p+ ap aus der 1. und
3. Zeile. Es folgt p = 0 = p. Im Fall o # 1 gilt also

Rang f = Rang M = 4.

Alternativ mittels elementarer Zeilenumformungen:
Durch elementare Zeilenumformungen erhélt man aus M (z.B. mit 2, =
29 —zgund 2} =2 — 25 — 23 )

S O = =
S = O =
_— o O O
o0 O
O OO =
O O = O
O = O O

11—«

Da sich der Rang einer Matrix bei elementaren Zeilenumformungen
nicht dndert, folgt

Rang f = Rang M =3 falls a=1

2



und
Rang f = Rang M =4 falls o # 1.

Alternativ mattels Determinanten:
Durch Entwicklung von det M nach der 4.Zeile erhélt man:

1 1 1
det M =—11 0 O:‘1 ’:a—l.
01 «

Dies zeigt, dass M und f fiir o # 1 vollen Rang (also Rang 4) haben.
Ist « =1, so Rang M < 3; wegen dreier unabhéngiger Zeilen von M
ist Rang M > 3, insgesamt also: Rang f = Rang M = 3.

. Nach 3. ist Rang M = 4 genau im Fall a # 1, also dann dim f(V) =
4 = dim W; d.h. f ist surjektiv und (nach einem Satz) damit bijektiv.
Im Fall @ = 1ist f (u.a. aus Dimensionsgriinden) kein Isomorphismus.



