Ubung zum Lehrerweiterbildungskurs Mathematik
’Lineare Algebra I’

Aufgabe D10 (Lineare Abbildung, Kern, Dimensionssatz)
Sei H € F*" die folgende Matrix mit Eintriigen aus GF(2) = F, :

0 00 1 11
H=10 11 011
1 01 1 01

S O =

Die Abbildung

Sy Ty — F2(3’1) mit z — H -z

heisst dann Syndrom-Abbildung. Die Elemente von C := Kern Sy nennen wir
Codewdorter aus C und C selbst einen (7,4)—Hammingcode.

(a) Bestimmen Sie |C|, also die Anzahl der Codewdrter, unter Verwendung der
Formel dimg V' = dimg Kern f+dimg Bild f fir f € Hom g (V, W) und V,W
endlich-dimensional.

(b) Sei y = c+ e ein durch den Fehler e aus ¢ verfilschtes Wort. Bestimmen Sie
Su(y) in Abhéngigkeit von e (und H) !

(c) Bestimmen Sie Sy (y), falls e = e;, der i-te Einheitsvektor ist!

(d) Korrigieren Sie das Wort y; = (O 001 10 1) zum Codewort c,
wenn e einer der Einheitsvektoren ist!

Losungsskizze:
(a) Da Sy linear ist und H Rang 3 hat, gilt (fiir die Dimensionen iiber Fa):
dimC = dimKern Sy = dimFy — dimBild Sy =7 -3 =4
(daher (7,4)-Hammingcode). Es folgt |C| = 2* = 16.
(b) Wegen der Linearitdt von Sy und C = Kern Sy erhélt man
Su(y) = Su(c+e)=Su(c)+ Su(e) =0+ Sy(e) = H - el

(c) U.a. wegen (b) ist Sg(y) = H - e/, also die i-te Spalte von H, und
hier sogar (wegen der speziellen Form von H) gleich der Nummer der

Fehlerstelle in Bindrdarstellung.

(d) Das Syndrom von y; ist definitionsgemifl gleich

0
0
0001111 0 1
Hy'=[01100 11 1l=(1],
1010101 1 0
0
1

also gleich der 6—ten Spalte von H. Da nach Voraussetzung nur ein Fehler
in einer Komponente vorliegt, ist e = eg und

¢c=(0 00110 1)+e=(0 00 1 1 1 1).



