Ubung zur Lehrkrifteweiterbildung Mathematik
Lineare Algebra/Analytische Geometrie I’

Aufgabe D5 (Endomorphismus, Matrixdarstellung)

Sei f ein Endomorphismus des K — Vektorraums V. Zeigen Sie: Gilt fiir alle
v € V die Aussage f(v) € < v >, so existiert ein A € K mit f = \idy.
Bestimmen Sie ferner im endlich-dimensionalen Fall ME(f) fiir eine Basis B
von V.

Loésungsskizze

Sei zunéchst dimg V' = 1. Dann ist V =< v > = {A\v | A € K}. Da nach
Voraussetzung f(v) € < v > gilt, existiert ein A € K mit f(v) = A-v =X - idy.

Sei nun dimg V' > 1, seien v1,v9 € V' zwei Basisvektoren und f(v1) € < v1 >,
flva) € < vy > sowie f(v1 +v2) € < v1 + v2 >. Es gibt daher Aj, Ao, A3 € K
mit  f(v1) = Mg und  f(ve) = Ave sowie  f(v1 + v2) = As(v1 + v2).
Da f(v1) + f(v2) = f(v1 + ve), folgt Ajvy + Agve = Agvy + Agve. Wegen der
Findeutigkeit der Basisdarstellung folgt daraus A; = Ao = A3 =: A. Im endlich-
dimensionalen Fall erhélt man:

ME(f) =



