Ubung zum Lehrkrifteweiterbildungskurs Mathematik
Lineare Algebra/Analytische Geometrie I’
Aufgabe B4 (Unterriume)!
Seien L, M und N Unterrdume eines K —Vektorraums V.
(i) Zeigen Sie, dass der Schnitt
LNM:={zeV|zeLANze M}
und die Summe
L+M:={l+m|le LAme M}
Unterrdume von V sind.
(ii) Gilt die folgende sogenannte modulare Identitét ?

LN[M+ (LNN)|=(LNM)+ (LNN)

Losungshinweise: Zu (i): Benutzen Sie das Unterraumkriterium (Vorlesungs-
skript Nr. 6.5 Seite 101) !
Zu (ii): Untersuchen Sie ” D und 7 C 7 getrennt!

Losungsskizze
(i) Wegen 0 € Lund 0 € M gilt 0 € LN M und 0 € L + M, also
LNM#Q#L+ M.

Wir zeigen: L N M und L + M sind abgeschlossen bzg. Addition und
S-Multiplikation:

Seien x1,19 € LN M, also x1,29 € L und z1,29 € M ! Da L und
M als Unterrdume bzgl. Addition und S-Multiplikation abgeschlossen
sind, folgt (z1 + x2) € L, (21 + x2) € M sowie ary € L, ax; € M (fiir
a € K), folglich 1 + 2o € LN M und axy € LN M.

Mit dem Unterraumkriterium erhélt man: LN M ist ein Unterraum von
V.

Lfrei nach P.R.Halmos: Linear Algebra Problem Book. The Mathematical Association
of America 1995.




Sind x; und x5 in L + M, so existieren ly,ly € L und mq, mo € M mit
x; = l; +m; (fur i = 1,2). Es ergibt sich

:U1+:132=(l1+m1)+(lg—|—m2):(ll—l—l2)+(m1+m2)EL—i—M

und ax; = al; + amy; € L + M. Wieder mit dem Unterraumkriterium
erhdlt man: L + M ist ein Unterraum von V.

(i)
7 D7 Es gilt:
re(LNM)+(LNN) = ze€LANzeM+ (LNN)
— ze€LnN(M+ (LNN)).

7 C” Seix € LN(M+(LNN)); dann existieren I, m mitm € M,l € LNN
derart, dass x = m +([. Wegen x € L ist auch m = x — [ in L, also
m € (LN M), insgesamt x =m+1 € (LNM)+ (LNN).

Mit dem Nachweis der ”doppelten Inklusion” ist die modulare Identitét
bewiesen.



