Ubung zum Lehrkrifteweiterbildungskurs Mathematik
Lineare Algebra/Analytische Geometrie I’

Aufgabe A4 (Windschiefe und orthogonale Geraden, Streckenlinge)
Im R? seien die Punkte A, B, C, D mit den Ortsvektoren

1\ 1 0 . 1
a=|0|,b=|1],6=|—-1]| sowie d= | —1
0 1 1 1

gegeben.
(i) Bestimmen Sie die Gleichungen der Geraden ¢g := AB und h :=CD !
(ii) Zeigen Sie, dass g und h windschief sind!

(iii) Bestimmen Sie eine zu g und h orthogonale Gerade k, die g und h
schneidet!

(iv) Welche Linge hat die Strecke GH fiir {G} := gNk und {H} := hNk?

Losungsskizze

(i) Die Zweipunkteform einer Gleichung fir Geraden durch die Punkte F
und F' mit Ortsvektoren € und f lautet: ¥ = e+ \-(f —¢€) (A € R).

1 0 0 1
Also ist hier Zy= (0| +A (1| und &= -1 | +n |0
0 1 1 0

(ii) Die Geraden sind windschief, d.h. liegen nicht in einer Ebene; denn
(i) g und A sind nicht parallel, d.h. die Richtungsvektoren sind linear
unabhéngig, und
(i) g und h schneiden sich auch nicht, d.h. die Gleichung z; = #j, hat
keine Losung (Die zweite Komponente ergibt A = —1, die dritte A = 1).

Alternativ:
Die Windschiefheit folgt auch aus

o 1 01
det(@—cb—d d—cd)=|1 1 0|=2#0.
~1 10



(iii)

(iii”)

Der Vektor

1 7 1—pn
V=2 —Tp=| ]| —|-1]=[A+1
A 1 A—1

verbindet den (von A abhéngigen) Punkt Z, der Geraden g mit dem
(von p abhéngigen) Punkt &), von h. Wir bestimmen A und p so, dass
die Richtungsvektoren von g und h auf ¢ senkrecht stehen: Aus

0 1
v-|1]=0=v-10
1 0
erhélt man die Gleichungen A+14+A—1=0und 1—pu =0, also A =0
0
und g = 1. Umgekehrt steht der so erhaltene Vektor v = [ 1 | senk-
—1

recht auf den Geraden g und h und ist Richtungsvektor der gesuchten
Geraden k.

Jeder der Punkte 7, € g Nk und #;, € h N k kann als Stiitzvektor von

1
k gewahlt werden. Wahlt man (mit A = 0) den Punkt Z, = | 0| € ¢,
0
der ja auch Punkt von k ist, als Stiitzvektor von k, so erhélt man
1 0
E=10l+11|R
0 -1

Alternativ zu (iii):

(a) Gesucht ist eine Gerade k = g+ mR mit m # 0 und k L g sowie
k L h. Ein solches m ist ein Vektor, der senkrecht auf den Richtungs-
vektoren von g und h steht, also fiir den gilt: m L b—aund m L d— c,
also

1
m-11]1 =0 und m-|0] =0.
0



Folglich ist
0
me | 1 |R\{0}
—1

notwendig und hinreichend fiir die Orthogonalitéit von k zu g und h.

Alternativ zu (a):

4
0 1 B 01 0
O£#me< |1 x|0] >=<| — =<\ 1]>.
1 0 Lo —1
0 1
10
(b) Nun ist noch k so zu bestimmen, dass
{G}=kng#0#knh={H}
gilt.
1
Ein Punkt von kN g hat einen Ortsvektor der Form [ A | (mit A € R).
A
1
Nun soll H = [ A | +vm fiir ein geeignetes v auf h liegen, also
A
1 0 1
Adv]=-1]1+p|0 (mit A, i, v, € R)
A—v 1 0

gelten. Es folgt

p=1A+v=—-1lund A\ — v =1, damit A =0 sowie v = —1.

1 1
Umgekehrt liegen | 0 | auf g und | —1 | auf A und beide Punkte auf
0 1
1 0
der zu g und h orthogonalen Geraden k= [0 ] + | 1 | R
0 -1



(iv) Es gilt

1 1 0
IGH =[|0]| - |—-1||=|] 1 |I=V0e+12+(-1)2=V2
0 1 -1

Anmerkung: Fiir diesen (kiirzesten) Abstand zwischen windschiefen Ge-
raden gibt es auch eine Formel. (S.z.B. K.P.Grotemeyer: Analytische
Geometrie, Sammlung Goschen 1969, IV.9)



