Ubung zum Lehrerweiterbildungskurs Mathematik in ’Lineare
Algebra I

Aufgabe F5 (Lineares Gleichungssystem)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

&1 +& €4 = 1
(*) 2 +&  +& = 2a+1
26 +25 +2& = 4

iiber R (mit a € R).

(i) Welchen Rang hat die Koeffizientenmatrix A von (%) und welchen Rang
die erweiterte Koeffizientenmatrix Aepy 7 (Antwort jeweils bitte mit ganz
kurzer Begriindung)?

(ii) Begriinden Sie (unter Verwendung von Teil (i) und mit Hilfe eines Satzes)
die Losbarkeit von (k) !

(iii) Welche Dimension hat der Losungsraum von (x)?
Anmerkung: Sie diirfen hier die entsprechende Dimensionsformel verwen-
den.

(iv) Bestimmen Sie den Losungsraum Lo des zu (%) gehdrenden homogenen
Systems, und bestimmen Sie den Losungsraum L von (x)!

(v) Wie lésst sich L geometrisch interpretieren?



Losungsskizze

(i)

(iii)

(v)

Die Koeffizientenmatrix und die erweiterte Koeffizientenmatrix von (x)
sind

110 -1 110 -1 1
A=10 2 1 1 und Aaw=1[ 0 2 1 1|2a+1
22 2 0 22 2 0 4

Da die ersten drei Spalten von A linear unabhéngig sind (dies sieht man
z.B. durch elementare Zeilenumformungen; vgl. mit der Matrix in (iv) !),
folgt rg A = 3.

Der Rang der erweiterten Matrix ist ebenfalls 3, da die Spalten der Matrix
in R? liegen, also hochstens drei von ihnen linear unabhéingig sein kénnen.

FEin lineares Gleichungssystem ist genau dann l6sbar, wenn gilt:
rg A =rg Aerw-
Nach (i) ist dies fiir (x) der Fall.
Im Falle der Losbarkeit eines Linearen Gleichungssystems gilt
dimg L =dimg Lo=n—r1g A

(wobei A die Koeffizientenmatrix und n die Anzahl der Variablen bezeich-
net). Im vorliegenden Fall ist rg A = 3 und n = 4, womit sich dimp L = 1
ergibt.

Durch elementare Zeilenumformung erhélt man aus

110 —-1] 1 110 —-1] 1
Agw=|10 2 1 1|2a+1 2.B. 021 1|2a+1
2 22 0 4 002 2| 2

So erhélt man das Gleichungssystem (mit dem gleichen Loésungsraum):

&1 +& & = 1
(+) 2y +€ +E& = 2a+1
283 +264 = 2

Setzt man im zugehorigen homogenen System z.B. £, = 0 (und damit laut
erster Zeile &1 = &4 und laut zweiter Zeile {3 = —&4), so sieht man, dass
dessen 1 —dim Losungsraum gleich Lo = (1,0, —1, 1)R ist, was eine wegen
der Beweisrichtung nétige Probe (insbesondere bei der 3.Zeile) bestétigt.
Setzt man ferner in (+) z.B. {4 = 0, so erhélt man aus Zeile drei {3 = 1 und
als eine Partikulérlosung von (%) dann : z, = (1 — a, @, 1,0). Insgesamt
ergibt sich:
L=(1-a,a,1,0)+ (1,0,-1, 1)R.

L ist eine Gerade im 4 — dim reellen affinen Raum AG(R?).



