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’Lineare Algebra I’

Aufgabe D5 (Endomorphismus, Matrixdarstellung)

Sei f ein Endomorphismus des K− Vektorraums V . Zeigen Sie: Gilt für alle
v ∈ V die Aussage f(v) ∈ < v >, so existiert ein λ ∈ K mit f = λ·idV .
Bestimmen Sie ferner im endlichdimensionalen Fall MB

B (f) für eine Basis B
von V .

Lösungsskizze
Sei zunächst dimK V = 1. Dann ist V =< v0 > = {λv0 | λ ∈ K}. Wegen
f(v0) ∈ V =< v0 >, existiert ein λ ∈ K mit f(v0) = λ · v0. Ist v ∈< v0 >, also
v = µv0 für geeignetes µ, so folgt wegen der vorausgesetzten Linearität von f :

f(v) = f(µv0) = µf(v0) = µλv0 = λ(µv0) = λv = λ id (v)

und damit f = λ · idV .

Sei nun dimK V > 1, seien v1, v2 ∈ V zwei Basisvektoren und f(v1) ∈ < v1 >,
f(v2) ∈ < v2 > sowie f(v1 + v2) ∈ < v1 + v2 >. Es gibt daher λ1, λ2, λ3 ∈ K
mit f(v1) = λ1v1 und f(v2) = λ2v2 sowie f(v1 + v2) = λ3(v1 + v2).
Da f(v1) + f(v2) = f(v1 + v2), folgt λ1v1 + λ2v2 = λ3v1 + λ3v2. Wegen der
Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt daraus λ1 = λ2 = λ3 =: λ. Im endlich-
dimensionalen Fall erhält man:

MB
B (f) =


λ 0 · · · 0 0
0 λ · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 · · · λ 0
0 0 · · · 0 λ

 .


