Ubung zum Lehrerweiterbildungskurs Mathematik
’Lineare Algebra I’

Aufgabe D5 (Endomorphismus, Matrixdarstellung)

Sei f ein Endomorphismus des K — Vektorraums V. Zeigen Sie: Gilt fiir alle
v € V die Aussage f(v) € < v >, so existiert ein A € K mit f = \idy.
Bestimmen Sie ferner im endlichdimensionalen Fall ME(f) fiir eine Basis B
von V.

Losungsskizze

Sei zundchst dimg V' = 1. Dann ist V =< vy > = {Avg | A € K}. Wegen
f(vo) € V =<y >, existiert ein A € K mit f(vg) = X-vg. Ist v €< vy >, also
v = pvg fiir geeignetes p, so folgt wegen der vorausgesetzten Linearitidt von f:

f() = fpvo) = pf(vo) = pAve = A(pvo) = Av = Aid (v)
und damit f = A - idy.

Sei nun dimg V' > 1, seien v1,v9 € V' zwei Basisvektoren und f(v;) € < vy >,
f(vg) € < vy > sowie f(v1 + v2) € < v1 + v9 >. Es gibt daher A1, Ao, A3 € K
mit  f(v1) = Mop und  f(v2) = Agug sowie  f(v; + va) = Az(v1 + v9).
Da f(v1) + f(v2) = f(v1 + va), folgt Ajv1 + Aove = Agvy + Azve. Wegen der
Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt daraus A; = Ao = A3 =: A. Im endlich-
dimensionalen Fall erhilt man:
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