Ubung zum Lehrerweiterbildungskurs Mathematik
’Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1T’

Aufgabe A5 (Flicheninhalt, Vektorprodukt)

In der reellen euklidichen Ebene sei das Dreieck AABC' gegeben durch die
Ortsvektoren von A, B bzw. C' mit den kartesischen Koordinaten

() () me)

Berechnen Sie den Flacheninhalt F' von AABC

1. mithilfe der Formel F' = £(g-h) (mit der Lénge g einer Seite von AABC
und der Linge h der zugehorigen Hohe)

2. mithilfe Vektorprodukt oder Determinante!

Losungsskizze

1. Es gilt 2.B.
o8- () () | () e 2

Sei P € AB mit Ortsvektor p = (Z ) der FuBpunkt des Lots von C

-

auf AB. Dann ist h = |¢ — p] und CP L AB, also (p'— ¢)(@ —b) = 0.
Damit ergibt sich

0=(F—0a)@a—0b) = (p_5> : (_11) =—p+5+q—9=q—p—14

q—9

sowie (wegen P € AB) mit der Punkt-Richtungsgleichung fiir AB:

(g) = 5—1—7‘(6—5) = (%) +r (_11) = (? _T_ Z:) fiir ein geeignetes r € R.

Aus diesen Gleichungen folgt 4 =qg—p=1+r—(2—7r)=2r—1, also
T:g,fernerp:2—r:—% undq:1+r:%.
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Umgekehrt erfiillt der Punkt mit Ortsvektor < ?) die Bedingungen
2
P e AB 1 CP an P. Daher gilt:

e[ )- (- B O] 3

1 1 11 11
F=-gh=-v2—y2="— =5,
29 2\f2f 5 =?

und

. Vorbemerkung: Wir haben hier unter anderem die folgenden weiteren
Moglichkeiten zur Berechnung der Dreiecksfliche, ndmlich mittels

(i) Berechnung einer Parallelogrammflache im 2-dim mit der Deter-
minante,

(ii) Berechnung einer Parallelogrammfldche im 3-dim mit dem Vek-
torprodukt,

(ili) Berechnung des Volumens eines Spats mit der Determinante (dem
Spatprodukt).

Wir gehen hier kurz auf diese Fille ein:

ad (i) Das von den Vektoren # = @ — b und § = & — b zweier Seiten des
Dreiecks AABC' gebildte Parallelogramm hat den Flidcheninhalt
| det(Z, v)|; damit haben wir

1 -1 3 11
S|

1 8|~ o

ad(ii) Im 3-dim reellen euklidischen Raum gilt fiir Vektoren ¥ und %,

dass
|7 % g] = |Z] - |¢]] - sin <(Z, 7))

ist und damit gleich dem Flidcheninhalt des von & und ¥ aufge-
spannten Parallelogramms bzw. zweimal dem Flédcheninhalt des
von 0, Z, i aufgespannten Dreiecks.
Wir betten a, b und @ bzw. # und yy durch Hinzufiigen einer drit-
ten Komponente mit Koordinate 0 in den 3-dim Raum ein. Dann



ad(iii)

erhalten wir:

. . 1 -1 3 1 1 3 €1
F=-|(@d—b)x(¢— )|:§' 1 8 ':5’ 1 8 62‘
0 0 0 0 e3
0
1 0 1 11
= =—|-8=-3|=—.
2' -1 3 ' 2| | 2
1 8

Analog zu (ii) hétte man auch gleich das Volumen des Spats
(Parallelflachs) mit Hohe 1 und dem bereffenden Parallelogramm

als Grundflache berechnen konnen. Fiir /' erhilt man so einhalb

-1 3 0
mal den Betrag der Determinante (des Spatprodukts) | 1 8 0,
0 01

also F =1-|—8—3| =51



