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Themenkreis 3: Lineare Gleichungssysteme

1. Wie lésst sich eine lineare Abbildung mit dem linearen Gleichungssy-
stem (LGS)

anéi + -t aén =5
(*) : : :
Um1é1 + o+ nén = Bm

(mit «;;, f; € K und Unbestimmten ¢;) in Verbindung bringen? Wie
lassen sich dann die Losungsmengen L und Lo des LGS (%) bzw. des
zu (%) gehorenden homogenen Systems interpretieren?

Antwort (vgl. [Sch] p. 17)

(i) Das LGS (x) ldsst sich mit

S| 5

: € K" und b= : € K™

&n B

in der Form AZ = b bzw. fa(Z) = b schreiben; hierbei ist

fa: K" — K™ definiert durch ¥ — AZ.

(ii) Das zu (*) gehorende homogene System

051151 + -+ alngn =0
(%) : : :
amlgl + -+ Oémngn =0

hat die Losungsmenge Ly = {# € K" | AT = 0 } = Kernfy .
Damit ist Ly ein Unterraum von K.

Der Losungsraum von (x), also L = { € K" | AZ = b}, ist gleich
dem vollen Urbild f;l(g) von b unter f4. Damit folgt:

Das LGS () ist genau dann losbar, wenn b € Bildf gilt. Da das
Bild von f4 gleich dem von den Spaltenvektoren von A erzeugten
Raum ist, ergibt sich das Losbarkeitskriterium:



Genau dann ist (%) losbar, wenn b von den Spalten von A linear
abhdngt, also fiir die erweiterte Koeffizientenmatrix gilt:
Rang (A|b) = Rang A .

(iii) Ist das LGS (x) 16sbar, so existiert ein p'mit f4(7) = b (cine “spezi-
elle Losung” oder “Partikulérlosung”). Fiir das volle Urbild von
b unter f4 gilt dann L = fgl(l;) =p+ Kernfy, also L = p'+ Lo ;
es ist L also ein affiner Unterraum von K" zum Unterraum L.
Fiir diesen affinen Unterraum gilt dimy L = n—Rang A.

. Beispiel 1: Sei K = R. Bestimmen Sie mitttels elementarer Zeilenum-
formungen den Losungsraum des LGS’s

&+ & & = 0
(*) &1 — 28 +E3 = 1
&1 — 28 & = 2

& +264 = -1

Antwort (vgl. [Sch] p. 18f.):

Es ist (AJb) =

() — e
|
[N}
o
|
—_
[N}

Durch elementare Zeilenumformung erhélt man z.B. (mit unterstriche-
nen Pivot-Elementen):

1 1 -1 0| o 1 1 -1 0] o0
Alb 0 =3 2 0 1 Ad 0 -3 2 0 1
( | ) =222 0 -3 1 -1/ 2 R 0 0 -1 —-1] 1
— — 23 =23 —25 - =
A —
Z3=E3 71 0 0 1 2|-1 0o o0 1 2|-1
1 1 -1 0 0 &+ & — &3 =0
A 0 | -1 2/3 0 |1/3 - &+ 3¢ =3
zh=z4+2% AN (*)
4 3 0 0 -1 -1 1 —§3 —& =1
Z”:lzl
27372 0 0 0 1 0 & =0

woraus sich §, =0, &= —1=—1, & = %fg — % =—1 und & =
—&+& = 0 ergibt. Das LGS (x) und damit (x) ist also eindeutig l6sbar
mit L = {(0,—1,—1,0)}. 9



3. Beispiel 2:

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

T +2[L‘3 =1
(%) 3r1 +2wy +8x3 =
T2 +x3 = 1

iber R.
(i) Geben Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix von (x) an!

(ii) Begriinden Sie zunéchst ohne Berechnung der Losungen, dass (x)
l6sbar ist!

(iii) Bringen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix von (*) durch ele-
mentare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform!

(iv) Bestimmen Sie eine Partikulérlosung von (x)!

(v) Geben Sie eine allgemeine Losung des zu (x) gehérenden homoge-
nen Systems an!

(vi) Geben Sie den Losungsraum L von (%) an!

Losung (vgl. [Sch] Aufgabe L35)

(i) Die erweiterte Koeffizientenmatrix von (k) ist

102 |1
Aew=| 3 2 8 |5
0111

(ii) Aew hat den gleichen Rang wie die Koeffizientenmatrix A von
(%). (Dies folgt z.B. daraus, dass die letzte Spalte von A, gleich der
Summe der beiden ersten Spalten ist, sodass die Erweiterung nicht den
Rang erhoht.) Nach dem bekannten Losbarkeitskriterium ergibt sich
die Losbarkeit von (%) aus Rang A = Rang Aepy.

(iii) Zum Beispiel:

102 |1 102 |1
Aew=|328 |5 | ~[022 2| m=2%-32)
01 1 |1 01 1 |1
1 0 2 |1 .
[T L) Besm wd H-5-5).
0 0 0 [0



(iv) Da elementare Zeilenumformungen den Losungsraum nicht veran-
dern, sind die Losungen von (%) genau die Losungen von

T +2£L’3 =1
(1) { re + 23 = 1

Setzt man nun 3 = 0, so sieht man, dass z.B. z, = (1, 1, 0) eine Losung
von (*1) und damit von (x) ist.

(v) Der Losungsraum Lg des zu (x) gehorenden homogenen Systems ist
gleich dem Losungsraum des zu (%1) gehdrenden homogenen Systems,

also von
/ x +2x3 = 0
(*1) { i) —+ r3 = 0 '
9 _

Es folgt Lo = {(—2x3, —x3,23)[z3 € R} = {(-2, -1, 1)z |z € R} =
(—2, -1, 1)R.
(Alternativ kann man x3 = 1 in (%) setzen und so (—2,—1,1) € Ly

sehen. Das obige Ergebnis ergibt sich dann z.Bsp. aus Dimensions-
griinden.)

(vi) Der Losungsraum von (*;) und damit von (*) ist nach einem Satz
gleich xp + Ly, also

L=(1,1,0)+(-2,-1,)R={(1—-2z,1—z,z)|x € R}.



