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Themenkreis 2: Lineare Abbildungen, Matrixdarstellung

1. Seien V1, V2 K-Vektorräume. Definieren Sie, was unter einer linearen
Abbildung von V1 in V2 zu verstehen ist!

Antwort: Eine Abbildung f : V1 → V2 heißt linear oder K–
Homomorphismus, falls gilt:

f(v + w) = f(v) + f(w) und f(λv) = λf(v)
(für alle v, w ∈ V1, λ ∈ K)

2. Beispiele von linearen Abbildungen:
Mit der Matrix A = (αij) i=1...m

j=1...n
∈ K(m,n) ist die Abbildung fA linear,

wobei

fA : Kn → Km definiert ist durch

 ξ1
...
ξn

 7→ A ·

 ξ1
...
ξn

 .

Bestimmen Sie A für f = fA, falls f

• Rn → R Linearform ist oder

• zentrische Streckung mit Zentrum ~o in Rn

• Spiegelung an einer Koordinatenachse in R2 (mit euklidischem
Abstand)

• Drehung um ~o um den Winkel α in R2 (mit euklidischem Abstand)

• Parallelprojektion längs einer Koordinatenachse auf die andere in
R2

Antwort: s. [Sch] p.10-12.



3. Beschreiben Sie eine minimale Menge von Vektoren, durch deren Bilder
eine lineare Abbildung f : V1 → V2 schon bestimmt ist, und beweisen
Sie den Fortsetzungssatz.

Antwort: Eine Basis von V1 ist ausreichend. Denn es gilt der Fortset-
zungssatz: Ist B = (bi)i∈I eine Basis von V1 und (wi)i∈I eine beliebige
Familie von Vektoren von V2 mit gleicher Indexmenge, dann gibt es
genau eine lineare Abbildung f von V1 in V2 mit f(bi) = wi für alle
i ∈ I.
Beweisidee: f(

∑
λibi) =

∑
λif(bi)

vgl. [Sch] p.11

4. Geben Sie die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung zwischen
endlich-dimensionalen Vektorräumen an!

Antwort: Seien V1, V2 K − V R′e endlicher Dimension und f : V1 → V2
linear. Ist B = (b1, . . . , bn) geordnete Basis von V1 und C = (c1, . . . , cm)
geordnete Basis von V2, so existieren Skalare

αij mit f(bj) =
m∑
i=1

αijci (j = 1, . . . , n) .

Wir definieren MB
C (f) := (αij) i=1...m

j=1...n
als die “Matrix” von f bzgl. B

und C; also:

MB
C (f) =

 α11
...

αm1

· · · · · ·

· · · · · ·

α1n
...

αmn


mit den Koordinatenvektoren der Bilder der Basisvektoren von B, dar-
gestellt bzgl. C, als Spalten.

Anmerkungen: a) Es gilt MC(f(x)) = MB
C (f) ·MB(x) für die Koor-

dinatenvektoren MB(x) bzw. MC(y) von x bzgl. B bzw. y bzgl. C.

b) Die Abbildung HomK(V1, V2) → K(m,n) mit f 7→ MB
C (f) ist ein

Vektorraum-Isomorphismus

5. Geben Sie an, wie sich Eigenschaften von linearen Abbildungen an den
darstellenden Matrizen erkennen lassen (z.B. Rang, Bijektivität).
Antwort: vgl. [Sch] p.13
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6. Was ist unter dem Kern einer linearen Abbildung f : V1 → V2, was
unter dem Bild von f zu verstehen? Welche Struktur besitzen Kern f
und Bild f ? Wie sehen die vollen Urbilder der Elemente von V2 aus?
Antwort. siehe [Sch] p.14
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