Themen und Ubungen zum Lehrerweiterbildungskurs
Lineare Algebra/Analytische Geometrie I’

[Sch]: R.-H.Schulz: Repetitorium Bachelor Mathematik
[Sch-LAIT] R.-H.Schulz: Skript Linearer Algebra I

Themenkreis 2: Lineare Abbildungen, Matrixdarstellung

1. Seien Vi, Vs, K-Vektorrdume. Definieren Sie, was unter einer linearen
Abbildung von Vj in V5 zu verstehen ist!

Antwort: Eine Abbildung f : V3 — VW heifit linear oder K—
Homomorphismus, falls gilt:

fotw) = f)+fw) wd  fOw) = Af(v)
(fir alle v,w € Vi, € K)

2. Beispiele von linearen Abbildungen:

Mit der Matrix A = (ay;)i=1.m € K (mm)ist die Abbildung f4 linear,
wobel

&1 &
fa: K" — K™ definiert ist durch : — A- :
&n &n

Bestimmen Sie A fiir f = fga, falls f

e R™ — R Linearform ist oder
e zentrische Streckung mit Zentrum o in R”

e Spiegelung an einer Koordinatenachse in R? (mit euklidischem

Abstand)
e Drehung um 6 um den Winkel v in R? (mit euklidischem Abstand)
e Parallelprojektion ldngs einer Koordinatenachse auf die andere in

R2

Antwort: s. [Sch] p.10-12.



3. Beschreiben Sie eine minimale Menge von Vektoren, durch deren Bilder
eine lineare Abbildung f : V3 — V5 schon bestimmt ist, und beweisen
Sie den Fortsetzungssatz.

Antwort: Eine Basis von V] ist ausreichend. Denn es gilt der Fortset-
zungssatz: Ist B = (b;);cs eine Basis von Vj und (w;);er eine beliebige
Familie von Vektoren von V5 mit gleicher Indexmenge, dann gibt es
genau eine lineare Abbildung f von V; in V4, mit f(b;) = w; fiir alle
1€ 1.

Beweisidee: (> A\ibi) = > Aif(b;)

vgl. [Sch] p.11

4. Geben Sie die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung zwischen
endlich-dimensionalen Vektorrdumen an!

Antwort: Seien Vi, Vy K — V R'e endlicher Dimension und f: V3 — 1},
linear. Ist B = (by, ..., b,) geordnete Basis von V; und C' = (cq, ..., ¢p)
geordnete Basis von V5, so existieren Skalare

(0271 mit f(bj> = Z@ijcl' (] = 1, . ,n) .
i=1

Wir definieren ME(f) := (ayj)i=1..m als die “Matrix” von f bzgl. B
und C'; also:

a | o
ME(f) =

aml ...... O{mn

mit den Koordinatenvektoren der Bilder der Basisvektoren von B, dar-
gestellt bzgl. C'; als Spalten.

Anmerkungen: a) Es gilt Mc(f(x)) = ME(f)- Mp(x) fiir die Koor-
dinatenvektoren Mp(z) bzw. Mo (y) von = bzgl. B bzw. y bzgl. C.

b) Die Abbildung Homg(Vi, Vo) — K™ mit f + ME(f) ist ein
Vektorraum-Isomorphismus

5. Geben Sie an, wie sich Eigenschaften von linearen Abbildungen an den
darstellenden Matrizen erkennen lassen (z.B. Rang, Bijektivitat).
Antwort: vgl. [Sch] p.13



6. Was ist unter dem Kern einer linearen Abbildung f : Vi — V5, was
unter dem Bild von f zu verstehen? Welche Struktur besitzen Kern f
und Bild f 7 Wie sehen die vollen Urbilder der Elemente von V, aus?
Antwort. siehe [Sch| p.14



