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Themen zum Proseminar

Anmerkung: Die mit * gekennzeichneten Vortrage sind von einem etwas
hoheren Schwierigkeitsgrad.

Komplexe Zahlen
1. Vortrag: Komplexe Zahlen und Einheitswurzeln (3)
Primzahlen
2. Vortrag: Elementare Eigenschaften der Primzahlen (6)
3. Vortrag: Eine Abschitzung fiir die n-te Primzahl (9)
4..und 5. Vortrag: Die Reziprokensumme der Primzahlen (13)
6. und 7. Vorirag: Der Satz von Tschebycheff* (16)
Codierungstheorie
8. Vortrag: Codes (18)
9. Vortrag: Lineare Codes und die Generatormatrix (22)
10. Vortrag: Der duale Code und die Kontrollmatrix (25)
11. Vortrag: Der Hammimg-Abstand und Fehlerkorrektur (28)
12. Vortrag: Hammimg-Codes und perfekte Codes (31)
13. und 14. Vortrag: Fehlerkorrektur bei linearen Codes* (34)
Kettenbriiche
15. Vortrag: Kettenbriiche und beste Approximationen (37)
16. Vortrag: Periodische Kettenbriiche (39)
Primzahltests
17. Vortrag: Der Primzahltest von Fermat und Carmichael-Zahlen (40)
18. Vortrag: Der Primzahltest von Miller-Rabin (44)
Kryptographie
19. Vortrag: Die RSA-Verschliisslung (47)
20. Vortrag: Ein Angriff auf die RSA-Verschliisslung und ein sicheres Ver-
schliisslungsverfahren (50)
21.und 22. Vortrag: Der Wiener Angriff auf die RSA-Verschliisselung* (52)
Quadratische Reste
23. Vortrag: Das Legendre-Symbol (56)
24. Vortrag: Das quadratische Reziprozititsgesetz (59)
Ringtheorie
25. und 26. Vortrag: Der Gaufische Zahlring und der Euklidiche Algorith-
mus* (65)
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
27. und 28. Vortrag: Die Konstruktion regelméfiger n-Ecke mit Zirkel und
Lineal* (68)
Gruppen spezieller Ordnung
29. und 30. Vortrag: Nichtabelsche Guppen der Ordnung 2p* (72)
31. und 32. Vortrag: Gruppen der Ordnung p** (73)
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Ergdanzungen

33. und 34. Vortrag: Endliche Korper (74)

35. und 36. Vortrag: Galoistheorie* (79)

37. Vortrag: Die Darstellung der Nullstellen eines Polynoms durch
Wurzeln* (85)

38. Vortrag: Uber die Konstruktion spezieller n-Ecke Zirkel und Lineal

(87)
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Mit Hilfe der Galoistheorie 148t sich allgemein die ¥rage beantworten, wann —~ —
die Nullstellen eines Polynoms durch ,Wurzeln” ausgedriickt werden kdnnen.

Fir quadratische Polynome ist dies moglich nach der bekannten Formel von

Vieta (p — g-Formel), fiir kubische nach der Formel von Cardano.

Seit der Mitte des 16. Jahrhunderts kennt man auch eine Formel fiir Polynome

4. Grades. Nach einer Formel fiir Polynome vom Grad>4 hat man lange

gesucht. 1826 bewies Abel, daf es solche Formeln nicht geben kann.

Zur genauen Beschreibung werden zwei weitere Begriffe benotigt, namlich

den der ,Radikalerweiterung” und der ,auflésbaren Gruppe”.

4
Definition #8®2. Reine Radikalerweiterung, Radikalerweiterung
Sei E' : K Korpererweiterung.

1. E: K reine Radikalerweiterung:<> F hat die Form E = K (b), wobei b
Nullstelle eines f(z) = 2" — a € K[z] ist.
Das heifit: E entsteht aus K durch Adjunktion einer n-ten Wurzel eines
Elementes a € K

die Elemente aus E haben die Form

ko+ ka4 +k, V/a ke K.

— 5?’52.,



9. E : K Radikalerweiterung:< Es existiert eine endliche Kérperkette
K=KyCK;C---CK,=E.
wobei K;. : K reine Radikalerweiterung ist fiir alle i.
Das heift: Die Elemente aus E lassen sich durch ,verschachtelte Wur-
zelausdriicke” von Elementen aus K darstellen.

Definition {:353 Durch Radikale AuflGsbar

Seien (K,+,-) Kérper, f € K|z].

f heiBt durch Radikale auflosbar, wenn der Zerfallungskorper von f iiber K
in einer Radikalerweiterung von K enthalten ist.

Das heift: Die Nullstellen von f lassen sich durch ,verschachtelte Wurzelaus-
driicke” von Elementen aus K darstellen.

Definition 454. Auflosbar
Sei (G, -) eine Gruppe.
G heiRt auflssbar, wenn Untergruppen N,...,#V; von G existieren, so daf
gilt: ~
1. GZN()_D_"':_).[V[:{GZ},

9. N; ist Normalteiler in N — 1 und N;_;/N; ist abelsche Gruppe fir
i=1,...,L

“
Satz 4455. Sei (K, +,-) Kérper mit Char K = 0, f € K[z] und E Zerfdl-
lungskérper von f iiber K. Dann gilt:
f ist iiber K durch Radikale aufiésbar& Gal(E : K) ist auflosbar.

Bemerkung &iﬁ Sei E Zerfallungskorper von f € K|z],
seien oy, . ..oy, die Nullstellen von f in E, also E = K(ox,...an).
Jedes o € Gal(E : K) permutiert die Nullstellen von f (da ¢ Homomorphis-
mus), und o ist durch diese Permutation bereits festgelegt.
Also ist Gal(E : K) isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Grup-
pe Sn-

2
Bemerkung 4%5%. Jede Untergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflos-
bar.
Fiir n < 4 ist S, auflosbar, also ist jedes Polynom f € K[z] vom Grad<
durch Radikale aufiésbar, falls Char K = 0.
Fiir n > 5 ist S, nicht aufiésbar.
Es gibt Polynome von Grad 5 (zum Beispiel 2° — 62°+3), deren Galoisgruppe
isomorph ist zu Ss. Diese sind dann nicht durch Radikale aufiésbar.
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