Ubung zum Lehrerweiterbildungskurs Mathematik
"Lineare Algebra/Analytische Geometrie II’

Aufgabe D4 (Skalarprodukt, Orthogonalitét, positive Definitheit)

Gibt es ein Skalarprodukt ¢ auf dem R-Vektorraum R? derart, dass gilt:
(1,0)L4(0,1) und (2, —-2) L4(—1,2) ?

(Lg bezeichnet dabei die durch g induzierte Orthogonalitétsrelation auf R2.)

Losungshinweis: Bestimmen Sie eine symmetrische Bilinearform ¢ der geforder-
ten Eigenschaften, und priifen Sie, ob g Skalarprodukt ist!

Loésungsskizze
Allgemein gilt fiir eine symmetrische Bilinearform g:

oltonm) ) = @) (4 5)(22).

Y2

wobei (CCL g) die zugehorige (symmetrische) Fundamentalmatrix ist. Es gilt:

(1,0)14(0,1) <= 0 = g((1,0),(0,1)) = (1 0) (Z Z) (?) e c=0,
ferner mit ¢ = 0 dann

(2,-2)Ly(—1,2) == 0= (2 -2) (g 2) (_21> — b= —g.

Wire g Skalarprodukt, so miisste g bzw. die zugehorige Fundamentalmatrix

(g 8) positiv definit sein.
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1.Fall: a <0; dann ist (1 0) <8 g) <(1)> = a < 0, ein Widerspruch zu
2
g(Z,%) >0 fir & #0.
2.Fall: a > 0; dann ist (O 1) (a 2) (O) = —2 < 0, erneut ein Wider-
0 -5/ \1 2
spruch zu ¢(#,Z) > 0 fiir & # 0. Also ist die gefundene Bilinearform nicht
positiv definit, und es gibt kein Skalarprodukt der geforderten Eigenschaft.

Z) = A ist genau dann

positiv definit, wenn a > 0 und det A > 0. (S. Literatur!)

2. Alternative: Eine symmetrische reelle Matrix A ist &hnlich zu einer Diagonal-
matrix A. Auf der Diagonalen von A stehen die Eigenwerte von A (und damit
von A). Die reelle Matrix A und damit A ist also genau dann positiv definit,
wenn alle Eigenwerte positiv sind.

Alternative Lisung: Eine symmetrische Matrix (CCL



