Klausur 2.Teil (60 miniitig) zur Lehrkréifteweiterbildung
'Lineare Algebra /Analytische Geometrie II" am 20.5.2019

Name, Vorname | Aufg.1 | Aufg.2 | Aufg.3 | Aufg.d | X % | Note

aus
Teil 1

Punkte —

Bearbeiten Sie bitte zwei der drei folgenden Aufgaben! Falls Sie alle
drei Aufgaben bearbeitet haben sollten, kennzeichnen Sie bitte, welche
zwei Aufgaben gewertet werden sollen! Zur vollstandigen Losung einer
Aufgabe gehort, wenn nicht anders angegeben, auch die (stilistisch einwand-
freie zielfiihrende) Darstellung des Gedankenganges.

Pro geloster Aufgabe erhalten Sie 10 Punkte. Das Resultat der 1.Teilklausur
(Aufgabe 1) wird {ibernommen.

Eigener nicht-programmierbarer Taschenrechner ist erlaubt.

Aufgabe 2 (Invariante Unterrdume, Eigenwerte)

(1)

(2,5 Punkte) Seien B = (eq, ey, e3) die kanonische Basis des R—Vektor-
raums V := R?® und ¢ ein Endomorphismus von V mit darstellender
Matrix

10
Mg(g)=1 010
01

5B o ~|o

e) zwei (verschiedene!) Un-
= U; und ¢g(Uy) = Uy an

Geben Sie (ohne Berechnung der Eigenréu
terraume U; und U, ungleich V' mit g(U;
(mit kurzer Begriindung)!

~—

(2,5 Punkte) Welche Eigenwerte besitzt g ?
(2 Punkte) Geben Sie die Eigenrdume von ¢ an!

(3 Punkte) Zeigen Sie : Ist V ein K —Vektorraum der Dimension n, ist
f € EndgV, und gibt es einen Unterraum U von V der Dimension s
mit s < n und f(U) C U, dann gibt es eine Basis B = (by,...,b,) von

V' derart, dass gilt:
A1 | *
= (G1)

mit A; € K und mit der (n — s) x s— Nullmatrix O.



Aufgabe 3
(Ahnlichkeit von Matrizen, Diagonaléhnlichkeit, charakteristisches Polynom)

(i) (4 Punkte) Sei
1 3
— (2,2) )
A, <1 1) eR !

Berechnen Sie das charakteristische Polynom x4,(X) und die Eigen-
werte von A,!

(ii) (3 Punkte) Begriinden Sie kurz (!), warum A, diagonalidhnlich ist, und
geben Sie eine zu Ay dhnliche Diagonalmatrix an! (Ohne Angabe der
Transformationsmatrix!)

(iii) (3 Punkte) Beweisen Sie (ohne Riickgriff auf den durch sie dargestell-
ten Endomorphismus oder auf ihr charakteristisches Polynom), dass
dhnliche Matrizen die gleichen Eigenwerte besitzen.

Lésungshinweis:

Seien A und B = S~'AS &hnliche Matrizen aus K™™ mit regulirer
Matrix S, ferner w ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A\ sowie
v € K™Y mit w = S~'v. Formen Sie dann z.B. die Aussage Bw = \w
um!

Aufgabe 4 (Skalarprodukt, Orthogonalitit, Norm, Langentreue)

(i) (5 Punkte) Bestimmen Sie eine symmetrische Bilinearform ¢ auf dem
R-Vektorraum R? derart, dass gilt:

(1,0)L,(0,1) und (2, —3) L,(—1,1) .

(L, bezeichne dabei die durch ¢ induzierte Orthogonalitétsrelation auf
R2)

(ii) (2 Punkte) Priifen Sie, ob die Form ¢ aus (i) ein Skalarprodukt ist!
Losungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie benutzen, dass eine reelle sym-
metrische Matrix genau dann positiv definit ist, wenn alle ihre Eigen-
werte positiv sind.

(iii) (3 Punkte) Zeigen Sie (ohne Verweis auf den entsprechenden Hilfssatz
der Vorlesung oder dessen Beweis):

Ist (V, ) ein Prahilbertraum, und ist f ein Endomorphismus von V' mit
| f(v)||y = ||v]]y fiir alle v € V' (ldngenerhaltender Endomorphismus),
so ist f injektiv.

Lésungshinweis: Gehen Sie z.B. von f(z) = f(y) aus und verwenden
Sic |l — vl = 1/~ Iy !,



Losungsskizzen:
Zu Aufgabe 2

(i) Es gilt g(e1) = e; und g({eq, e3}) = {es3, e2}; definiert man z.B.

(i)

(i)

(iv)

U =<e; > und U; =< €9, €3 >,

so gilt wegen der Linearitdt von g und aus Dimensionsgriinden

g(U1) = Uy und g(Usz) = Us.
Anmerkung 1: Da B die disjunkte Vereinigung der beiden (naheliegend
gewihlten) Basen von U; und U, ist, folgt auch V = U; & Us.
Anmerkung 2: Auch die Eigenrdume zu den Eigenwerten von g (siehe
(iii) ) kAmen als invariante Unterrdume infrage, aber gemafi Aufgaben-
stellung nur, wenn man sie erraten hétte.

l—2z 0 O
Wegen det(ME(g) —zE3) =| 0 —x 1 |=(1-2x)(x*>—1) sind
0 1 —z

1 und —1 die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von MZ(g)
und damit die Eigenwerte von g.

Lésen von zwei linearen Gleichungssystemen zeigt: Der Eigenraum zum
Eigenwert 1 ist e;R+(e2+e3)R, der zum Eigenwert —1 gleich (e;—e3)R.

(Vgl.Skript Satz 24.11 1)

Ist U ein f—invarianter Unterraum von V', so erweitert man eine Basis
By = (by,...,bs) von U zu einer Basis B von V. Wegen

f(B1) CU=<by,...,bs >

hat dann ME(f) die geforderte Null-Untermatrix.

Zu Aufgabe 3

(1)

Es gilt:

1-X
XAz(X) = det(Ag —XEQ) = ‘

3
1 —1—X'
= —(1-X)(1+X)-3=X>—4=(X+2)(X -2).



(i)

(iii)

As hat also die Eigenwerte \; = 2 und Ay = —2, jeweils mit algebrai-
scher und damit geometrischer Vielfachheit 1.
Anmerkung: Nach den Eigenrdumen

Eig(A,,2) =< (?) > und Eig(A4, —2) =< <_11> >

war hier nicht gefragt.

Seien v und w Eigenvektoren von A5 zu den Eigenwerten Ay bzw. As. Da
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind,
ist (v, w) eine Eigenbasis zu Ay; damit ist A, diagonaldhnlich.

Alternativ kann man zur Begriindung heranziehen, dass y 4, in Line-
arfaktoren zerfdllt und die geometrische Vielfachheit der Eigenwerte
jeweils gleich der algebraischen ist.

Fine zweite Alternative benutzt die Tatsache, dass das Minimalpoly-
nom (das hier gleich dem charakteristischen Polynom ist) in verschie-
dene Linearfaktoren zerféllt.

In der Diagonalen einer zu A, dhnlichen Diagonalmatrix stehen die
Eigenwerte. Also gilt z.B.
2 0
we(® 0

Seien A und B #hnliche Matrizen aus K ™™ Definitionsgem#f existiert
dann eine regulire Matrix S mit B = S'AS. Ebenfalls gemif Defi-
nition gilt auch: A ist Eigenwert von B genau dann, wenn ein Vektor
w € K™\ {0} existiert mit Bw = Aw. Laut Losungshinweis existiert
dann ein v € K™ mit S~'v = w. Damit folgt:

Bw = w & STTAS(ST) = AST v & ST Av = AST v & Av = .

Da mit w auch v ungleich 0 ist und umgekehrt, folgt:

A ist Eigenwert von A genau dann, wenn A Eigenwert der zu A &hnlichen
Matrix B ist.

Vel.mit Satz 28.7 des Skripts!



Zu Aufgabe 4

(1)

(iii)

Allgemein gilt fiir eine symmetrische Bilinearform auf R?

-t e )3

Y2

fir alle x;,y; aus R, wobei (CCL Z) die zugehorige (symmetrische !)
Fundamentalmatrix von ¢ (mit a,b,c € R) ist.

Es gilt hier:

(1,0)1,(0,1) < 0 = ((1,0),(0,1)) = (1 0) (Z Z) ((1)) & =0,

ferner mit ¢ = 0 dann

(2,-3)Ly(~1,1) <= 0= (2 —3) (8 2) (_11> — b= —ga.

Als Fundamentalmatrix von ¢ kommt damit <3 OQG) infrage.
T3

Wire ¢ Skalarprodukt, dann miisste die zugehorige Fundamentalma-
trix F':= 8 (b)) positiv definit sein. F' ist symmetrisch und reell; fiir

die Eigenwerte a, b gilt nach Teil (i) : Entweder ist a nicht positiv oder
b ist nicht positiv (oder a = b = 0). Also ist F' nicht positiv definit und
¢ daher kein Skalarprodukt.

Alternative Losung zur positiven Definitheit: Eine symmetrische Matrix

(CCL Z) = A ist genau dann positiv definit, wenn a > 0 und det A > 0.

(Vgl. mit Satz 34.3a des Skripts): Wegen der Léngenerhaltung von f
gilt fiir alle z,y € V (vgl. den Losungshinweis):

|z = ylly = 1/ (z = y)lly
und wegen der Linearitdt von f damit
f) = 1) = lle —ylly = [1f (@ =ylly = 1f(x) = FW)lls =0,

also im vorliegenden Fall (wegen der positiven Definitheit der Norm)
x = y und damit die Injektivitdt von f.



