60-miniitige Klausur 2.Teil zur Lehrkrafteweiterbildung
‘Geometrie’ am 22.5.2019

Name, Vorname | Aufg.1 | Aufg.2 | Aufg.3 | Aufgd | X % Note

aus Teil 1

Bearbeiten Sie bitte zwei der drei folgenden Aufgaben! Falls Sie alle drei
Aufgaben bearbeitet haben sollten, kennzeichnen Sie bitte, welche zwei Auf-
gaben gewertet werden sollen! Zur vollstédndigen Losung einer Aufgabe gehort,
wenn nicht anders angegeben, auch die (stilistisch einwandfreie zielfiihrende) Dar-
stellung des Gedankenganges. Pro geloster Aufgabe erhalten Sie 10 Punk-
te. Das Resultat der 1.Teilklausur (Aufgabe 1) wird {ibernommen. Eigener nicht-
programmierbarer Taschenrechner ist erlaubt.

Aufgabe 2 (Kongruenzsitze, Parallelogramm, Rechteck, Stufenwinkel)

Gegeben sei ein Parallelogramm 11 := QABCD (d.h. ein Viereck mit Eck-
punkten A, B, C, D mit parallelen gegeniiber liegenden Seiten) der Euklidi-
schen Ebene. Beweisen Sie wie unter (i) bis (iv) angegeben folgenden Satz:

Sind die Diagonalen AC und BD von II gleich lang, so ist II ein Rechteck.
Losungshinweis : Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass im Parallelogramm

gegeniiberliegende Seiten kongruent sind.
(i) (2 Punkte) Die Dreiecke AABC und AABD sind kongruent. Dies folgt
aus einem Kongruenzsatz, namlich welchem? Geben Sie hier (ohne Be-

weis) nur die Kurzform des Kongruenzsatzes an! (SWS oder WSW oder
SSS oder SsW)!

(ii) (1 Punkt) Was folgt aus dieser Kongruenz fiir die Winkel <BAD und
<ABC?

(iii) (2 Punkte) Nach welchem Satz sind die Winkel <BAD und <(BC*, BA™)
kongruent?

(iv) (3 Punkte) Welche weitere Bezichung besteht zwischen den Winkeln
JABC und <(BC*,BA™) und was folgt daraus fiir die Grofle von
<ABC?

(v) (2 Punkte) Vervollstindigen Sie den Beweis!



Aufgabe 3 (Winkel, Winkelhalbierende, Abstand, Lot, Kongruenzsitze)
In der reellen Euklidischen Ebene sei ein Winkel o = <AOB (ungleich Null-
winkel und gestrecktem Winkel) gegeben, auBerdem die Winkelhalbierende

We-

(a)

(b)

Jeder Punkt R der Winkelhalbierenden w, von « hat von den beiden
Schenkeln p := OA™" und ¢ := OB™ den gleichen Abstand (Lénge der
Strecke von R zum Lotfulpunkt S € p bzw. T' € ¢ auf den betreffenden
Schenkeln). Zeigen Sie dies wie folgt:

(1)(3 Punkte) Betrachten Sie die Innenwinkel der Dreicke AOSR und
AOTR fiir die LotfuBpunkte S und 7. (Dabei diirfen Sie hier ohne
Beweis die Existenz der Lotfupunkte S und 7" und deren Lage auf den
Schenkeln benutzen, ferner die Tatsache, dass die Winkelsumme im
Dreieck konstant gleich 2R ist und damit bei zwei gegebenen Gréfien
der Innenwinkel die GroBe des dritten Innen-Winkels festliegt.)

(ii) (3 Punkte) Vollenden Sie den Beweis!

(4 Punkte) Im Winkel & = <AOB seien nun A und B so gewéihlt, dass
OA = OB gilt, und sei M der Mittelpunkt von AB. Zeigen Sie mittels
Kongruenzbetrachtungen, dass fiir die Winkelhalbierende von Winkel
a gilt: w, = OM™.

Aufgabe 4 (Mittelsenkrechte, Tangente, Kreis, Hypotenuse)

Sei k ein Kreis in der reellen Euklidischen Ebene FE mit Radius r und Mit-
telpunkt M ! Zu behandeln sind Eigenschaften von k und seinen Sekanten
und Tangenten:

(1)

(i)

(5 Punkte) Begriinden Sie die folgende Konstruktion des Mittelpunkts
M von k: Seien A, B, C' drei Punkte auf k. Dann ist M = m g Nmpc.

Losungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie verwenden, dass jede Gerade
der Ebene den Kreis k in hochstens 2 Punkten schneidet, dass durch
3 Punkte hochstens ein Kreis geht und dass sich die Mittelsenkrechten
eines nicht-ausgearteten (!) Dreiecks in einem Punkt schneiden.

(5 Punkte) Sei P ein Punkt von k. Beweisen Sie: Eine Gerade g der
Ebene mit P € gNk und g L M P ist Tangente an k ( also eine Gerade
g mit |¢g Nk| = 1) mit Beriithrpunkt P € g Nk.

Losungshinweis: Betrachten Sie APM R fiir ein geeignet angenomme-
nes R ! Eigenschaften der Léngen von Hypotenuse und Katheten eines
Dreiecks diirfen Sie unbewiesen verwenden.



Losungsskizzen:
Zu Aufgabe 2 (Vgl. Aufgabe C4 und Repetitorium Aufgabe E9 - eine Rich-
tung)

(i) SSS
Anmerkung: Es gilt laut Voraussetzungi_C’ EB__D und nach Losungshilfe
auch im allgemeinen Parallelogramm BC = AD . Der Kongruenzsatz

SSS liefert daher AABC = AABD.

(ii) Die Winkel <BAD und <ABC haben wegen der Kongruenz der Drei-
ecke die gleiche Grofle.

(i) <BAD = <(BC*, BA™) folgt aus dem Satz iiber die Kongruenz von
Stufenwinkeln mit parallelen freien Schenkeln.

(iv) Die beiden Winkel <ABC und <(BC*, BA™) sind (kongruente) Ne-
benwinkel voneinander ; daraus folgt, dass <ABC' rechter Winkel ist.

(v) Aus Symmetriegriinden folgt, dass auch die anderen Innenwinkel rechte
sind. Daher ist das Parallelogramm ein Rechteck.

Anmerkung: Alternativ zu einigen der obigen Argumente lassen sich auch
Betrachtung von geeigneten Winkelsummen anstellen.
zu Aufgabe 3

(a) (i) Seien S und T die Fuipunkte der Lote von R auf OA™ bzw. OB™.
In den Dreiecken AOSR und AOT'R sind die beiden Winkel bei O kon-
gruent, da w, die Winkelhalbierende von @ = <AOB ist; die beiden
Winkel bei S und 7' sind rechte Winkel (da SR und RT die Lote auf
die Schenkel sind).

Laut Hinweis haben dann auch die dritten Winkel der beiden Dreiecke
die gleiche Grofle. Damit stimmen die beiden betrachteten Dreiecke in
der Grofle aller Innenwinkel iiberein.

(ii) Da die betrachteten Dreiecke auch in der Grofie der gemeinsamen
Seite OR iibereinstimmmen, sind sie z.B. nach dem Kongruenzsatz

WSW kongruent. Es folgt RS = RT.

(b) Wegen OA = OB, MA = M B und der gemeinsamen Seite OM sind
die Dreiecke AOAM und AOBM nach dem Kongruenzsatz SSS kon-
gruent. Daraus ergibt sich sofort, dass <AOM und <BOM konguent
sind, woraus w, = OM™ folgt.



Anmerkung: Aus dem eben Bewiesenen folgt auch die Existenz von w,,.

Zu Aufgabe 4

(1)

Da A, B, C als verschiedene Punkte von k nicht kollinear sein kénnen,
ist AABC' nicht ausgeartet. M ist daher der Schnittpunkt von zwei
(und damit aller) Mittelsenkrechten des Dreiecks AABC und hat von
allen drei Ecken A, B, C' den gleichen Abstand. M ist somit der Mittel-
punkt des Umkreises dieses Dreiecks und wegen dessen Eindeutigkeit
der Mittelpunkt von k.

Alternativ: Wegen A, B,C € k gilt r = |[MA| = |MB| = |MC];
aus Eigenschaften der Mittelsenkrechten folgt daraus M € m,p sowie
M € mpe. Die beiden Mittelsenkrechten kénnen nicht parallel sein, da
ansonsten A, B, C kollinear wéren. Also folgt M = m g N mpc.

Gébe es einen Punkt R € g Nk mit R # P, so wire AMPR ein
rechtwinkliges Dreieck, in dem die Lénge der Hypotenuse gleich der
Lénge einer Kathete wére, ein Widerspruch. Also ist [k Ng| = 1,



