1. Teil der Modulpriifung zum Lehrkréafteweiterbildungskurs
‘Geometrie’ am 27.4.2018

Name, Vorname Matrikel-Nr. Punkte
bzw. Kennzeichen | fiir Aufg.1

Bearbeiten Sie bitte (innerhalb von 30 Minuten) folgende Aufgabe!

Zur vollstandigen Losung gehort auch die (stilistisch einwandfreie zielfithrende)
Darstellung des Gedankenganges.

Fiir die vollstandig geloste Aufgabe erhalten Sie 10 Punkte; die erzielte Punk-
tezahl wird auf den zweiten (60-miniitigen) Teil der Modulpriifung angerech-
net.

Aufgabe 1 (Geradenschnitte, affine Geometrie, Translationen)

(a) Seien F' eine Ebene in einem 3-dim affinen Raum A = (P,G, &) und
g1 € G eine Gerade mit g; C F, ferner P, € P mit P, € F'\ ¢;.

Bezeichne [P]r die Menge der Geraden durch P; in F, also
[P)p:={h€G|P €ehAhCF}.
Begriinden Sie:
“Pl]F‘ = ||+ 1.

Lésungshinweis: Entscheidend fiir ein h € [Py]r ist, ob h die Gerade ¢,
schneidet oder nicht.

(b) Seien A = AG(K?) mit K =GF(p), p prim, und h Gerade von A.
Begriinden Sie: |h| =p .

(c) Seien (T, 0) die Gruppe der Translationen eines 3-dim affinen Raumes
und 71, 7o € T Translationen mit verschiedenen Richtungen. Zeigen Sie:

T1 ©Tyg = T2 0Tq.

Losungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie die "Parallelogramm-Konstruk-
tion’ der Bilder einer Translation und die Abgeschlossenheit von (7', o)
benutzen; ebenfalls verwenden diirfen Sie, wodurch eine Translation
schon festgelegt ist.



Losungsskizze:

(a) (3,5 Punkte)
Sei h € [Pi]lp und h }f ¢1. Da g1, h C F, folgt aus h }f g; und der
Definition der Parallelitdt von Gerade, dass gilt:

Es exisitert genau ein Punkt @ € gy mit {Q} = hNg.

Ist umgekehrt @ € gy, dann ist (wegen Q € g3 € F und P, € F ) die
Gerade h := P;Q eine Gerade aus F' und damit aus [P]p.

Damit definiert jeder Punkt von ¢g; genau eine Gerade h mit P, € h
und A }Jf g; und umgekehrt. Mit der eindeutig bestimmten Parallelen h
von g, durch P; gilt dann

1P\ {ho}| = lga| und somit |[Pi] ] = |ga| + 1.

(b) (2,5 Punkte)
Jede Gerade ¢ in A ist laut Definition ein 1-dim affiner Unterraum von
K3, also von der Form g = aK + b (mit a,b € K3, a # 0). Daher ist

9] = oK +b] = |K].
Mit K ={0,1,2,...,p— 1} folgt |g| = p.

(c) (4 Punkte)
Seien 71 = 17op, und ™ = Top,. Wegen der verschiedenen Richtungen
von 1 und 7 gilt OP; }f OP, und wegen OP,,OP, C F := OP\ P,
existiert der Schnittpunkt S der Parallelen zu OP, durch P; mit der
Parallelen zu OP; durch P, (Parallelogrammkonstruktion). Bei dieser
Konstruktion gilt S = 71(F2) und S = 7»(P;).Darau folgt:

() mom(0)=m(P)=S=m7(P)=mo0m0).

Da T abgeschlossen bzgl. o ist, folgt 7 o 79,5 077 € T. Wegen der
Eindeutigkeit einer Translation bei gegebenem Punkt- und Bildpunkt-
Paar ergibt sich die Gleichheit von 77 o 5 und 75 o 7.

Alternative Argumentation nach (x):

Da die Beziehung (x) fir alle O € P gilt, folgt 77 o und 9o, O



