Kapitel III Absolute und euklidische Geometrie

Die dritte Axiomengruppe Hilberts besteht aus Kongruenzaxiomen. Sie treten
bei Euklid nicht auf. Wohl aber stehen bei Euklid Kongruenzsdtze. Euklid
leitet sie aus der als selbstverstdndlich angenommenen "freien Beweglich-
keit" einer Ebene in sich oder jede andere Ebene (Transitivitiat der Gruppe
aller langentreuen jnzidenzerhaltenden Bijektionen) ab.Nach moderner Auffas-
sung mustten dariber aber Axiome an den Anfang gestellt werden. Tatsdchlich
werden sowohl in der fachwissenschaftlichen Geometrie (z.B. F. BACHMANN,
Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff) als auch in der Didaktik
der Geometrie immer wieder Ansitze gemacht, die Geometrie aus Grundannahmen
Uber "Bewegungen" statt- iber Kongruenz aufzubauen. Der Zusammenhang ist nach
Gblichem Sprachgebrauch folgender: Geometrische Figuren sind kongruent, wenn
sie durch Bewegungen auseinander hervorgehen.

Im folgenden Kapitel gehen wir (u.a. aus historischen Griinden) zunzchst von den
(etwas schwerfélligen) Kongruenzaxiomen nach Hilbert aus. Die geometrischen
Eigenschaften und Abbildungen, die sich aus den Inzidenz-, Ordnungs- und Kon-
gruenzaxiomen ableiten lassen, fasst man unter dem Begriff absolute Geometrie
(manchmal auchals metrische Geometrie bezeichnet) zusammen. Nimmt man das
Parallelenaxiom hinzu, so spricht man von Euklidischer Geometrie, bei dessen
Negation von Nichteuklidischer Geometrie.

§9. Kongruenzaxiome und erste Folgerungen (in der absoluten Geometrie)

Im Folgenden wollen wir ein Ma8 fiir die Gr6Be von Strecken und Winkleln ge-
winnen. Dazu teilen wir zunéchst alle Punktepaare und analog alle Winkelpaare in

Kongruenzklassen ein und erklaren anschlieBend konguente Strecken (bzw. Win-
kel) als gleich gro8.

A) Axiome der Kongruenz

(9.1) Generalvoraussetzung und Vereinbarungen

In diesem Paragraphen verstehen wir unter einer Strecke AB
(vahlweise) das (ungeordnete) Punktepaar {A,B} (oder das da-
durch bestimmte Intervall [A,B] bzw. ]A,B{). Insbesondere
gilt also K§==§X. Unter einem Winkel ¢ (p,q) verstehen wir
hier den nicht-orientierten Winkel, also die Menge {p,q}
von - Halbgeraden mit gleichem Scheitel.

Insbesondere gilt ¥(p,q) =¥(g,p). Als Dreieck A ABC be-



—

(D2

(a)

(b)

zeichnen wir jetzt das geordnete Tripel (A,B,C) nicht-

kollinearer Punkte A,B,C.

Im librigen sei, falls nicht anders vermerkt, I = (P,G,E) ein

geordneter Inzidenzraum (mit induzierter Zwischenrelation 7). Auf

der Menge der Strecken und auf der Menge der Winkel seien
zwei bindre Relationen (Kongruenzrelationen genannt) defi-
™

niertz die wir mit demselben Symbol "=" (kongruent) bezeich-

nen. Diese mdgen folgenden Axiomen geniligen:

Axiome der Streckenkongruenz

(KO0 1) (MSglichkeit des Streckenabtragens)

Zu jeder Strecke 56 mit P#Q und jeder Halbgeraden rs?

. .
mit R#S gibt_es ") einen Punkt TERS+mit %Eﬁ
Q
P /
Figur 73 R Sii T

Axiom (KO 1) beschreibt die mdgliche Konstruktion mittels

Stechzirkel.

Anmerkung: Axiom (KO 1) (angewandt auf die zu rs" komplemen-
tdre Halbgerade garantiert die Existenz eines Punktes U
mit (U,R,S) € Z. Daher ist Axiom(ORZﬂﬁberflﬁssig, wenn die

Kongruenzaxiome gefordert werden.

(KO 2) Die Streckenkongruenz ist eine Aquivalenzrelation

Anmerkung: Dieses Axiom kann noch abgeschwdcht werden.

*) Nullwinkel seien genau zu Nullwinkeln und gestreckte Winkel genau zu
gestreckten Winkeln kongruent.
**) T ist dann eindeutig bestimmt, siehe (5.4) |



(c) (KO 3) Axiom der Streckenaddition (vgl. Figur 74)

Sind (P,Q,R), (S,T,U) €2, dann folgt aus PQ = ST und

—y

6§ETU auch '@_ﬁsgﬁ

R

o % A Figur 74

Dieses Axiom verbindet u.a. die Kongruenzrelation mit den
Ordnungsrelationen.

(9.3) Axiome derWinkel- und der Dreieckskongruenz

(a) [(xo 4) Axiom des Winkelantragens (vgl. Figur 75)

Zu _jedem Winkel ¥(p,q), jeder Halbgeraden r = PQ%un

—

jeder Halbebene PQR' gibt es genau eine Halbgerade
s =pPSTmit Se PORY UPQ und <p,q) = <(r,s).

(Kc)ﬁ) Die Winkelkongruenz ist eine Aquivalenz-

relation.

Figur 75

Anmerkung: AuBer in der ersten Auflage seines Werkes fordert Hilbert
bei Cmoyjnur die Reflexivitdt. Die Symmetrie und Transitivit&t muss
dann muhsam bewiesen werden. Dieses Vorgehen ist darin begriindet,
dass man vom Standpunkt der Logik aus mit méglichst wenig und schein-
bar schwachen Axiomen auskommen will. Vom Standpunkt der Eleganz

und didaktischen Einfachheit her ist jedoch der andere, von uns
eingeschlagene Weg vorzuziehen. '

Ein Zusammenhang zwischen Strecken und Winke lkongruenz

stellt folgendes Axiom her:



(b) | (koY Axiom der Dreieckskongruenz (vgl. Figur 76)

Wenn fiir zwet Dreiecke A BBC und A A'B'C' die Kongruenzen
AB =A'B' und AC =A'C' sowie ¥ BAC =¥ B'A'C' gelten, so
folgt auch

¥ABC = ¥A'B'C'

(und damit 4 ACB= 4 A'C'B')

Anmerkung: (i) Die letzte Aussage folgt durch Vertauschung
ven B mikE € und B! mit ¢'.

Al

Figur 76

(ii) Setzt man in (KO &) speziell f:A’:A,Z:B’:C und B=C' =B, so

bod e
folgt: In einem Dreieck AA BC mit AC EBC(gleichschenk—

ligen Dreieck)gilt ¥ ABC =¥ BAC.

D.h.: In einem gleichschenkligen Dreieck sind die Basis-

winkel kongruent (vgl. Fiqur 77)

C

(9.4) © Hilfssatz

Die Streckenabtragung ist eindeutiq, d.h. aus AB = AB' und

B' € AB' folgt B =B"'.

Beweis Es sei C ¢ AB. Nach Voraussetzung
gilt AB =AB', AC =AC und § BAC = ¥B'AC,

(vgl. Figur 78).

B B'
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Wegen der Reflexivitdt der beiden Kongruenzrelationen
folgt damit aus (KO G)auch ¥ ACB = ¥ACB'. Wendet man nun

das Axiom des Winkelantragens (KO 4)(mit r =p =cat una
g = CB* sowie POR™ = ACB™ ) an, so folgt CB* = CB'" und darum B = B’

9]

Aufgabe 50

Auf R’ sei Xy das kanonische Skalarprodukt und ||x||:= /x X.
Auf dem (mit lexikographischer Ordnung versehenen) 3-dim reellen

affinen Raum AG(3,IR) definieren wir Kongruenzrelationen

durch v =%% : & ||v-ul| = ||4-%|| (fir alle u,v,n,s € R?) und
Fuw) = k(saf)e ty-ww-w) _ (s-n) (£-n)

To-u[Tw-ull = &=l TZ-]T

(£l u,v,w,A,n,i:EIR3 mit v,w+u und 4,4 41 sowie

) ’ Nullwinkel seien genau zu Nullwinkeln
v,u,w und s.r,t nicht kollinear). L o e ‘ 3
- Wirllkeln KonsHIcHL und gestreckte Winkel genau zu gestreck

Untersuchen Sie die Aussagen der Axiome (KO 1)bis (KO 6) auf

ihre Gliltigkeit filir dieses Modell!

Losungshinweis: Eigenschaften des Skalarprodukts diirfen

Sie ohne Beweis verwenden (- Lineare Algebra). Vereinfachen

Sie die Beweisfilihrung z.B. durch Anwendung von Translationen!

Wir wollen nun zu den Kongruenzsitzen filir Dreiecke kommen.

B. Kongruenzsdtze (1. Teil)

(9.5) Definition (Kongruenz von Dreiecken)

Das Dreieck AABCheiBt kongruent zum Dreieck AA'B'C', in

Zeichen AABC%E:AA'B'C',(bzw. beide Dreiecke heiBen kon-

gruent zueinander), falls folgende sechs Kongruenzen erfiillt

sind:



(9.6)
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AB=A'B', AC=A'C', BC=B'C" und
¥BAC =X B'A'C', X CBA=X C'B'A', ¥ ACB=¥ A'C'B'

Anmerkung: Diese Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation

auf der Menge der Dreiecke.

Kongruenzsatz SWS

Sind A ABC und AA'B'C' Dreiecke mit
— —_—
AB=A'B', AC =A'C' und ¥ BAC =¥ B'A'C',

so ist AABC =A A'B'C!

(Ungenau heift es: "Stimmen zwei Dreiecke in 2 Seiten und dem einge-
schlossenen Winkel idberein, so sind sie kongruent").

Beweis: Aus dem Axiom der Dreieckskongruenz (ko ¢) folgt

A A
sofort ¥ ABC =k A'B'C' und Al
¥ ACB=x A'C'B'. Es ist daher

g frm—— . \
nur noch BC =B'C' zu zeigen. \

oV

Nach dem Axiom des Streckenabtragens B
B C

Figur 79

KO 1) existiert ein D'€ B'C'™

mit BC =B'D' (s. Figur 79).

Aus (KO ¢) angewandt auf AABC und AA'B'D', folgt nun

¥ BAC =x B'A'D' und daraus ¥ B'A'C' = B'A'D' (Transitivi-
tédt der Winkelkongruenz, s. (KO %) . Das Axiom des
Winkelantragens (KO 4) zeigt nun A'C'*=A'D", also C' =D'.

m]

(9.7) Kongruenzsatz WSW

Sind AABC und AA'B'C' Dreiecke mit

= ==
AB =A'B', ¥ BAC=% B'A'C' und ¥ ABC=¥ A'B'C',

so gilt AABC =AA'B'C' !




Beweis: s. Aufgabe 51.

A /‘
S ——
Aufgabe 51: L
Beweisen Sie den Kongruenz- D'
Cl
satz WSW.
Lésungshilfe: s. Figur 80 .
Al
Figur 80

C) Kongruenz von Winkeln

(9.8) Definition (Winkel in spezieller Lage)

(a) Ist ¥(p,q) ein Winkel, so heifBen ¥(p,q—) und ¥(pf,q)

die Nebenwinkel und X(p ,q ) der Scheitelwinkel zu

¥(p,q) . p-

Figur 81
p

(b) In einem Dreieck A,B,C heifien die Winkel ¥ ABC, ¥ BCA,
x CAB die Innenwinkel des Dreiecks, die zugehdrigen

Nebenwinkel die AuBenwinkel des Dreiecks ( s.Figur 82 1 )i

Figur 82
e

7o
(C) Fnaw WSicdnse. ¥ P{RP, und ¥ Q,s0, Pac SQT
mit R #5 %o  Stufenwinkel, wenn }Af
bei geeigneter Numerierung i 7 .
RP] =50} vSQ] SRPI gilt und S
die beiden freien Schenkel h Q1
RP; und SQ; in der gleichen Halb- ) EiEFSQ+
ebene RSP} =RSQ§ liegen,(ai%yQST) SGIRE gk

Die Winlkel y Sev sQ* ' -
eC X (585857 anl & (RQARY) fraifrin Wechgebwinie 0.
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(9.9) Satz

(a) Nebenwinkel kongruenter Winkel sind kongruent.

(b) Scheitelwinkel sind kongruent.

Beweis

Wegen (KO 1) kdnnen wir fiir die kongruenten Winkel
<ABC und <A’B'C’ 0.B.d.A. voraussetzen, dass

[ P— pe—

Yt
AB =A'B', BC=B'C'

gilt, die zu untersuchenden

Nebenwinkel gleich

¥ DBC und ¥ D'B'C' sind Figur 83
und BD =B'D" ist (fiir geeignete Punkte D,D'), S. Figur 83.
Nach Axiom (KO 3) ist dann AD =A'D'. Aus dem Kongruenz-
satz SWS folgt AABC =AA'B'C', insbesondere

¥ DAC =¥ BAC' =¥ B'A'C' =¥ D'A'C'. Erneute Anwendung des
Kongruenzsatzes SWS liefert AADC = AA'D'C', woraus sich

DC =5"C" und ¥ BDC =k ADC =¥ A'D'C' =¥ B'D'C' ergibt.

Aus Axiom (KO &), angewandt auf ADBC und AD'B'C'; folgt nun
die Behauptung (a). Teil (b) erh&lt man durch Anwendung
von Teil (a) auf einen WNebenwinkel der zu untersuchenden
Winkel. | g

Fiir spdtere Beweise bendtigen wir noch

(9.10) Hilfssatz (s abosRuhn Guometeio):

Kein AuBenwinkel eines Dreiecks ist einem nicht-anliegenden

Innenwinkel kongruent.

Anmerkung: Nach geeigneter Definition von Summe und GréBenvergleich
bei Winkeln gilt bekanntlich, daB jeder AuBenwinkel gréBer als jeder
nicht-anliegende Innenwinkel ist und sogar gleich der Summe der beiden
nicht-anliegenden Innenwinkel. Das : Letzteré gilt jedoch nur, wenn das
Parallelenaxiom erfillt ist.



Beweis von 9.10
Sei 4 ABC gegeben und E € BC ~{B}.
Wir nehmen an, es gelte ¥ EBA =4BAC.
-+
Agmach (KO 1) existiert ein Punkt D € BE |
. e e s
mit BD =4C. Nach dem EKongruenzsatz

SWS folgt 4 ABC = ABAD, insbesondere

(W ¥ ABC =¥ BAD. (vgl. Figur 84). £
,;(, 14) 6> ABA»%M{)«\, va\/(\tl.)l‘-'ﬂ\g_ 1
Annahme ¥ BAC = ¥PBA Da Nebenwinkel 2 Figur 84

von kongruenten Winkeln kongruent sind, ergibt sich so oux
wb¢%+u&£r43ﬁF'Ehm§ASC(wx&($)a&w—@mn¥£ﬁ““a¢§BA3X

2;}&&,\4 * D 7

der Eindeutigkeit des Winkelantrages folgt nun D €2C, im

Widerspruch zu D £ BC. o

- Bufgabe 52: Zeigden Sie folgenden Satz derabsoluten Ceometrie:

Eﬁi g eine Gerade und P ein Punkt mit P §g. Dann existiert%
tmdesl i
L@ine_Parallele von g durch P. !

(DPamit istdas Parallelaxiom jetzt auf Forderung der Ein-

deutigkeit der Parallelen abschwichbar}.

Losungshinweis: Zeidgen Sie zundchst:

-

Freie Schenkel wvon kongruenten Siufenwinkeln sind wmarallel.

i

{vgl. Figur 85).

Ry, ¥5 a /
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(9.11)

(9.12)
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Anmerkung

Beachten Sie die Konstruktionsm&glichkeit von parallelen

Geraden mit ReiBschiene oder Zeichendreieck (vgl. Figuren

86 und 87).
E 4
ﬂ:;:L::::
Figur 86 Figur 87
Aufgabe 53

Beweisen Sie folgenden Additionssatz fir Winkel:
1 = + q - +

Seien Iﬁ ini’ i OiQi und r,

Halbgeraden mit Scheitel Oi

und r. ¢Inn 3 (Pi,qi) ui{o}

(f4r i =1,2). Gilt dann

¥(p,,r,) =¥(p,,r,) und

= 1 p
¥(r, ,q,) =¥(r,,q,), so auch 1

¥(p1,q1) E*(pz,qz)(Vgl. Fig. 88). Figur 88

Definition

Ein Winkel heiBit rechter Winkel, falls er zu seinen Neben-

winkeln kongruent ist.

Hilfssatz

Fs gibt rechte Winkel.

Beweis:
An eine Halbgerade p = OA*werde ein beliebiger Winkel nach
beiden Seiten einer Ebene angetragén, und auf den (freien)

Schenkeln werde jeweils von O aus kongruente Strecken 5§hmw.53

abgetragen. p = BCNOA existiert, und es gilt D €]B,C|, da

B und C auf verschiedenen Seiten von OA liegen.
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Drei F&dlle koénnen auftreten. B _~

1. Fall. D liegt auf OA™ {0} (s.Figur 89)

Dann ist AOBD = AOCD ‘ A

und daher ¥ BDO = ¥ CDO;

d.h. k¥ BDO ist rechter Winkel.
Figur 89

2. Fall D=0 (s. Figur 90) ~\\

¥ AOB ist rechter Winkel. ’f A

3. Fall D liegt auf p ~{0}.
(s. Figur 91).

Nach 9.9 ist ¥ DOB =4 DOC;

und daher wieder A OBD A OCD.

[}

(s. 1. Fall).
Aufgabe 54 o

Zeigen Sie, dass ineinem die Anordnungs-und Kongruenzaxiome er-
flillenden Inzidenzraum dierechten Winkel genau eine Kongruenz-

klasse von Winkeln bilden, also

i) Jeder zu einem rechten Winkel kongruente Winkel ein
rechter ist.

ii) Je zwei rechte Winkel kongruent sind.

Lésungshinweis zu (ii): Tragen Sie an einen Schenkel des
erstenrechten Winkels in der Ebene dieses Winkels einen zum
zweiten rechten Winkel kongruenten Winkel an. Wdhlen Sie

Punkte P,Q,R,S wie in der Skizze angedeutet mit OP =OR =00

und betrachten Siedie Dreiecke: 9
AORQ, AOPQ sowie
AROS, APOS

(vgl. Figur 92)!

Figur 92
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D Lot und Mittelpunkt
Wichtige abgeleitete Begriffe der absoluten Geometrie sind

Senkrechtstehen von Geraden, Lot und Mittelpunkt:

(9.13) Definition (rechtwinklig, Lot)

(a) Zwei sich schneidende Geraden QP und GR heiBen rechtwinklig(m_\.\.\o&omg)
zueinander bzw. senkrecht aufeinander stehend, falls die
Halbgeraden QP'und QR einen rechten
Winkel bilden. Bezeichnung: QPLQR .

(b) Die Gerade h heiBt ein Lot von P auf g,

falls P€h und g Lh gilt;

L/

R g
Q :=gNh heiBit der FuBpunkt dieses
Lotes. (Vgl. Figur 93). K@L\u{spx&&d
(Es darf dabei auch P € g gelten, also P = Q.) Figur 93

(9.14) Hilfssatz (Existenz und Eindeutigkeit des Lots)

In der absoluten Ceometrie gilt fiir ein Punkt P und eine
Gerade g: Ist Pdg, sogibt es genau ein Lot von P auf g. [<Yor (s,
Ist P €g, so gibt es in jeder Fbene durch g genau ein Lo 21cfdan,

Lot von P auf qg.

Beweis: Sei P € g. Dann folgt die Existenz des Lots analog

zum Beweis von 9.12 (mit g = OA und P = B) die Eindeutigkeit aus 9.10 (vgl.
Figur 94) oder aus der Parallelitit freier Schenkel von Stufenwinkeln (s.Aufg.52),

Ist P€g, so folgt die Existenz durch Antragen i
eines rechten Winkels, die Eindeutigkeit

aus der Eindeutigkeit des Antragens

eines rechten Winkels oder seines 0 Q0 9 A 9

(fbenfalls rechten) Nebenwinkels in einer Halbebene. Figur o

(9.15) Definition (Mittelpunkt)

Sei P +Q, dann heiBt M €PQ Mittelpunkt der Strecke 5g,

e PR—
falls PM =MQ gilt.



Aufgabe 55

| .
Zeigen Sie, dajss es zu einer Strecke PQ mit P #Q h&chstens
einen Mittelpunkt M gibt und M€ ]P,Q[ gilt.

Lésungshinweis: Nehmen Sie an, es gdbe zwei Mittelpunkte
M,N von ;‘Q; wihlen Sie RE€QP und S € RP™ so, daB

OR =MN =RS ist. Zeigen Sie dann MR = PN =NQ und daraus
MS = MQ.

(9.16) Satz : !
=L S e Ay ST damst

7u jeder Strecke PO mit P #Q existier’gfgenau) ein Mittel-

4

punkt M.

Beweis

Der Nachweis der Eindeutigkeit ist Gegenstand von BRufgabe 55. Zu

zeigen ist also noch die Existenz.

(i) Wir wdhlen einen Punkt R mit R4 PQ
und tragen den zu ¥ PQR kongruenten R
Winkel an PQtin der Halbebene PQR™ -4
an. Auf dem freien Schenkel dieses 3
Winkels wadhlen wir S mit §§5§ Da M Q
R und S in verschiedenen Halbebenen i, P /r\(
zur Ebene durch PQR liegen, exis- -~
tiert S

M=]r,s[NPQ. (vgl. Figuren 94 bzw. 95) o

Wir zeigen nacheinander: M€ ]p,Ql
und M ist Mittelpunkt von P,Q.

(ii) Da nach 9.9 der Scheitelwinkel
zu ¢ POR zu diesem kongruent ist, ist
er kongruenter Stufenwinkel zu % SPQ;
daher sind PS und RQ parallel
(s. Aufgabe 52). P und S liegen
daher in der gleichen Halbebene mit
Rand RQ, wegen ME ]R,S[ ebenfalls M,
also M€ QP*, Aus Symmetriegriinden folgt S
ME potund damit M € PO QP, sowie M# P Q,&m, MeTeQl. .

(iii) Nach Konstruktion gilt PS =QR und ¥ SPQ =¥ PQR. Aus dem
Kongruenzsatz SWS erhalten wir AQPS = APQOR und daraus PRiQS
sowie ¥ QPR =¥ PQS. Da PQ'~{P} im Inneren von ¥ SPR liegt
(ME Isr[, s. Aufgabe 32) und analog QF'~{Q} im Inneren von
¥ RQS, kann man nun den Additionssatz filir Winkel anwenden (Figur 96)

Figur 95

(s. Aufg. 53): ¥ RQS = ¥ SPR. R

Wieder nach (9.6) folgt ARQS = A SPR. Dieses

zeigt ¥ QOSM =¥ QSR =¥ PRS = ¥ PRM. Nach M Q
dem Kongruenzsatz WSW folgt APRM = AQSM,

insbesonder PM = Q.—D‘/l % S

Figur 96



E) Kongruenzsétze(Fortsetzung)

Mit den Begriffen Mittelpunkt und Lot beweisen wir nun den

Kongruenzsatz SSS.

(9.17) Kongruenzsatz SSS

(1)

a5

—_— e—

Sind APQR und AP'Q'R' Dreiecke mit P0 =PF'Q", PR=P 'R’

und OR =Q'R', so gilt APQR =AP'Q'R'.

Bewels:

Wir konstruieren ein zu AP'Q'R' kongruentes Dreieck A P"Q"R"

8
in der Ebene durch P,Q,R (s. Figur 97).Wir setzen P"=P, f
Q"=Q und bestimmen R" € PQR™ so, dass ¥ QPR" =¥ Q'P'R' und

R
PR"= P'R'. Nach Kongruenzsatz SWS ist ?
+M
dann APQR" =AP'Q'R' und daher auch
f— " N~
OR" = OR. Wegen der Transitivitat P=P Q-Q"
bau.

der Dreieckskongruenz reicht der
Nachweis von APQR" = APQR. Figur 97 . RY

Sei M der Mittelpunkt der Strecke RR". Da die Basiswinkel

eines gleichschenkligen Dreiecks kongruent sind, folgt

¥ PRM = ¥ PR"M und ¥ MRQ = ¥ MR"Q. Aus dem Kongruenzsatz SWS
folgern wir APRM = %PR"M sowie ARQM = AR"QM und somit PM L RR", QM | RR"
(vegl. die Deﬁnitionﬁusﬁg‘r'Eindculigkeit des Lotes auf RR" durch M in der Ebene PQR
schlieBen wir auf die Kollinearitit von P,M, Q und damit auf M € PQ. Es folgt

¥ PQR=¥ MOR =¥ MQR" = ¥ PQR" im Falle QP* = OM* (bzw. <QPR= <QPR"

andernfalls) und daraus APQR = APQR".
o

Anmerkung: Dieser Kongruenzsatz 133t sich auch unter

Vermeidung der Begriffe Mittelpunkt und Lot herleiten,
siehe Aufgabe 57.



Aufgabe 56 (Umkehrung der Strecken- und Winkeladdition)

Zeigen Sie:
(a) Sind (P,Q,R),(S,T,U) €2, dann folgt aus 56%55? und

PR =SU auch OR =TU.

(b) Seien A ,B.,C.,D. Punkte einer Ebene E mit
i 1 1 A 1
D.B, ~{D.} cInn ¥k A.D.C. (fir i=1,2). Dann folgt aus
1 1 1 1 1 1
S AlDlBl = X A2D2B2 und ¥ A1D1c1 =& A2D2C2 auch
¥ Blchi =¥ B2D2C2.

LOosungshinweis zu Teil (b)

Wdhlen Sie o. B.d.A. Al'Bl'Ci mit (A1’B1'C1) € Z und

DlAl ED2A2, D1B1 ED2B2, D1C1 ED2C2.

Suchen Sie dann kongruente Dreiecke und weitere kongruente
Winkel. Benutzen Sie die Eindeutigkeit des Winkelantragens

zum Nachweis der Kollinearitidt von A B2,C2 und benutzen

2’

Sie die Aussage von Teil (a) zum Beweis von ABICID1 E‘AB2C2D2.

Aufgabe 57

Beweisen Sie (alternativ zu 9.17(ii)) folgenden Spezial-
fall des Kongruenzsatzes SSS, hier ohne Verwendung der

Begriffe Mittelpunkt und Lot und deren Eigenschaften:

Satz vom Drachenviereck (Deltoid): Seien A,B,C,D vier

Punkte einer Ebene derart, daB C und D in verschiedenen
Halbebenen zu AB liegen und XEEEKB, BC = BD gilt. Dann ist

AABC = AABD. C C

v s v B - — - ..

Figur 98 D Figur 99 Figur 100

Losungshinweis: Unterscheiden Sie drei Fille (s. Figuren 98-100),
beim letzten benutzen Sie die Aussage von Aufgabe 56(b) !




