- 150 -

§ 16 Ahnlichkeitsabbildungen

Wie fir 3-dim euklidische R&ume (vgl. 13.5), so definieren
wir auch fur die feelle euklidische Ebene E eine Ahn-

Lichkeitsabbildung als ld&ngenverhidltnistreue und winkéltreue

Kollineation.

Wir vermerken (vgl. (3.3), Aufgabe 61 und (13.6) =

(16.1) Hilfssatz

(a) Die Ahnlichkeitsabbildungen von E bilden eine Gruppe A,
die sogenannte dquiforme Gruppe.

(b) Die Gruppe aller Dehnungen von E ist eine Unter-
gruppe von &£, die Untergruppe der sogenannten per-
‘spektiven&hnlichkeitsabbildungen. ')

(c) Jede Bhnlichkeitsabbildung ist Produkt einer zen-

trischen Streckung und einer Bewegung.

Anmerkung A

Da man zeigen kann, daf unter einer zentrischen Streckung eine Fahne
auf eine der gleichenOrientierung abgebildet wird, 1&Bt sich je nach
dem Typ der Bewegung in oben behandelter Produktdarstellung einer
BAhnlichkeitsabbildung zwischen gleichsinnigen und gegensinnigen Ahn-
lichkeitsabbildungen unterscheiden.

Da gleichsinnige - Beéwegungen Translationen oder Drehungen
sind und gegensinnige Gleitspiegelungen, kommen flir Zhnlichkeitsabbil-
dungen nur folgende in Betracht:

- perspektivische Ahnlichkeitsabbildungen (Streckungen oder Translationen)
- Produkt einer zentrischen Streckung mit einerDrehung
- Produkte einer zentrischen Streckung mit einer Gleitspiegelung.

Man kann zeigen, daB man mit folgenden Abbildungen alle diese Zhnlich-
keitsabbildungen erfafSt .

1) Eine zentrische Streckung mit Streckfaktor k ist winkelgréBen-
treu, da jede Gerade auf eine parallele Gerade abgebildet wird, und
sielbildet jede StreCkKe auf eine |kl—fachen LingenmaBes ab.
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(15.2)" satz

Eine gleichsinnige Ahnlichkeitsabbildung von E ist
perspektive Ahnlichkeitsabbildung (zentrische Streckung
oder Translation)

oder Drehstreckung, d.h. Produkt einer zentrischen Streckung
und einer Drehung mit demselben Fixpunkt.

Eine gegensinnige Ahnlichkeitsabbildung von E ist

Klappstreckung, d.h. Produkt einer zentrischen Streckung mit
Zentrum Z und einer Geradenspiegelung mit
Achse g, wobei Z €g ist.

oder Gleitspiegelung.

Beispiele zu einer Dreh- und Klappstreckung s. Figuren 162 & 163.
cl

i

Figur 162 Drehstreckung € Figur 163 Klappstreckung

Wie man von der Gruppe Bew(E) zum Begriff der Kongruenz

kommen kann, so gewinnt man den der Ahnlichkeit aus A:

(16.3) Definition

Seien Fl, F2 Figuren in E. Dann heift Fl Ghnilich zu F2,
wenn es eine Ahnlichkeitsabbildung p gibt mit p{Fl) =F2.
Schreibweise: F1 ~F2.

Anmerkungen

1.) Die Relation "#hnlich"isteine Aquivalentrelation (zumBeweis
werden die Gruppeneigenschaften von A ausgenutzt)

2.) Die Aquivalenzklassen (Klassen dhnlicher Figuren) sind
gerade die Transitivitdtsgebiete (Bahnen) der Permu-

tationsgruppe A.
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Wieder schligt sich die Invarianz gewisser Begriffe unter Ahnlichkeitsabbildun-
gen bei den entsprechenden Klassen nieder!. Umgekehrt fragt man, wann zwei
Figuren dhnlich sind.

Fiir Dreiecke kann man dies auf die entsprechenden Kongruenzsitze 2 zuriickfiih-
ren. Jede Ahnlichkeitsabbildung ist ja Produkt einer zentrischen Streckung (mit
der man von Léangenverhdltnisgleichheit zu Lingengleichheit kommen kann) und
einer Bewegung. Wir erhalten so:

(16.5) Ahnlichkeitssiitze

Zwei Dreiecke sind dhnlich genau dann, wenn sie iibereinstimmen

1. in den “Lingenverhéltnissen” aller Seiten: (¢’ : &' : ¢’ =a:b: c)
oder

2. in den Léngenverhiltnissen zweier Seiten und in der Grofe des “eingeschlos-
senen” Winkels :
oder

3. in den Lingenverhéltnissen zweier Seiten und in der GroBe des Winkels, der
der langeren Seite gegeniiberliegt
oder

4. in der GroBe zweier (und damit aller) Winkel.

Beweis von 1.

Gegeben seien die Dreiecke AABC und AA'B'C'
mJ;.t }?eitenléngen a,b,c und a' =ka, b' =kb und
c' =k-cC.

Dann bildet eine Streckung mit Streckfaktor k
das Dreieck AABC auf ein Dreieck AA*B*C*'nmit
Seitenlédngen a* =a', b* =b' und c*=c' ab.

Nun sind AA*B*C* und AA'B'C' kongruent
(Kongruenzsatz SS8; vgl. auch Aufgabe 105);
daher gilt AABC ~AA'B'C'.

Die andere Richtung der Aussage f£olgt aus der

Langenverhdltnistreue jeder Ahnlichkeitsab-
bildung. u]

Weitere Anmerkungen:
Da Bew(E) Untergruppe von 4 ist, ist jede Ahnlichkeitsklasse Vereinigung von Kongruenzklassen.
Zur Bestimmung eines Dreiecks (bis auf Kongruenz) kann man daher in manchen

1Z.B. haben entsprechende Winkel ihnlicher Figuren die gleiche Groge.
2bzw. Eigenschaften von Bewegungen
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Fdllen zundchst ein Dreieck aus der entsprechenden blhplich—
keitsklasse bestimmen und €s dann durch eine Zhnlich-
keitsabbildung auf ein Element der gesuchten Kongruenz-
klasse abbilden. Da uns die reelle euklidische Ebene als
Modell fir die Zeichenebene dient, wird so das folgende

Verfahren der Konstruktion von Figuren in der Zeichenebene nahegelegt:

(16.6) Ahnlichkeitsverfahren

Das Ahnlichkeitsverfahren ist auf solche Konstruktions-
aufgaben anwendbar, bei denen sich die gegebenen Konstruk-
tionsbedingungen in "Formbedingungen" und "GréBenbedin-
gungen" zerlegen lassen. Die Formbedingungen (z.B. L&ngen-
verhdltnisse, Winkelgr&Ben) legen die Klasse aller &hn-
lichen Figuren fest, zﬁ der die gesuchte Figur gehért.

Man konstruiert eine geeignete Figur dieser Klasse und

ibt auf sie eine solche Khnlichkeitsabbildung (meist
zentrischer Streckung) aué, dasé die Bildfigur auch die
GroéBenbedingung erfiillt. Ist noch eine "Lagebedingung”ge-

geben, so erfiillt man diese evt. durch Anwendung einer

Bewegung.

Beispiel (vgl. FABER, Geometrie 2, Stuttgart 1969):
Konstruiere ein Dreieck AARBC aus a :¢c =3 :2, a=109[°]1 und

Inkreisradius(s. Aufgabe 111)p =1,4[cm].

Losung (s. Figur 164)
Durch die Bedingung a :c =3 :2, q =109 ist eine Klasse
dhnlicher Dreiecke festgelegt (15.5) (3). Man konstruiert

ein Dreieck dieser Klasse, etwa AAlBlc1 mit a, =6[cm],

1
c, =4[cm], o =109[°], und in diesem den Inkreis mittelpunkt

als Schnittpunkt der Winkelhalbierenden , Der Inkreisradius
sei 31.
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Das gesuchte Dreieck ergibt sich aus AAlBlcl z.B.
durch Ausiibung der Streckung mit Zentrum B, und Streck-

faktor 6&. (Dabei braucht man Py natiirlich nicht zu messen).
1 f

Figur 164

Aufgabe 90

Beschreiben Sie einem gleich-
seitigen Dreieck AUVW mit der
Seitenlédnge 5[cm] ein Dreieck
A BABC so ein, daB die Seite BC
parallel zur Seite VW verliuft

und a :b :c =7 :6 :5 ist!

Konstruktionsbeschreibung ? Figur 165

(vgl. Figur 165)

Exemplarisch fiir Beweise mit Hilfe der Zhnlichkeit

gehen wir ein auf:

(16.7) Beweis des Kathetensatzes mit Hilfe von Bhnlichkeits-
abbildungen (vgl. 11.8)

Gegeben sei das rechtwinklige Dreieck AABC mit |¥ ACB| =R So-

wie FuBpunkt C* der Hypotenusenhthe und g = |AC*|.
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Dann ist |¥ Ac*c|=|¥ ACB| und |¥x C*AC|=|¥ CAB| (s. Figur 166)

und damitAAC*C dhnlich zu AACB.

C
Es existiert daher ein p €§ mit o
p(A) =A, p(C*) =C und p(C) =B. ‘
Die Langenverhdltnistreue von p " q 2 L
TEE%TZleTE_ﬂ____q | - Figur 166

*

ac*| _ lempen | _ IEEJ . also b2 =q-c.
2c |  [é@yp(cy| |28 B

14

Ergédnzende Aufgaben

Aufgabe 91

Zeigen Sie fiir ein Dreieck AABC (der reellen euklidischen

. . as | =y - aa .
Ebene) mit Seitenlédngen a =|BC|, ¢ =|AB| und H&henl&ngen
ha, hc die Gleichung

ale
:lr
Q

o))

Losungshinweis: Betrachten Sie die Spiegelung an der

Winkelhalbierenden Wo und eine geeignete Streckung mit

Zentrum B.

Aufgabe 92

Man konstruiere ein Dreieck mit Hdhen ha =6[cm],
hb =7[cm], hc =5[cm] und begriinde das Vorgehen.

Losungshinweis: Beachten Sie Aufgabe 91 !

1) Falls Kap. III Ubersprungen wurde, sollte man hier

die iibrigen klassischen Sitze behandeln !



