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§ 15 Gleichsinnige Bewegungen, Orientierung der Ebene

Generalvoraussetzung: E Ebene eines 3-dim euklidischen

Raumes (bzw. desarguessche euklidische Ebene.)

Legen wir zundchst einen intuitiven Begriff der Orientierung
von Figuren der reellen euklidischen Ebene zugrunde, so
stellen wir fest, das eine Geradenspiegelung z.B. die

Orientierung eines Dreiecks "umkehrt" (s. Figur 153 ),

Figur 153

eine Drehung sie aber erhilt.
Im vorliegenden Paragraphen wollen wir dies prézisieren,
indem wir umgekehrt den Begriff der Orientierung aus den

Eigenschaften von Spiegelungen und ihren Produkten ableiten.

A) Gleichsinnige Bewegungen

(15.1) Definition

Eine ebene Bewegung heift gieichsinnige (bzw. ungleich-
sinnige) Bewegung, falls sie sich als Produkt einer geraden

(bzw. ungeraden) Anzahl von Geradenspiegelungen darstellen
1&gk,

(15.2) Hilfssatz

Eine Bewegung ist entweder gleichsinnig oder ungleich-

sinnig (, nicht beides zugleich.)
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Beweisskizze:

Nach Satz 14.8 ist eine Bewegung als Produkt von Geraden-
spiegelungen darstellbar. Mit Hilfe von (14.15) 14t sich

eine gleichsinnige Bewegung als Produkt von zwei, eine
ungleichsinnige als Produkt einer oder dreier Geraden-
spiegelungen darstellen. Wire nun YéiYhon =Y, °Y, (evtl. mit h=k),
so Y :Yg ° Yy oYy oY, sowohl Geradenspiegelung als nach

14.15 auch Doppelspiegelung. Ebenfalls nach 14.15

ist eine Doppelspiegelung eine Translation (ohne Fixpunkt -
auBer bei der Identitit) oder eine Drehung(nach Aufgabe 80

mit genau einem Fixpunkt oder die Identit&dt), also keine

Geradenspiegelung. &

Folgerung aus dem Beweis:

(15.3) Charakterisierung der gleich — und gegensinnigen Bewegungen

Die gleichsinnigen Bewegungen von E sind genau die Transla-
tionen und Drehungen von E (einschlieBlich Punktspiegelungen
und der Identitdt); die ungleichsinnigen Bewegungen von E

sind genau die Gleitspiegelungen (einschlieBlich Geraden-

spiegelungen).

(15.4) Folgerung:

Die gleichsinnigen Bewegungen von E bilden eine Gruppe,
Bew+(E). Diese ist Untergruppe vom Index 2 in der Gruppe
Bew (E) aller Bewegungen von E(, d.h. Bew+(E) ist Unter-

gruppe von Bew(E)mit Bew(E) =Bew+(E) 0Bew+(E)oY fir eine

Geradenspiegelung vy ),
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Beweis:

(i) sSeien wl,mz €Bew+(E); dann existieren Geraden g,h,k,1
mit w1 =Yy oyg und wz =Y, ° Yy - Nach Satz 14.15(i) ist
?, °PY, Ty, ° Yy ° Yy ng eine Doppelspiegelung, also
aus Bew+(E). Mit wzl =(Yh an)-l =yg ° Yy €Bew+(E) folgt
die erste Behauptung aus dem Untergruppenkriferium.

(ii) Bew+(E) énthélt alle gleichsinnigen Bewegungen von E,
also solche, die durch ein Produkt einer geraden Zahl
von Geradenspiegelungen darstellbar sind, fiir eine belie-
bige Gera.denspiegelung Y folglich Bew' (E)°y alle Bewe-
gungen mit ungerader Faktorenzahl. Die Disjunktkeit

beider Mengen wurde schon in (15.2) gezeigt.

B) Orientierung von Fahnen, Ebenen, Winkeln
===========§====—

(15.5a? Definition

Zwei Fahnen FI,FZ von E heiBen gleichorientiert, falls
es eine gleichsinnige Bewegung ¢ gibt mit w(Fl) =F2

Anmerkung: Allgemeiner spricht man bei Figuren Fl,F dieser

2
Eigenschaft von gleichsinnig kongruenten Figuren.

(15.5b) Beispiele

Seien A,B,C drei nicht-kollineare Punkte von E. Dann gilt:

(i) Die Fahnen (aB', aBc") und (aB~, aBC™) sina
gleichorientiert.

(ii) Die Fahnen (AB", aBC*) und (AB*, ABC™) sind nicht

gleichorientiert
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Beweis:

(i) Sei h die Senkrechte l

— B
auf g =AB in A. Dann ___ﬁé§i=;42===ir_qy——-g
N ==

gilt fir die (gleich- c

I
sinnige) Punktspiegelung |
|h

I =yhng(s.14.10&Figur 154) Figur 154
die Aussage o, (AB*) =AB~ und o, (aBCY) =aBC”

( s. Pefinition von Halbebenen 1)
(ii) Die Behauptung folgt aus yg(AB+) =aB” und‘yg(ABC+) =ABC™

fir g =AB .(s. Figuy 155).
' VY
rIad da Lx&.,?)ww Auscefn, Vsl o Bkel Ax———/“@ :B
St Aertgpagt b, 984 o e qRuckntansge eV .
Bloseguuy i (ARY ASCH) aug (AR! ARC)
OsRuR 00
Aufgabe 84

Figur 155.

Beweisen Sie fiir die reelle euklidische Ebene E

Auf der Menge der Fahnen ist die Relation "gleichorientiert"

eine Aquivalenzrelation mit genau zwei Aquivalenzklassen.

(15.6) Definition (Orientierung der Ebene)

Die Ebene E zusammen mit einer (ausgezeichneten) der beiden

Aquivalenzklassen (s. Aufgabe 84 ) heiBt orientierte Ebene;

Jede Fahne aus der ausgezeichneten Klasse heiBt rositiv

orientiert, aus der anderen Klasse negativ orientiert.
Lo rentrert

Nun sind wir in der Lage, in einer orientierten Ebene

einen Winkel orientiert anzutragen:
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(15.7) Definition

Seli W=| ¥ AOB |eine WinkelgrdBe in E. Ist dann die Fahne )
F = (oA, oaB™) positiv orientiert (negativ orientiert),

so heiBt W von OAY aus in positivem (negativem) Sinne

angetragen (vgl. Figuren 156,157) ¥*)

B
o]
+
Figur 156
Figur 157

positiv angetragen R
(falls eingetragene negativ
Fahne positiv orientiert). angetragen

C) Drehungen

Nun k&nnen wir Drehungen genauer beschreiben:

(15.8) Satz

[

(i) Die Menge der Drehungen von E um einen Punkt % bildet
eine kommutative Untergruppe von Bew+(EL

(i) Diese Untergruppe ist auf der Menge der Halbgeraden von E

mit Scheitel 7 &c¢harf transitiv.

Bewelis:
(1) DaB die Menge der Drehungen beziiglich Hintereinander-

ausfihrung und Inversebildung abgeschlossen ist, wurde
schon gezeigt( é44¥“467)‘

Wir beweisen die Kommutativitit:

Seien 81=ythg und 62 = 2 Drehungen um %Z. Nach dem

Dreispiegelungssatz existiert eine Gerade s durch 7 mit

Yo © V5 BV =y @

**) In der Anschauungs— Ebene spricht man auch vom Antragen
gegen oder im Uhrzeigersinn, wobei durch die Wahl der Orientie-
rung positives Awtragen dem Awtragen gegen den Uhrzeigersinn
entspricht, :

) Pt Qe WIaRL St Fahne T il 2iae dos Sefntaferl |, wopelid,
OA™ cungtaaichmek. Bereichmang duy sclandbdin zentels 4o (OA®, o'),



(1i )
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Hiermit erhdlt man (Ym SRy oyg)2 =id, also

= o e I
() Ychhng—(YmoYhowg) o g 1 M BT

Entsprechendes gilt Ffiir Y statt Ve und Yg statt Yh'

Es folgt

S

Sy oy =ir W 0 Y, oY N = RO le = Wi ? Mg 8l {0, =0p 05

(%) (*)
Die Transitivitidt auf der Menge der Halbgeraden sieht

man folgendermaBen: Seien ZA* und 7™ gegeben. Sei w

die Winkelhabierende von ¥ BZA. Dann bildet § 2= W © M g

eine Drehung um %, die Halbgerade zA* auf zB" ab

Nun gibt es genau eine Figur 158

Fahne F2 mit Randhalb-
gerade ZB+‘die zur Fahne F1 =(ZA+,ZAB+)

gleichorientiert ist (Figur 158). Nach 14.4 gibt

es hdchstens eine Bewegung, die F1 auf F2 abbildet,

insgesamt also genau eine gleichsinnige Bewegung,

die ZA+ in ZB+ transformiert.

(15.9) Drehwinkelgréfe einer Drehung

(1)

Sei & eine Drehung um Z in E, die keine Punktspiegelung

und ungleich der Identitdt ist. Wir wihlen einen be-
GARED :

liebigen Punkt Avcn\faus. Dann definieren wir als (orien-—

' : . . 1)
tierte) DrehwinkelgrdBevon & die mit Vorzeichen ver-

sehene WinkelgrdBe +g(¥ AZS@A)) (falls x AZ6S (A) in posi-

£ivem Sinne an za* angetragen ist) bzw. -g(k AZS (A))

(im anderen Fall).

(ii)

Die in (i) definierte orientierte DrehwinkelgrdBe ¢ der

Drehung ¢ ist unabhingig von der Wahl von A(*Z).

simal] . 1
(iii) Als Winkelgr&Be der Tdentitit definieren wir ) +0=-0:=0,

us die der Punktéspiegelung +2R = —2R :=2R.

'1) +,-,0,2R werden hier zunidchst nur als Symbole verwandt.
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Beweis von (ii):

Zum Nachweis von (ii) reicht es, eine Drehung anzugeben,
die zA" auf zZB" und zs(a)T auf 26 (B)* abbildet.

(Denn wegen der Winkelgr&Bentreue S\4)
J(8)

und der Erhaltung der Orientierung 2

von Fahnen unter Drehungen folgt

dann die Behauptung.) Nach
S ()
15.8(ii) existiert eine Drehung 7

§ um Z, die p =zA" auf q =zB"

abbildet. Fir diese gilt nach N

15.8(i) sogar §(S(p)) =88 (p) =8 (q). Figur 159
(s. Figur 159; vgl. auch Aufg. go). o

Aufgabe 85

Sei in einer orientierten euklidischen Ebene E ein Punkt Z
und eine mit Vorzeichen versehene WinkelgrdBe ¢ (*0,2R)
vorgegeben. Zeigen Sie, daB es dann genau eine Drehung S,z

mit Zentrum Z und orientiertem DrehmaB ¢ gibt.

Aufgabe 86

Zu jedem Winkel <((p,q) gibt es zwei orientierte Winkel (Winkel mit fester Rei-
henfolge der Schenkel), mit < e (p,q) und <t e (g, p) bezeichnet. Zeigen Sie, dass
es zu einer WinkelgroBe g(<t(p,¢)) von E genau zwei Klassen orientierter Win-
kel gibt, die wir ebenenfalls mit +g(<t(p,q)) und —g(<(p,q)) bezeichnen und
bei denen jeder Winkel einer Klasse durch eine gleichsinnige Bewegung in jeden
anderen Winkel der Klasse abgebildet werden kann. (Wir sprechen von Klassen
kongruenter gleich-orientierter Winkel bzw. von orientierten WinkelgroBen).
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Aufgabe 87

Untersuchen Sie in E den Zusammenhang
(i) zwischen Nacheinanderabtragen von Winkeln (der

GroBe kleiner R) gleicher Orientierung und der

Winkeladdition.

(ii) ®mwischen Nacheinanderabtragen von Winkeln verschie—

dener Orientierung und der Winkelsubtraktion.

Aufgabe 88

(1) Zeigen Sie fiir E:
Ist 6@ z Drehung um 2 mit orientierter DrehwinkelgroBe v,
=21

so gllt &, 5, =8_, 5 . (Dabei sei —(+g(<t(p,q) als Fg(<(p,q)jdefiniert.)

(ii) Sei 5w 2 =Yg°Tp- Finden Sie einen Zusammenhang
zwischen ¢ und dem Winkel zwischen zwel entsprechenden

Halbgeraden von g und h!

E) WinkelmaB orientierter Winkel, Drehmaf ( in der reellen euklidischen Ebene)

Nach Einflihrung eines MaBes Ffiir Winkelgréfen gemdB § 11 E kdénnen
wir auch jeder orientierten Winkelgr&Be ein MaB (bzw. jeder Drehung
ein DrehmaB) zuordnen; Qabei gibt es folgende zwei M&glichkeiten:

(1) Ist der orientierte Winkel ¥.(p,q) in negativem Sinne an p
abgetragen, so setzt man

|**(P'Q)| =-|g(¥ Tp,q”], andernfalls
|¥etp,a) | =+|g(x (p,q))]

(vgl. Figur 160).

Figur 160 P

(2) statt negative WinkifmaBe einzufiihren,
definiert man bei einem in nagativem
Sinn an p angetragenen Winkel & {(p,q)
im BogenmaR

[¥etpia) [=(2m - |g(xs(@,q)|) [Raa]
bzw, im GradmaB "

[£+(p,q) | =360° - |g(xe(p,q))]| [Deg]
(vgl. Figqur 161), P

Figur 161
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Aufgabe 89

Zelgen Sie: Sind dm,éw 8 Drehungen von E um 2

n
mit l(per)Illnl €[0,2r), so gilt

émoéw =6n e n =+ (mod 2m).

Losungshinweis: Benutzen Sie die Darstellung 6$ =Ygoyh
und Sw =Y50Y 5 und betrachten Sie die Winkel zwischen ent-
sprechenden Halbgeraden (vgl. Aufgabe 88!)
Lﬂwxwﬂﬁﬁhuwﬁf i
Fonoenree ot 4= & g

(2,,°) 5 R/t +),

Z l



