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In diesem Vortrage wollen wir die Grundlagen fiir eine recht allgemeine Klasse von Differential-
gleichungen mit Delay bereitstellen. Uber die gesamte Zeit wollen wir diese auch als Retarded
Functional Differential Equations (RFDEs) bezeichnen. Ziel soll es sein, zunachst die Begriff-
lichkeiten zu prazisieren und anschlieBend die gleichen oder dhnliche Resultate iiber Existenz,
Eindeutigkeit, stetige Abhangigkeit, Fortsetzbarkeit und Differenzierbarkeit von Lésungen zu
erlangen, wie wir sie bereits fiir gewohnliche Differentialgleichungen erarbeitet hatten.

1 Notation

Seien o,r > 0 reelle Zahlen, C' := C%([—r,0],R") der Raum der stetigen Funktionen auf
dem Intervall [—r, 0]. Fiir eine stetige Funktion z : [c—7,0+7]| — R" und eint € [0,0+ T
definieren wir auf [—r, 0] eine stetige Funktion x; durch x;(0) := z(t +6), —r < 0 < 0. x;
entspricht also der Auswertung der Funktion x auf zu allen Zeiten von t — r bis ¢. Damit
konnen wir nun die allgemeine Form einer RFDE zu gegebener rechter Seite f schreiben
als:

i(t) = f(t, ). (11)

Entsprechend heiBt z, fiir eine gegebene Funktion ¢ : [—r,0] — R™, Losung der Gleichung
(1.1) mit Anfangswert ¢ und Startzeit o > 0, falls es ein 7' > 0 gibt, sodass Gleichung (1.1)
auf [0 —r, 0+ T gelost wird und z, = ¢ gilt. Aus der gleichmaBigen Stetigkeit einer stetigen
Funktion = auf dem Intervall [c — r,o + T folgt, dass die Funktionen z; stetig in ¢ sind.
Fiihren wir dann fiir ¢ € C' noch die Funktion ¢ : [0 — r, 00] — R™, definiert durch

by =0, do+1t):=¢0), t>0 (1.2)
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ein, und schreiben (o +t) = ¢(o +t) + y(t), t > —r, dann ist die folgende dquivalente
Umformulierung des Anfangswertproblems fiir die Gleichung (1.1) moglich:

Yo =0, (1.3)

y(t) = / F(0+ 5, Boas+y)ds, £20 (1.4)

2 Existenz und Eindeutigkeit

Um die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung zu beweisen, wollen wir an sich vorgehen,
wie wir beim Satz von Picard-Lindel6ff vorgegangen sind. Wir wollen Gleichung (1.4) als Fix-
punktgleichung auffassen. Wir werden dafiir aber nicht mehr den Banach’schen Fixpunktsatz
gebrauchen konnen. Stattdessen wollen wir die Kompaktheit des Lésungsoperators beweisen
und dann den Schauder-Fixpunktsatz anwenden. Wir fiihren zunachst fiir positive Konstanten
a, 8 noch folgende Bezeichnungen ein:

Iy = [0>a]7Bﬁ = {w eC: ‘¢’ < 5}7
A, B) :={y € C([-r,a],R") : yo =0, [y(t)| < 8 Vt € I,}.

Wir beobachten vorab folgende Dinge:

Lemma 2.1: Sei Q C R x C und W C Q kompakt, sowie f° € C(Q,R"). Dann gibt es
Umgebungen V. C Q von W und U C C°(V,R"™) von f°, sodass f° auf V beschrinkt ist
und alle f € U auf' V' gleichmaBig beschrankt sind:

[flo,0)| <M V(o,9) €V, [feU. (2.1)

AuBerdem gibt es positive Konstanten «, 3, sodass fiir alle Startpunkte (00, ¢°) im Kompak-
tum W und alle y € A(«, 8) die Trajektorie (6° + t,y; + ¢°,0,,) in V enthalten ist.

Beweis. f¥ ist auf dem Kompaktum W beschrankt. Wir kénnen die Schranke M an f°
auch zuerst etwas zu groB wihlen. Dann kdnnen wir &, 3 wahlen und die Umgebung V
definieren als V' := {(0® +¢,¢° + ) : (0%,¢") € W,t € I5,¢ € Bz}. Dann ist f© auf
V' immer noch echt kleiner als M, und dann gibt es auch eine Umgebung U, sodass (2.1)
immer noch in U erfiillt ist. Jetzt kdnnen wir fiir ein 3 < /3 stets ein o < & wihlen, sodass
|<;~520+t — ¢°| < B — B fiir alle t € I gilt. Dann ist aber |y, + <z~520+t — ¢°| < B und somit ist
auch die letzte Behauptung erfiillt.

[ |

Jetzt konnen wir unser wesentliches Lemma beweisen:
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Lemma 2.2: Sei Q C R x C offen, W C Q kompakt und f° € C°(Q,R") gegeben.
Seien auBerdem U,V sowie M, «, 5 die zuvor hergeleiteten Umgebungen bzw. Konstanten.
Definiere dann die Abbildung T durch:

T:W xUx Ala, ) — C°([-r,a],R™), (2.2)
Tlo.0f )0 =0, ~r <10, (23)

Dann ist T stetig und es gibt eine kompakte Menge K in C°([—r,a],R™), sodass T' nach
K abbildet. Falls Mo < ( gilt, dann bildet T sogar nach A(«, ) ab.

Beweis. Fiir alle t,7 € I, erhalten wir aus Gleichung (2.1), dass:

T(0. ¢, f,y)(t) — T(o, . f.y)(7)| < Mt — 7], (2.5)
T (0,0, f,y)(t)| < Mo (2.6)

Die Menge der stetigen Funktionen auf [—r, ], die diese Bedingungen erfiillen, ist abge-
schlossen, beschrankt und gleichgradig stetig. Also ist sie nach dem Satz von Arzela-Ascoli
kompakt, und wir wahlen sie einfach als die Menge K. Auch die letzte Behauptung folgt
unmittelbar aus (2.6). Bleibt nur noch die Stetigkeit von T" zu zeigen. Betrachte dazu eine
Folge (o®, ¢*, f*, %) C W x U x A(a, B). Die Folge T'(c*, ¢*, ¥, y*) liegt in K und besitzt
daher eine gleich benannte konvergente Teilfolge, die einem Grenzwert v zustrebt. Betrachte
nun fir s € I, die Folge von Funktionen f*(c* + s, ¢* «,, + y¥). Diese Funktionen sind
gleichmiaBig beschrinkt und konvergieren punktweise gegen f9(c¥ + s,gb~000+8 + 42). Nach
dem Konvergenzsatz von Lebesgue gilt dann aber:

ry - hm/ f J +S ¢ak+s+ys dS—/ fo U +S ¢ao+s+ys) - (UO7¢07f07y0)'

k—o0
(2.7)
Damit strebt jede konvergente Teilfolge von T'(a*, ¢*, f*, y*) dem gleichen Grenzwert, namlich
7 zu. Dann muss aber die gesamte Folge gegen v streben, und « ist gleich T'(c°, ¢°, f°,4°).
Der Beweis der Stetigkeit von 7' ist erbracht.
|

Wir behaupten:

Satz 2.3: Sei Q C R x C(R,R") offen, f* € C*'(Q,R"), (0,0) € Q. Es gibt ein 0 < a <
00, sodass es genau eine Loésung von REDE(f°) zum Anfangswert ¢ auf [—r, «) gibt. Diese
ist nicht fortsetzbar.
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Den Beweis, der den Schauder’schen Fixpunktsatz verwendet, liefern wir nach. Zunichst wol-
len wir dieses Resultat benutzen, um zu zeigen, dass Losungen stetig von den Anfangsdaten
abhangen. Der Beweis verldsst sich in hohem Grade auf die beiden letzten Lemmata und
ware zu einem spateren Zeitpunkt zu unverstandlich:

3 Stetige Abhangigkeit

Satz 3.1: SeiQ) C RxC(R,R"™) offen, (0, ¢") € Q, 2° eindeutige Lésung von (REDE(f°), ")
auf [—r,a]. Definiere W° = {(t,2?) : t € [0,a]} und wéhle eine Umgebung V°, in der f°
immer noch beschrankt ist. Fiir jede Folge Q x (C(SL,R™), | - [lv,) 2 (¢%, f*) — (¢, f%)
gibt es ein k°, sodass fiir alle k > k° eine Lésung x* auf [—r, | existiert. Zusétzlich gilt
o

Beweis. Die Menge W% U {(0,¢"*) : k > k°} ist fiir gegebenes k° kompakt (denn (¢*) ist
eine konvergente Folge). Durch passende Wahl von k° (und ggf. Einschrankung von o und
B) kénnen wir nun das Beschranktheitslemma anwenden und erhalten eine Nachbarschaft V'
von W, die noch in V° liegt, sowie ein U*", das alle weiteren f* enthilt.!

Unser Existenzsatz sichert die Existenz einer Losung fiir alle Elemente der Folge. Das Be-
schrinktheitslemma liefert insbesondere die Schranke M fiir alle f*, sodass fiir alle f* T
dieselbe die kompakte Bildmenge K hat.? Wie vorher definieren wir ¥ = 2*(t) — ¢¥(t) =
T(¢*, f*,y*). Da die y* Fixpunkte von T sind und ranT kompakt ist, hat jede Teilfolge
der * eine gleichmiBig konvergente Teilfolge y*. Aus der Stetigkeit von T folgt zudem
limy* = Um T(¢¥, f¥ y*) = T(¢°, f°,limy*). Die Losung zu (f°, ¢°) ist jedoch nach
Voraussetzung eindeutig, daher ist der Grenzwert y° eindeutig und unabhingig von der spzei-
ellen Teilfolge.

Dann muss aber auch * selbst bereits gegen 4 konvergieren.

Die Beziehung 2 = y* + ¢*(t) sichert dasselbe Ergebnis schlieBlich auch fiir z*.

Kommen wir nun zuriick zu Schauder!

!Das gibt uns die Schranke M an f
2Denn die war iiber M definiert
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Den nun anstehenden Existenzbeweis wollen wir wie immer iiber einen Fixpunktsatz fiihren.
Unser Problem liegt allerdings in einem unendlichdimensionalen Raum (ndamlich 2 = R x
C(R,R™)), sodas wir mit Brouwer nicht mehr weit kommen.

Wir definieren eine Erweiterung des Brouwer'schen Fixpunktsatzes. Weil der Beweis so leichter
nachvollziehbar ist, formulieren wir den folgenden Satz zunachst fiir leicht andere Vorausset-
zungen als wir bendtigen:

Satz 4.1 (Erweiterung von Brouwers Fixpunktsatz): Sei C eine kompakte, konvexe
Menge in einem Banachraum B und T eine stetige Abbildung T : C — C. Dann hat T
einen Fixpunkt, d.h. Tx = x fiir ein x € C.

Beweis. Sei k € N. Da C' kompakt ist, existieren x1,...,xy € C, sodass C' C Uf;l By k(x;) =:
UZ.N:1 B;. Sei C), C C die konvexe Hiille von {x1,...,xx}, d.h.

N
i=1 7

und definiere J;, : C' — C' durch:

Y dist(x, O\ By,

Jr(z) = >, dist(z,C'\ B;)

Jy, ist stetig, also ist Jj, o T|c, eine stetige Abbildung von Cj, nach Cj. Nach Brouwer (Cj,
ist homdomorph zu einem B"™) hat diese einen Fixpunkt ;. Da C' kompakt ist existiert eine
TF der 2 mit xy — z € C,

1
Haﬁk/ — Txk’H = HJk @) ka/ — T:Uk/H é y (*)

Die letzte Abschatzung gilt dabei, da fiir alle z € C gilt:

Yo dist(z, C\ B;) ||z — x|
> dist(z, C'\ By)

Damit gilt dann x = T'x und wir sind fertig.

[ J(2) — 2| < <

1
k

Fiir unseren Existenzbeweis haben wir eine andere Situation: C' ist beschrankt und abge-
schlossen, aber nicht notwendigerweise kompakt. 7'(C') ist dafiir totalbeschrankt. Wir kénnen
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den Beweis leicht anpassen: Wir brauchen nur eine Moglichkeit, endlich viele Punkte x,, als
Uberdeckung und so zu wihlen, sodass wir in (*) weiterhin von der 2-Schranke ausgehen
konnen. Dort werden aber Punkte aus dem Bild 7'(C') miteinander verglichen! Also wéhle
eine Uberdeckung des Bildes, die die nétigen Eigenschaften hat und die Mittelpunkte der
Urbilder der Kugeln der Uberdeckung als z1, ..., zy.

Damit ist es nun einfach, zu beweisen:

5 Existenz

Satz 5.1: Sei Q C R x C offen, f° € C(,R"), (0,¢) € Q. Es gibt eine Lésung von
RFDE(f%) zum Anfangswert ¢.

Beweis. Wahle W = {(0,¢)} und «, (3 passend (M« < ). A(a, ) ist abgeschlossen,
beschrankt durch 3 und konvex in C. Nach dem Lemma von vorhin bildet T'(¢, f°, ) stetig
A in eine kompakte Teilmenge von A ab. Also diirfen wir schaudern!

|

Bemerkung 5.2: Zur Konvexitat: Seien f, g € A(a, 3). Betrachte fiir t € (0,1) die Funk-
tion h:tf + (1 —t)g. z.Z. ist nur, dass h < 8 auf [—r, a]:

[tf+ (1 =t)gl| <tsupf+(1—t)supg < (1+t-1)8=7

Bemerkung 5.3: Der Fixpunkt ist aber nicht die Lésung! Losung ist z(t) = ¢ + /!

6 Eindeutigkeit

Satz 6.1: Wenn f lokal lipschitzstetig in § ist, ist eine Lésung eindeutig.

Beweis. Angenommen x und y sein Losungen von (RFDE(f), ¢) auf [—r, «]. Wahle die
Lipschitzkonstante k passend zu einem Gebiet, dass die Trajektorien Q > (¢, zy), (t,v;) fir
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0 <t < «aenthalt und t* < t sodass t*k < 1. Es gilt:

t t
|z(t) —y()[| = II/ f(s,2s) — f(s,ys)ds|| S/ kllzs — ysllds < kt™ sup |lzs — ys|
0 0 0<s<t

Es folgt = y auf [0, ¢*]. Iteriere nun, bis die Eindeutigkeit iiberall gezeigt ist.

7 Fortsetzbarkeit von Losungen

Wir nennen eine Losung y eine Fortsetzung von x, wenn gilt D(xz) C D(y) und z = y auf
D(x). Das Zorn'sche Lemma?® sichert zu, dass es eine maximale, nicht fortsetzbare Losung
gibt.

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit dem Verhalten von Lésungen am Rand des Defini-
tionsbereiches beschaftigen.

Satz 7.1 (Das maximale Existenzintervall ist offen): Sei Q@ C R x C offen, f €
C(Q,R™), W kompakt enthalten in Q). Ist = eine nicht-fortsetzbare Losung auf [—r, ),
so gibt es ein t* € R mit (t,z,) ¢ W V t € [t*,D).

Beweis. Der Fall a = oo ist trivial und der Fall » = 0 aus Dynamics bekannt. Also nimm an
a < oo,r > 0. Ist die Aussage falsch, so gibt es eine Folge W O (tF, z4) — (a,¢0) € W.*
Damit gilt fiir e > 0

Jim 2 — | = 0

Das impliziert z(a + 0) = ¥(0) V 6 € [—r,0). Da v eine stetige Fortsetzung von z ist,
kdnnen wir jetzt eine Losung rechts von « finden. Widerspruch.
[ |

Bemerkung 7.2: Zum Fall »r = 0: Da W kompakt ist wahle a > 0 sodass fiir alle
(0,¢0) € W eine Losung auf [0, ] existiert. Ist die Behauptung falsch, so gibt es eine
Folge (tx,x(tx)) — (t,y) € W. Da f in einer Umgebung von («,y) beschrankt ist, ist
gleichmiBig stetig auf [0, &) und damit fortsetzbar durch z(a) = y. Nun kdnnen wir erneut

3Jede nichtleere halbgeordnete Menge, in der jede Kette (d.h. jede total geordnete Teilmenge) eine obere
Schranke hat, enthalt mindestens ein maximales Element.
*Wire a nicht in W wire die Aussage ziemlich offensichtlich richtig
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eine Losung finden. Widerspruch.

Satz 7.3: Sei Q) C R x C offen und f € C(§2,R"), x nicht-fortsetzbare Losung auf [—r,b)
und W = {(t,z;) : t € [0,b)} kompakt. Es gibt eine Folge t;, — b so dass (ty,x:,) — (t,x) €
0N. Istk >0soistx e C.

Beweis. W ¢ €, denn sonst wiirde der vorhergehende Satz uns einen Punkt der Trajektorie
liefern, der nicht in W (dem Abschluss der Trajektorie) enthalten ist. W definiert dann die
gesuchte Folge. Ist k£ > 0 konnen wir wie oben eine stetige Fortsetzung konstruieren.

[

Satz 7.4: Sei Q C R x C offen, f € C(2,R") totalbeschrinkt, U eine beschrinkte
Teilmenge von Q) und x eine nicht-fortsetzbare Lésung auf [—r, «). Es gibt ein t* sodass
(t,x)) €UV L € [t ).

Beweis. Wiederum zeigen wir den Satz nur fiir r > 0 und o < oco. Nimm wieder an, die
Aussage sei falsch und es gebe eine Folge (tx, 21, ) — (o, ) € U. () ist damit auf [—r, «)
beschrankt, denn U ist beschrankt. Definiere wieder W = {(¢,2;) : t € [0,b)}. Dort ist f
dann durch ein M beschrankt. Dann gilt aber

t+1
[t +7) —z()] = II/t f(s,z5)ds|| < M1 < o0

x ist also gleichmaBig stetig auf [—r, ). Dann ist aber W kompakt (Arzela-Ascoli!) und wir
haben durch einen der vorherigen Satze einen Widerspruch.
|

Bemerkung 7.5: Ist f nicht totalbeschrankt, ist die Aussage falsch. Das Buch konstruiert
auf Seite 46 ein Gegenbeispiel.

8 Differenzierbarkeit der L6sung

SchlieBlich wollen wir noch zeigen, unter welchen Voraussetzungen die Lésung des Anfangs-
wertproblems (1.4) differenzierbar von den Eingangsdaten ¢ unf f abhangt. Zu diesem Zweck
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werden wir die Differenzierbarkeitsaussagen fiir Kontraktionsabbildungen benutzen, wie wir
sie auch in Dynamics | verwendet haben. Die eigentliche Aufgabe besteht darin, die Kontrak-
tionseigenschaften fiir geeignete Umgebungen zu zeigen.

Satz 8.1: Sei f € C?(Q,R™). Dann ist die Lésung x des Anfangswertproblems (1.4) nach
¢ und f stetig differenzierbar. Fiir t > 0 Iost die Ableitung nach dem Anfangswert ¢,
w(t) := Dyx(o, ¢, f)(t) das lineare Anfangswertproblem:

w(0) = ¢(0), (8.1)
w(t) = Dy f(t,z:(0, ¢, f))we. (8.2)

Ebenso lost die Ableitung nach dem Vektorfeld f, z(t) := Dyx(o, ¢, f)g, das inhomogene
Problem:

4(t) = Dy f(t,2i(0,¢, )2 + g(t, (0, 9, f)), (8.3)
z(0) = 0. (8.4)

Beweis. Sei z(0, ¢, f) die Loésung der RFDE durch (o, ¢) und wahle ein b > 0, das kleiner als
die maximale Existenzzeit ist. Auf Grund der stetigen Abhangigkeit gibt es eine Umgebung
U von ¢, sodass die Losung z(o, v, f) fiir alle ¢» € U auf [0 — r, 0 + b] existiert. Betrachte
die Menge W := {(t,x;) : t € [0,0 + b]}. W ist kompakt (Arzela-Ascoli), also wahle
U, V,a, 5, M wie in Lemma 2.1. Wahle « so klein, dass M« < 8 und ka < 1, wobei k eine
Schranke an die Ableitung von f ist. Schreiben wir dann z(t + o) = @(t + o) + y(t) fiir
t € 1,, dann ist y ein Fixpunkt der Abbildung T'(o, ¢, f). T ist dann aber eine Kontraktion
in VxUxA(a, f) mitvon (o, ¢, f) € V xU unabhingiger Kontraktionskonstante. Folglich
ist der Fixpunkt differenzierbar in ¢ und f fiir t € I,, denn T ist stetig differenzierbar in
¢ und f. Dieses Argument kann man nun von ¢ + « ausgehend wiederholt anwenden, bis
die Differenzierbarkeit fiir alle t € [0, 0 + b] gezeigt ist. Die Kompaktheit erlaubt es, dies in
endlich vielen Schritten zu tun.

Zeigen wir noch die Differentialgleichung:

w(t) = Dya(e,6, Ut = Dy [Bo + ) + To, 6, £)O)] (1) (85)

=Y(t) + /Ot Dyf(o+ s, gz~50+s + ys)wsds. (8.6)
% = w(t) = Dyf(o +t,24(0, 0, f))w. (8.7)
t=0= w(0) = (). (8.8)
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