SEMINARVORTRAG ,,DARSTELLUNG EINDIMENSIONALER BEWEGUNG*“

PHILLIP BERNDT

Zusammenfassung. Der Vortrag baut auf den vorherigen Vortragen aus dem Semi-
nar im Wintersemester 2009 von Frau Lasser ,Seminar zur Mathematik der Quan-
tenmechanik” an der Freien Universitat Berlin auf. Hauptquelle ist [1, §16-19]. Es
wird zunachst der harmonische Oszillator mithilfe der abstrakten Operatoren P und
@ als Quantensystem eingefiithrt. Aus den Ergebnissen dieser abstrakten Betrach-
tung wird dann eine sehr einfache, auf den harmonischen Oszillator spezialisierte
Darstellung hergeleitet.
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1. Der harmonische Oszillator

Ein System mit dem Schrodingeroperator

P2 UJ2Q2
H=5+—5
bezeichnet man als harmonischen Oszillator.
Entsprechend des Korrespondenzprinzips wird er dabei aus dem entsprechenden
klassischen System hergeleitet. Es ist moglich, Losungen in geschlossener Form
anzugeben. Daher stellt der harmonische Oszillator ein wichtiges Modellsystem in

der Quantenmechanik dar. Zum Beispiel werden

w>0

e Bindungsverhaltnisse zwischen Atomen in der Molekilphysik

e Paul-Fallen, die in erster Naherung ein parabolisches Potential aufweisen
(Elektrische Quadrupolfelder)

e in der Festkorperphysik, im Einstein-Modell, der Beitrag der Gitterschwin-
gungen zur Warmekapazitat

mithilfe harmonischer Oszillatoren dargestellt. (Siehe [5]])
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1.1. Konstruktion eines Erzeugendensystems von H mit Eigenvektoren von
H.

Ziel dieses Abschnittes wird es sein, unter Annahme der Existenz wenigstens eines
Eigenvektors von H eine Basis aus Eigenvektoren zu finden.
Wir werden dazu die beiden Hilfsoperatoren

1
a = —(wQ —iP
\/ﬂ( @ )
und )
a:= —(w@ +1iP
VW@ Tip)
verwenden.

Einsetzen liefert

] :

wa*a = 5(@02@2 + P?) + %(QP — PQ)=H — g
1 :

waa* = E(wQQQ + P%) + %(PQ —QP)=H + g

Dabei wurde [@), P] = i ausgenutzt. Folglich gilt, durch Subtraktion der Gleichungen
voneinander, w(aa* — a*a) = w und damit

la,a*] =1

Wir werden spater den Kommutator von [a, (a*)"] benétigen. Fir diesen ergibt sich

[a, (a*)"] = a(a®)" —(a*)"a
= (aa*)(a*)"! —(a*)"a
= (a*a +1)(a*)"! —(a*)"a
= a*a(a*)"! +(a*)" 1t —(a*)"a
= a*(aa*)(a*)"2 +(a*)"t —(a*)"a
=a*(a*a+1)(a*)" 2 +(a)" ! —(a*)"a
= (a*)a(a*)"? +2(a*)"! —(a*)"a
= (a*)*(aa*)(a*)"? +2(a*)"! —(a*)"a
= (a*)*(a*a + })(a*)”_?’ +2(a*)" 1 —(a*)"a

(a*)*a(a*)"? +3(a*)" —(a*)"a
= (a")"a +n(a*)" —(a*)"a

Formt man die Gleichungen fur a*a und aa* um zu

w
H = *
waa 9

w
H =wa” —
wa a + 5

liefert verschiedenseitige Multiplikation mit a und anschliefSende Subtraktion

Ha — aH = waa*a — ga — (waa™a + %a) = —wa

den Kommutator [H, a]. Entsprechend gilt auch [H, a*] = wa*.
Eine weitere, fur den Rest des Abschnittes sehr wichtige Erkenntnis ist die folgen-
de:

Satz. «* ist der adjungierte Operator zu a.
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Beweis. Einsetzen liefert

(a, ) = <w@+ﬂpxb¢>

$

5= (W@, v) +(iPg,v)
(<¢ wQv) + (6,1PY))

@M\ 8-

(¢, (WQ —iP)1)

?\1

QP

I
e
IS

*
£

O

1.1.1. Konstruktion weiterer Eigenvektoren aus einem bekannten Eigenvektor. Da
wir [H, a] = —wa wissen, gilt
Hayp = aHYp —wapp = (E — w)ayp
Ha"Yg = a"HYp + wa™ Vg = (F +w)a" g

Anwendung von a bzw. a* auf einen bekannten Eigenvektor liefert uns also weitere
Eigenvektoren.

1.1.2. Untere Schranke fiir Eigenvektoren. Falls es einen Eigenvektor ¢y zum Ei-
genwert F gibt, so gilt

Hyp = (wa*a + )wE = EyYg
= w(Yp, a"ag) + §||¢E||2 = E|[¢gl?

w
= wllagsll” + S| ¢ull” = Ellvsl®

Dabei wurde ausgenutzt, dass a* der adjungierte Operator zu a ist.

Folglich sind Eigenwerte nach unten durch % beschrankt. AuSerdem ist ein 1, das
ap = 0 erfullt, automatisch Eigenvektor. Diesen Eigenvektor zum kleinsten Eigen-
wert nennen wir im folgenden ).

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass alle diese Berechnungen nur Sinn erge-
ben, wenn mindestens ein Eigenvektor existiert! Sobald man in die Ortsdarstellung
ubergeht, ergibt sich die Existenz allerdings aus der Losungstheorie einfacher Dif-
ferentialgleichungen (siehe spater), sodass es gerechtfertigt ist, dies anzunehmen.

1.1.3. Herstellen von Orthonormalitat. Ohne Einschrankung sei 1)y normiert. Dann
gilt
I(a")"ol* = ((a")" 4o, (a*)" o) = (Yo, (a" " (a")"a + na" (a")" "))
= nf|(@")" o2 = -+ = |y = n!

Dabei wurden alle (a*)" von links nach rechts geschoben und dann einmal die Kom-
mutatorrelation [a, (a*)"] = n(a*)""! ausgenutzt. Da aty, = 0 verschwindet der erste
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Term. Man schreibt die " ! wieder nach links und erhalt die Normabschatzung aus
der zweiten Zeile. Rekursion liefert das letzte Ergebnis.
Die Vektoren sind orthogonal, denn

(s ) = (1o, a"(a*)"bo) =0 frk #n
Satz. Das hergeleitete Orthonormalsystem ist vollstandig

Einen Beweis dieser Behauptung kann ich leider nicht liefern. Im Seminarvortrag
wurde angemerkt, dass rigeroses Nachrechnen zum Erfolg fiihrt.

1.1.4. Darstellung in ¢?. Folglich kann man alle Vektoren 1) € H darstellen als
ch@% mit (C,,) € 2
Tl

Die Einschréankung (C,) € ¢? ist zulédssig nach [2, Satz V.4.12], den ich hier der
Vollstandigkeit halber zitiere:

Satz. Ist S eine Orthonormalbasis von [einem unendlichdimensionalem Hilbertraum]
H, soist H = (*(S).

Beweis: Zu z € H definiere Tx € (*(S) durch (T'z)(e) = (z,¢). (Aus der Besselschen
Ungleichung folgt Tz € ¢%(S).) T : H — (*(S) ist linear und nach der Parsevalschen
Gleichung isometrisch. Ist (fe)ccs € €%(S), so definiert x = }___4 f.e ein Element von
H[...], und es gilt Tx = (f.)ccs. Daher ist T ein isometrischer Isomorphismus. [

Fur die Eigenschaften des ¢* verweise ich auf [2]].

2. Darstellung von H durch ¢?

Nachdem unsere Voruberlegungen uns eine Basis aus Eigenvektoren geliefert ha-
ben, wollen wir in diesem Abschnitt herleiten, wie Operatoren zu dieser Basis dar-
gestellt ,aussehen”.

Nach den Ergebnissen des vorherigen Abschnitts kann man H mit ¢ identifizieren.
Das Skalarprodukt von H > ¢ < (C,,) € ¢? und ¢ < (B,) wird dann zu

() =Y BuCy

Beweis: Die Basisvektoren 1, sind orthonormal und das Skalarprodukt ist sesqui-
linear. 0
Im folgenden soll untersucht werden, wie sich die Darstellung der Operatoren a

und «* in dieser Basis andert.

2.1. Die Darstellung von a.
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Seien ¢ < (C,,) und agp < (C",). Es gilt fiir n > 0
ap = aZCn@% = ; Cn%%
_ Z ¢ (@)'a J\r/ﬁ( )"*1% _ Zn: cn”(L\/;l%
->o, f” ( >y, =y oAy,

n—1)!

= Zn: Vi + 1Cn+1%”¢0

Der Sonderfall n = 0 erklart auch, warum die Indexverschiebung im letzten Schritt
zulassig war: Fur n = 0 ist a(a*)%y = ay = 0, also fallt dieser Term weg.

Dass man a (und spater a*) in die Summe hineinziehen kann, ist zunachst nicht
klar, da P und () unbeschriankte Operatoren sind. Einen Beweis dafiir, dass dieser
Schritt gerechtfertigt ist, kann ich leider nicht liefern.

Damit haben wir die Darstellung fur a gewonnen:

=vn+ 1C1n-i—1

Die Linearitat von a legt es nahe, eine (informelle) Matrixnotation fur a zu verwen-
den:

0v1 0 0 0
0 0 v2 0 0
aes |0 0 0 V3 0
00 0 0 V4

2.2. Die Darstellung von a*.
Seien ¢ « (C,) und a*¢ < (C!). Es gilt
n+1

_ZC

—ZVTH‘ 1C, \/((>7)¢0 :;\/ﬁon—l%wo

mit der Konvention C'_; = (0. Damit gilt
C;L, = \/ﬁCn—l

Wiederum fuhren wir uns die Bedeutung von «* durch Darstellung als Matrix vor
Augen:

a*p =

0O 0 0 00
VI 0 0 00
aes | 0 V2 0 00
0 00

0 \/3
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2.3. Einige Schlussfolgerungen.

e Offensichtlich gilt in Matrixdarstellung (a)’ = (a*) und umgekehrt. Man
kann nun leicht nachrechnen, dass [a,a*| = (a) - (a*) — (a*) - (a) = id.

Bemerkung. Wenn man die Rechnung anhand einer endlichdimensionalen
Matrix nachvollziehen will, wird das letzte Diagonalelement ungleich 1 sein.
Die Behauptung ist nur im unendlichdimensionalen richtig.

e Wir konnen nun die bekannten Operatoren ebenfalls in die Matrixdarstel-
lung uberfuhren.

0 0 0 0
0% 0 00
* w 5w
H=wia+—=« |0 0 =% 00
2 Jo o 0 ™o
0 V1 0 0 0
-1 0 V2 0 0
P:\/E(a—a*)H\/a 0 —\/9 0 \/g 0 .-
iv2 iv/2 0 V3 0 V4 .-
0 v1I 0 0 0
. Vi 0 V2 0 0
Q=—]0 v2 0 V3 0 -
V2wl o 0 V3 0 V4 -

Die bekannten Eigenschaften bleiben erhalten: H ist diagonal, denn wir ha-
ben ja eine Basis aus Eigenvektoren von H gewahlt. P und () sind selbst-
adjungiert (beachte das i im Nenner vor P!) und [@Q, P] = i (Ohne die Vorfak-
toren kommt diag 2 heraus, 1 = —i)

2.4. Geschichtliche Anmerkung zur Matrixdarstellung.

Die Darstellung mithilfe von Matritzen wird im Buch nicht ohne Grund eingefuhrt:
Werner Heisenberg, Max Born und Pascual Jordan schufen gemeinsam 1926 die
Matritzenmechanik. Nachdem Heisenberg in seiner Arbeit ,Uber die quantentheo-
retische Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehungen” die Grundlage
fur die Matritzenmechanik geschaffen hat, veroffentlichten die drei eine entspre-
chende Theorie in der ,Zeitschrift fur Physik”. Die Arbeit wurde als ,Dreimanner-
arbeit” bekannt.

Heisenberg wollte die Spektrallinien von Wasserstoff berechnen. Sein Ansatz war,
von einem klassischen System H = % + V(q) auszugehen. Er konstruierte Opera-
toren P und @), sodass [Q, P| = i erfiillt war, setzte diese ein und bestimmte dann
die Eigenwerte des entstandenen Operators H als mogliche (Energie-)zustande. Er
leitete dabei alle Rechenregeln her und erkannte insbesondere die Notwendigkeit
von Nicht-Kommutativitat.
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Die eigentliche Arbeit bestand dann darin, eine Storung cQ® in den Schrodinger-
operators einzufithren und deren Auswirkungen zu betrachten. Diese Theorie fuhr-
te zur Kopenhagener Deutung, die das EPR-Paradoxon (Einstein, Podolski, Rosen)
auflésen konnte [l

Heisenbergs Paper wird gemeinhin als schwierig und unverstandlich angesehen:

If the reader is mystified at what Heisenberg was doing, he or she is
not alone. I have tried several times to read the paper that Heisen-
berg wrote on returning from Heligoland, and, although I think I un-
derstand quantum mechanics, I have never understood Heisenberg’s
motivations for the mathematical steps in his paper. Theoretical physi-
cists in their most successful work tend to play one of two roles: they
are either sages or magicians....It is usually not difficult to understand
the papers of sage-physicists, but the papers of magicianphysicists are
often incomprehensible. In that sense, Heisenberg’s 1925 paper was
pure magic. Perhaps we should not look too closely at Heisenberg’s
first paper......

- Steven Weinberg, Physiknobelpreistrager

Es ist anzumerken, dass Heisenberg die Operatoren in seiner ursprunglichen Ar-
beit noch nicht als Matritzen erkannt hat. Erst Born bemerkte die Analogie der
hergeleiteten Formeln zur Matrixmultiplikation und brachte damit die Idee einer
Matrixdarstellung ins Spiel.

Fur mehr geschichtliche Hintergriunde siehe [3]] und [4].

3. Darstellung von ‘H durch den Raum D ganzer Funktionen

Bei der Betrachtung von physikalischen Problemen mit polynomialen Observablen
P und @) kann es niitzlich sein, die Monome 2" (normiert) als Basis zu wahlen.
Bemerke, dass jede ganze Funktion nach [6] als (kompakt konvergierende) Potenz-
reihe darstellbar ist. Die Darstellbarkeit als Potenzreihe ist dabei schon aufgrund
der Definition holomorpher Funktionen klar.

Wir betrachten Funktionen der Form

I PO, :
f(z)_;cnm mit (C,,) € ¢

Der von diesen Funktionen aufgespannte Raum ist gerade D.

Bei der Gleichheit wurde die eine Richtung dabei bereits oben erlautert, fur die an-
dere benotigt man den WeierstralSschen Konvergenzsatz aus der Funktionentheo-
rie:

Satz. Sei G C C ein Gebiet und (f,)nen eine Folge holomorpher Funktionen f, :
G — C, die auf G lokal gleichméalSig gegen eine Funktion f : G — C konvergiert,
das heilSt, zu jedem z € G gibt es eine Umgebung U C G von z, so dass f, auf

'Das Paradoxon beschreibt die scheinbar simultane Messung komplementarer GrofSen, indem
man zwei Teilchen verschrankt und die GrofSen an je einem der Teilchen misst. Die Auflosung besteht
darin, dass die Kopenhagener Deutung sagt, dass die Messung am zweiten Teilchen eben gar keine
Messung einer Eigenschaft des ersten Teilchens ist.
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U gleichmalSig gegen f konvergiert. Dann ist f holomorph und fiir jedes k € Ny
konvergiert (f\*),en auf G lokal gleichméBig gegen f*)

Beweis. Der Beweis stammt von [7]. Die Grenzfunktion ist stetig. Sei 2y € G ein
Punkt, P € G ein Polyzylinder um z; und 7" sein ausgezeichneter Rand. Dann gilt:

flp= kh—>Holo frlp = kh—fgo Chr
Da T kompakt ist, kann man Integral und Grenzwert vertauschen. So gilt fur jedes
feste z € P:
Jim Cpr(2) = Cpr(2) = Cpr(2)

Da f auf T stetig ist, hat das Cauchy-Integral Cy; eine Potenzreihenentwicklung
auf P. Deshalb ist f holomorph in z,. O

Die Normierung mit v/n! ist dabei notwendig, um die Konvergenz der Summe zu
sichern. Dass sie hier nicht zum Problem wird, muss leider unbegriindet bleiben.
Definiere auf D nun

(fi, f2) = /fl f2 _| 2’z

Satz. (fi, f») definiert ein Skalarprodukt auf D.

Beweis. Positive Definitheit ist klar, wenn man bedenkt, dass 2z € R,. Sequiineari-
tat folgt aus den Eigenschaften des Integrals und der Symmetrie der Darstellung.
(f,f) = 0= f =0 folgt aus den Eigenschaften des Integrals, wenn man bedenkt,
dass e *I* strikt positiv ist. O

Satz. Die Vektoren = \ﬁ bilden ein Orthonormalsystem in D.

Beweis.

(2", 2™) = —/z”(z)z (2)e 1 dz

/ / d(,O’IJH_m ip(n—m)

_ n#+m
\/H n=m

Im ersten Fall (n # m) wird das Integral iiber den Einheitskreis gleich 0. Im Fall n =
m wird der Integrand zu r*"*'e~"" wird, also das Integral zu 27T (1 + 1 {2n +1}).
Durch die Normierung bleibt nun gerade 1 stehen. 0

3.1. Die Darstellung von ¢ und a*.

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt eine Matrixdarstellung gefunden, die uns
zeigt, wie a und o* auf die Faktoren (), wirken. Da wir die selben (), verwenden
wollen, soll auch die Wirkung erhalten bleiben. Folglich bleibt als Wahl nur

d N

a = — a ‘=z

dz '’
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Setzt man diese Formeln in die Definitionen von P, () und H ein ergeben sich:

1 d
o=z (&)

4. Koordinatendarstellung

In der Koordinatendarstellung gelangt man durch einsetzen zu

1 d
CL:\/—Q_M(CUI'"‘@)
1 d
"=z ()

Da die Gleichung avy = 0 weiterhin erfullt sein soll, gilt

wrthg(x) + Yy(x) =0
Diese ODE wird offensichtlich gelost durch

= (2) 5

Der Vorfaktor ergibt sich aus der Forderung der Normiertheit von .
Anwenden von a* bringt Zustande hoherer Energie:

o= (2) (B2) " (o ) e

Die Funktion |¢,|* wird im Fadeev [1]] als Dichtefunktion der Ortsverteilung postu-
liert. Am Beispiel des harmonischen Oszillators wird vorgerechnet, dass im quan-
tenmechanischen Fall die Funktion auch aulSerhalb der Amplitude des Oszillators
positive Werte annehmen kann, das betrachtete Teilchen den Oszillator also verlas-
sen kann.

Fur weiterfihrende Informationen zur Koordinatendarstellung muss ich (leider) auf
[1] verweisen.
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