PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I

OLIVER C. SCHNURER

ZUSAMMENFASSUNG. PDE 1 Script, gekiirzt um alle Beweise, Bemerkungen
und Aufgaben von Phillip Berndt

0. DIE LAPLACEGLEICHUNG UND DARSTELLUNGSFORMELN

0.1. Die Fundamentallssung. Wir folgen [2] und spiter [4]. Wir wollen n > 2
annehmen. Sonst entspricht das betrachtete Problem einer gewohnlichen Differen-
tialgleichung.

Definition 0.1 (Fundamentallgsung). Die Funktion

— = log |z, n=2,
O(r) = { ? 1 1 n>3

n(n—2)w, |z|*—2’

® :R™\ {0} — R heifit Fundamentallssung der Laplacegleichung.

Hier bezeichnet w,, das Volumen von B;(0) C R", w,, = |B1(0)].

0.2. Darstellungsformel fiir R”. Sei nun n > 2. Wir benutzen die Fundamen-
tallosung zur Konstruktion von Losungen der Gleichung

—Au=f inR".
Theorem 0.2. Sei f € C? (R™). Definiere u : R® — R durch
u(z) = A Sz —y)f(y) dy.

Dann gelten u € C? (R™) und
—Au=f inR"

0.3. Mittelwerteigenschaft.

Theorem 0.3 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen). Sei Q C R™ of-
fen, u € C?(Q) sei harmonisch. Dann gilt
9B (z) B,()

falls B,.(z) C Q.
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Theorem 0.4 (Umkehrung der Mittelwerteigenschaft). Sei Q@ C R™ offen, u €
C?(Q). Falls fiir jede Kugel B,.(x) C Q

wz)= 0 u(y)dy
OB, (z)

gilt, so ist u harmonisch.

Theorem 0.5. Sei Q C R" offen, u € C?(Q). Gilt fiir jede Kugel B,(x) C Q

u(z) = O uly)dy,
B, (x)

so ist u in ) harmonisch. Zeige dies.

Theorem 0.6 (Starkes Maximumprinzip). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, u €
C?(Q) N CY (Q) sei harmonisch. Dann gilt
(1)
max u = max u.
Q 0

(i) Ezistiert xo € Q mit u(xg) = maxu, so ist u auf der Zusammenhangskompo-
Q
nente von xqg konstant.

Theorem 0.7 (Eindeutigkeit). Sei @ C R"™ offen und beschrinkt, f € C°(S),
g € C°(09Q). Dann besitzt das Randwertproblem

Au=f 1inQ,
u=g auf 082
héchstens eine Losung u € C%(Q) N C° (Q).

0.4. Regularitit und innere Abschitzungen.

Theorem 0.8 (Regularitéit). Sei @ C R™ offen, u : Q — R stetig. Erfillt u die

Mittelwerteigenschaft u(x) = @ wu fir alle Kugeln B.(x) C §, so istu € C*(Q).
0B, (x)

Wir bemerken, dass es geniigt, kleine Kugeln zu betrachten.

Daher werden wir in Zukunft annehmen, dass harmonische Funktionen von der
Klasse C'*° sind.

Theorem 0.9 (Innere Abschiitzungen fiir harmonische Funktionen).

Sei Q@ C R™ und w in Q harmonisch. Sei By(xo) C Q und sei a ein Multiindex der
Ordnung k, |a| = k. Dann gilt

a Ck
|D%u(zo)| < WHUHD(BT(mo))a

wobet

1
o =—,

Wn

n+1 k

(2 nk:)

c,=—"—, keN.
Wn

Theorem 0.10 (Satz von Liouville). Sei u : R™ — R harmonisch und beschrinkt.
Dann ist u konstant.
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Theorem 0.11 (Darstellungsformel). Sei f € C?(R™), n > 3. Dann ist jede
beschrinke Losung u € C? (R™) von

—Au=f inR"
von der Form
u(z) = A (@ —y)fly)dy + C
fiir eine Konstante C € R.

Theorem 0.12 (Analytizitidt). Sei Q@ C R™ offen und v : Q@ — R harmonisch.
Dann ist u in Q analytisch.

0.5. Harnackungleichung.

Theorem 0.13 (Harnackungleichung). Sei Q C R™ offen, u : Q — R harmonisch
und uw > 0 in Q. Sei 1 € Q offen und zusammenhingend. Dann gibt es ¢ =
c(n,1,8), so dass

supu < c¢-infu
Q1 951

gilt.

Fiir z, y € Q; folgt also
1
—u(y) < u(z) < c-uly),

d. h. die Funktionswerte von v in §2; sind untereinander vergleichbar.

0.6. Greensche Funktion und Darstellungsformeln auf Gebieten. Wir er-
halten also

Theorem 0.14. Sei Q C R" offen und beschrinkt, 0Q € C*. Sei u € C? (ﬁ) eine
Lésung des Randwertproblems

—Au=f inQ,
u=g auf 09
und G die Greensche Funktion fiir Q, so gilt

u(@) = — A gly) 28

A aTy(x’y) dy + A f(y)G(x,y)dy

fir x € Q.

Theorem 0.15 (Symmetrie der Greenschen Funktion). Sei Q@ C R™ offen, be-
schrinkt und sei 9Q € C. Seien x #y € Q. Sei G die zu Q2 gehorige Greensche
Funktion. Nehme an, dass G € C? ((Q x Q) \ A), A :={(z,z) : x € Q}, ist. Dann
gilt
G(y,x) = G(z,y).

Beispiel 0.16 (Greensche Funktion fiir einen Halbraum). Dies ist zunéchst eine
formale Rechnung, da ein Halbraum nicht prikompakt ist. Definiere

RY :={(z',...,2") €R" : 2" > 0}.
Definiere Z als die Reflektion von = an OR,

Fo=(a,... 2"t —a"),
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Beobachtung: Fiir € R} und y € OR"} gilt ®(y — ) = ®(y — x). Die Abbildung
y+— ®(y — &) ist in M harmonisch und glatt. Wir machen den folgenden Ansatz

G(z,y) =0y —z) — ®(y — 7)
und erhalten

oc _ov o
8y"_8y"y 8y”y

nwn Ly —al™  ly—2*
Fiir y € OR"} erhalten wir

%(m )__ﬁ(x ) = 22" 1
o, (@0 = —ga(@y) =

nw, |z —y|n

Aufgrund der Greenschen Darstellungsformel vermuten wir nun, dass eine Lisung
des Randwertproblems

Au=0 inR7,
u=g auf R’}
fir € R? durch

277,
AN 9(y)

u(z) = o
nwy oR" |T — Y|

gegeben ist.

Eindeutigkeit ist nicht zu erwarten, da fiir ¢ = 0 alle Funktionen u(z) = az™, a € R
Losungen sind.

Theorem 0.17 (Poissonsche Darstellungsformel fiir einen Halbraum). Sei g €
c° (R”‘l) N L (R"‘l) und betrachte R"~! vermdge x +— (x,0) als Teilmenge von
R™. Definiere fiir v € R}

27’7,
AN 9(y)

dy.
nwy, oR" | — y|" 4

u(z) =

Dann gilt
(i) we C= (R7) N L= (RY),
(ii) Au =0 in R7,
(iii) u € C° (@) undu = g auf ORY . Genauer gilt: Es gibt eine stetige Fortsetzung
@ von u auf R mit i = g auf OR"} .

Lemma 0.18 (Poissonsche Darstellungsformel fiir eine Kugel). Die Poissonsche
Darstellungsformel fiir eine Kugel B, fiir das Randwertproblem

Au=0 in B,
u=g auf OB,

ist durch

(0.1) u(z) = B%T K(z,y)g(y) dy
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fir x € B, mit
r?— |z 1

nwpr |z —y|®

K(z,y) =
fir z € B, und y € 0B, gegeben.
Theorem 0.19. Sei g € C°(0B,.) und u durch (0.1) definiert. Dann gilt

(i) uwe C=(B,),
(i) Au =0 in B,,
(#i) w laft sich stetig auf OB, fortsetzen und erfillt dort u = g.

1. PERRONVERFAHREN

Sei 2 C R™ offen und beschriinkt, 99 € C2, g € C°(9Q). Wir wollen eine Funktion
u € C™®(Q)NC°(Q) finden, die das Randwertproblem

Au=0 1in Q,
u=g auf 09

lost.

1.1. Konvergenzsitze.

Theorem 1.1. Sei Q C R™ offen, u; : Q@ — R eine Folge harmonischer Funktionen,
die gleichmdfig gegen u konvergiert, u; = u.

Dann ist u in € harmonisch.

Theorem 1.2. Sei Q C R™ offen. Sei (u;) eine Folge harmonischer Funktionen,
die auf jeder kompakten Menge K C § die Abschitzung |ui(x)| < c¢(K) erfiillen.
Dann gibt es eine Teilfolge der (w;), die in C? () konvergiert. Der Grenzwert u
ist eine glatte harmonische Funktion.

Korollar 1.3. Sei  C R"™ offen und beschrinkt. Sei u; : Q — R eine Folge von
Funktionen u; € C° (Q), die in Q harmonisch sind. Gelte u; = ¢; auf OSQ.

Konvergieren die Funktionen ¢ auf 0Q gleichmdpig gegen eine Funktion ¢, so
konvergieren die Funktionen w; in 0 gleichmdfig gegen eine Funktion u € C> a
CcP (Q), die in ) harmonisch ist.

Theorem 1.4 (Harnacksches Konvergenztheorem). Sei Q@ C R™ offen und zusam-
menhdngend. Sei u; eine monoton wachsende Folge harmonischer Funktionen. Sei
y € Q und sei u;(y) gleichmdflig beschrinkt. Sei Q' € Q. Dann konvergiert u; auf
Q' gegen eine harmonische Funktion.
1.2. C%-subharmonische Funktionen.
Definition 1.5. Sei 2 C R™ offen.
(i) u € C%(Q) heift
e harmonisch, falls —Au =0,

e subharmonisch, falls —Au < 0,



6 OLIVER C. SCHNURER

e superharmonisch, falls —Au > 0.
(ii) u € C°(£2) heiBt
e subharmonisch, falls fiir jede Kugel B,.(z) € Q und jede C2-harmonische
Funktion h : C?(B,(x)) N C° (T(x)) mit u < h auf B, (x) auch u < h
in B,(z) folgt.

e superharmonisch, falls —u subharmonisch ist.
e harmonisch, falls v subharmonisch und superharmonisch ist.

Kurzfristig werden wir diese Eigenschaften mit C2-subharmonisch und C°-subhar-
monisch unterschiedlich bezeichnen.

Lemma 1.6. Sei Q C R™ offen und u : Q — R sei subharmonisch. (Wir spezifizie-
ren hier nicht genauer, welche Definition von subharmonisch wir voraussetzen, da
die Aussage insbesondere fiir C°-subharmonische Funktionen gilt.)

(i) Dann erfillt u das starke Maximumprinzip in 2, d. h. falls es einen Punkt
xo € Q mit u(xzg) = supu gibt, so ist u in der Zusammenhangskomponente
Q

von xqo konstant.

(ii) Seien u, v € C° (ﬁ) Sei Q0 zusammenhdngend, v superharmonisch und es
gelte uw = v auf 09, so gilt entweder u < v in  oder u = v in Q und beide
Funktionen sind harmonisch.

Korollar 1.7. Sei Q C R™ offen, u € C°(Q) erfiille eine der Mittelwerteigenschaf-
ten

ux) < @ u oder ulx)< @ u
By () OB, (x)

fiir alle Kugeln B,.(z) € 2. Dann ist u auch C°-subharmonisch.

Lemma 1.8 (Harmonische Ersetzung). Sei Q@ C R™ offen. Sei u : Q@ — R subhar-
monisch und B € Q eine Kugel.

Seiw: B — R die harmonische Funktion mit @ = u auf 0B.
Wir definieren die harmonische Ersetzung von u in B durch
w B
Ulr) = u(z), z€ B,
u(z), xe€Q\B.
Dann ist U in Q (C°-)subharmonisch.

Lemma 1.9. Sei Q C R" offen. Seien uy,...,uyn in Q subharmonisch. Dann ist
auch

u(z) = max{uy(z),...,un(z)}
in Q subharmonisch.

Definition 1.10. Sei Q@ C R”™ offen und beschrinkt, ¢ € L*°(92). Dann heifit
ue C° (ﬁ) eine Subfunktion oder Sublésung (fiir den Laplaceoperator —A), wenn
u subharmonisch ist und v < ¢ auf 90 gilt.

Superfunktionen sind analog definiert.
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1.3. Das Perronverfahren.

Theorem 1.11. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Sei ¢ € L>°(0Q). Sei
Sy = {u ec’ (ﬁ) 1w ist Subfunktion beziglich cp} .

Definiere

u(zx) := sup v(z).
vES,

Dann ist u in € harmonisch.

1.4. Barrieren und Randwerte. Mit Hilfe von Barrieren zeigen wir nun, dass
die Perronlosung stetige Randwerte auf hinreichend reguliren Gebieten tatséchlich
annimmt.

Definition 1.12 (Barriere). Sei ¢ € 0. Eine Funktion w € C? (Q), w = we, heifit
Barriere fiir £ relativ zu 2, falls

(i) w in Q superharmonisch ist,

(i) w(¢) =0 und w > 0in Q\ {¢} gelten.

Die Existenz einer Barriere ist also eine lokale Eigenschaft des Randes. Definiere
daher

Definition 1.13. Ein Randpunkt heifit regulir (beziiglich des Laplaceoperators),
falls es eine Barriere zu diesem Punkt gibt.

Lemma 1.14. SeiQ) C R"™ offen und beschrinkt. Seiu eine mittels Perronverfahren
konstruierte Losung, sei & ein requldrer Randpunkt von 0 und sei p in € stetig. Dann

gilt u(x) — (&) fir z — €.
Theorem 1.15. Sei Q C R" offen und beschrinkt. Dann ist das Dirichletproblem

Au=0 1inQ,
u=¢  auf 0

fiir beliebiges p € C°(0Q) genau dann in C*(Q) N C° (Q) l6sbar, wenn jeder Rand-
punkt requldr ist.

Definition 1.16. Sei 2 C R" offen. Dann erfiillt {2 eine duflere Kugelbedingung,
falls fiir jedes = € 9N eine Kugel B existiert, so dass {z} = BN gilt.

Q erfiillt eine gleichméBige Kugelbedingung, falls fiir alle x € 99 Kugeln mit glei-
chem Radius verwendet werden kénnen.

Lemma 1.17. Erfiille Q in & eine dufere Kugelbedingung, {¢} = Br(y)NQ. Dann
181

w(x) = -
( ) {log |3:}—%y|’ n—

eine Barriere fir £ € 0N2.

R*™ — |z —y]2™, n>3,
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1.5. Existenzsitze.

Theorem 1.18. Sei 2 C R" offen und beschrinkt, 02 € C?. Sei p € C°(09).
Dann egistiert genau eine Losung u € C*(Q) N C° () zu

Au=0 1inQ,

u=¢  auf 0.
Theorem 1.19. Sei Q C R"™ offen und beschrinkt, 00 € C?. Sei p € C°(09),
f € C2(R™). Dann ezistiert genau eine Lésung u € C*(Q) N C° (Q) zu

{Auzfinn

(L) U= auf 0.

2. EINDEUTIGKEIT

2.1. Energiemethoden. Die Aussage des folgenden Theorems ist nicht neu, sie
folgt auch schon aus dem Maximumprinzip. Wir lernen hieran nur eine neue Me-
thode kennen.

Theorem 2.1 (Eindeutigkeit). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 9 € C'. Dann
besitzt das Randwertproblem

—Au=f inQQ,
u=g auf 0N

hochstens eine Losung in C? (ﬁ)

Spéter werden wir lernen, wie man das nun untersuchte Funktional in geeigneten
Funktionenrdumen tatséchlich minimieren kann.

Theorem 2.2 (Dirichletprinzip). Sei @ C R™ offen, beschrinkt und 0Q € C*.
Definiere

A L2
Iw] := % 2|Dw| wf,

und

A:={weC? Q) : w=g auf 09},
wobei f € CY(Q) und g € C*(U(8)), also in C* in einer Umgebung U von OX2.
Seiu € C* (Q) eine Lisung zu

{—Au:f in Q,

1) u=g auf 0f).

Dann gilt

Iu] = 1runglJI}lI[w]

Ist umgedreht v € A ein Minimierer fir I,

I[u] = min I[w],

so lost uw das Randwertproblem (2.1).
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2.2. Maximumprinzipien fiir elliptische Differentialgleichungen. Wir fol-
gen [6].

Definition 2.3. Sei F (D2u, Du, u,:):) = 0 eine Differentialgleichung zweiter Ord-
nung. Sei F € C! (an % R x R x Q)

(i) Dann heifit die Differentialgleichung elliptisch, falls
a" = > 0.
auij

(i) Ist F elliptisch, so heifit
u—F (D2u7 Du,u,x) =0 parabolisch
und
Uy — F (D2u, Du,u,x) =0 hyperbolisch.

Beispiel 2.4. Fiir die Differentialgleichung Au = 0 erhalten wir a*/ = §%. Somit
ist

o Awu = 0 elliptisch,
e 1, — Au = 0 parabolisch

e und uy — Au = 0 hyperbolisch.

Ein Beispiel hierfiir ist Lu = Au.

Theorem 2.5. Sei ¢ = 0 und erfille u in Q die Differentialungleichung Lu > 0,
d. h.

aijuij + blul > 0.
Dann gqult
SUp U = mMaxu.
Q o0

Ein analoges Resultat erhilt man fiir Lu < 0 und das Infimum durch Betrachten
von —u.

Korollar 2.6. Seien f € C°(Q) und p € C°(99Q) sowie ¢ = 0. Dann besitzt das
Dirichletproblem

u=¢  auf 0
hichstens eine Lésung u € C*(Q2) N C° (Q).

{Lu:f in §,

Korollar 2.7. Seic <0, Lu >0 in Q, ut(z) := max{u(x),0} Dann gilt
sup ut < max u'.
Q oQ

Theorem 2.8 (Starkes Maximumprinzip, E. Hopf). Sei ¢ =0, Lu > 0. Sei Q zu-
sammenhdngend. Nimmt u sein Mazimum im Inneren von £ an, so ist u konstant.

Gilt ¢ <0 und nimmt u sein nichtnegatives Maximum im Inneren von € an, so ist
u konstant.
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Der Beweis hiervon benutzt

Theorem 2.9 (Hopfsches Randpunktlemma). Sei ¢ <0, Lu > 0. Sei xg € 0 und
gelte

(i) w ist in xq stetig,
(#i) u(zg) > 0 falls ¢ £ 0,
(i11) u(zo) > u(z) fir x € Q,
(iv) es gibt eine Kugel Br(y) C 2 mit xy € OBg(y).

Dann gqult
(Du(xg),z0 —y) > 0,

falls diese Ableitung existiert.

Hier ist klar, dass (Du(xg),zo — y) > 0 gilt.

3. SOBOLEVRAUME

3.1. Definition und grundlegende Eigenschaften. Wir folgen [2]. Weitere gu-
te Ubersichten zu Sobolevriumen und deren Umfeld vermitteln die Biicher von
William Ziemer [9] und Robert Adams [1].

Definition 3.1 (Schwache Ableitung). Sei nunu € L{ (), @ C R™ offen. v € L]
heifit a-te schwache Ableitung von wu, falls

AuD%p = (=1)l* Avp
Q Q
fiir alle Testfunktionen ¢ gilt. Wir schreiben D%u = v.

Lemma 3.2 (Eindeutigkeit der schwachen Ableitung). Seien v, o € L, () schwa-
che Ableitungen von u € L}, (Q). Dann gilt v = 7.

loc

Zum Beweis benotigen wir das Lemma von Du Bois-Reymond. Wir folgen der Dar-
stellung in [3]
Lemma 3.3 (Du Bois-Reymond). Sei f € L}, .(Q), Q C R" offen. Gilt
Afe=0
Q
fiir alle Testfunktionen ¢, so gilt f =0 fast dberall, f =0 in L} ().
Definition 3.4.

(1) Seien k € N, 1 < p < 00, 2 C R™ offen. Wir definieren
WhEP(Q) := {ue L () : D%u € LP(Q) im schwachen Sinn fiir alle |o| < k}.
(2) Die Raume H*(Q) := W*2(Q) und HO(Q) = L?(Q) sind, wie wir spiter
sehen werden, Hilbertriaume.

(3) Fiir u, v € WkP(Q) schreiben wir u = v, falls u = v in L{ (), d.h., falls
u = v fast iiberall gilt.
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(4) Wir definieren die folgende Norm

OO, u g Wk,p(Q))
1/p
sy =14 | 2 ADMw[")] . 1<p<oo,
[[wl[ws. (D) <|a<k Q
> sup D%, p = 0.
lo|<k €2

Hier benutzen wir das wesentliche Supremum. Mit dieser Norm wird der
Raum W¥*P(Q) zu einem Banachraum. Dies beweisen wir spiter.

(5) u € WEP(Q), falls u € WHP(Q') fiir alle Q' € Q gilt.
(6) Wir schreiben u,, — u in W*P(Q), falls
1w — ullwrr)y — 0
und u,, — v in VV{Zf(Q), falls
lwm — ullwer@y — 0
fiir alle ' € Q.
(7) Wir definieren
A V@)
Wo™(Q) = C2(Q) :

Wir bemerken, dass es somit zu jedem v € Wg P(Q2) Funktionen u,, €
C(Q) mit u,, — u in W*P(Q) gibt. Unter geeigneten Voraussetzungen
gilt fiir u € Wi P(Q) auch D*u = 0 auf dQ fiir alle |a| < k — 1. Diese
Aussage ist nicht trivial, da 002 eine Nullmenge ist.

(8) H§(Q) = W5 *(Q).

Theorem 3.5 (Eigenschaften schwacher Ableitungen). Seien u, v € WkP(Q).
Dann gelten

(1) D € Wk=lel»(Q) und DP (D*u) = D (DPu) = DBy fiir |a|+|8] < k.
(2) A\, p € R = \u+ pv € WEP(Q) und D(Au + pv) = AD%u + pD%v.
(3) Ist ' C Q offen, so folgt u € WFP()).
(4) Ist ¢ € C(R), so folgt Cu € W*P(Q) und es gilt die Leibnizregel
a
D*(Cu) = DB¢ DY Py,
=3 () p%

B<a

(3) =7

st und ol == aq! .- ap!.

wobei

Theorem 3.6. Sei Q C R™ offen. Dann ist W*P?(Q) firk € Nund 1 < p < co ein
Banachraum.
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3.2. Approximierbarkeit. In glatten beschrinkten Gebieten lassen sich W*:P-
Funktionen durch glatte Funktionen in der W*?-Norm approximieren.

Theorem 3.7 (Lokale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen).
Seiu € WEP(Q), Q C R™ offen und 1 < p < co. Sein eine Friedrichsche Glittungs-
funktion, n. die zugehdrige Diracfolge. Sei

Q. = {z € Q: dist(z,00) > e}.

Dann ist
ut =neku € C(8)
und es gilt
u® —uin W;ZCP(Q)
fire — 0.

Theorem 3.8 (Globale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen). Sei Q C R
offen und beschrinkt, u € WHP(Q) fir 1 < p < co. Dann gibt es u,, € C>®(Q) N
WEP(Q), so dass Uy, — u in WEP(€Q).

Theorem 3.9 (Globale Approximierbarkeit in C*° (ﬁ)) Sei 0 C R™ offen und
beschrinkt, 0Q € Ct. Seien u € WFP(Q) und 1 < p < oo. Dann gibt es u,, €
C> (Q) NWkP(Q), so dass

Upy — u in WHP(Q).

3.3. Fortsetzbarkeitssitze.

In glatten beschrinkten Gebieten lassen sich W#P(Q)-Funktionen nach R"™ als
WkP (R™)-Funktionen mit kompaktem Triger fortsetzen, so dass deren Norm durch
die urspriingliche Norm abgeschétzt bleibt.

Theorem 3.10 (Fortsetzungssatz). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 02 € C.
Sei V. C R™ offen und beschrinkt, Q0 € V. Dann gibt es eine beschrdankte lineare
Abbildung

E: W' (Q) - WP (R"), 1<p<oo,
so dass fiir u € WP (Q) folgendes gilt

o FEu=wu fast iberall in 2,

e supp(Eu) CV,

o [Eullwirmny < c(p,2,V) - [Jullwieg).-
Die Funktion Eu heifst Fortsetzung von u auf R™.

3.4. Spuren von Sobolevfunktionen. Wir wollen Randwerte von W1P-Funk-
tionen definieren. Diese Funktionen sind i. a. nicht stetig und 0f2 ist eine Nullmen-

ge.

Sei Q beschrinkt. Ist u € WP(Q) mit 9Q € C*, 1 < p < oo, so besitzt u Randwerte
als LP-Funktion.

Theorem 3.11. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0Q € C* und 1 < p < co. Dann
gibt es einen beschrdinkten linearen Operator

T :WhP(Q) — LP(09Q),
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so dass Tu = ulaq, falls w € WHP(Q) N C° () ist und
[Tull e 00) < c(p, ) - ullwie @)
fiir u € WHP(Q) gilt.

Theorem 3.12. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0Q € C* und 1 < p < co. Sei
u € WHP(Q). Dann gilt

ueWyP(Q) <= Tu=0 auf O

3.5. Sobolevungleichungen und Einbettungssitze. Sobolevraume betten in
andere Funktionenrdume ein. Diese Einbettungen

(WhP(Q) —?)
unterscheiden sich, je nachdem, ob
e 1 <p<mn,
e p=n oder
e n<p<oo

gilt. Es geniigt, die entsprechenden Abschéitzungen fiir glatte Funktionen zu bewei-
sen, da diese dicht in den entsprechenden Sobolevfunktionen liegen.

3.6. Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung.

Definition 3.13. Sei 1 < p < n. Der zu p konjugierte Sobolevexponent ist p* =
ne L= 1_ 1 Eggilt p* > p.

n—p’ p* ~ p
Theorem 3.14 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung). Sei 1 < p < n. Dann
gibt es eine Konstante c, die nur von p und n abhdngt, so dass

lull o= mry < €+ |1 Dul| Lo @n)
fiir alle w € CL(R™) gilt.
Theorem 3.15. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0Q € C'. Sei 1l < p < n,
u € WHP(Q). Dann gilt u € LP" (Q) und

[l Lo @) < - lullwie(o)

mit ¢ = ¢(p,n, Q).

Einen solchen Einbettungssatz bekommen wir auch, wenn das Gebiet nicht von der
Klasse C! ist, die Sobolevfunktion dafiir aber Randwerte Null hat.

Theorem 3.16 (Poincaréungleichung). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt. Sei
1<p<nundueW,?(Q). Dann gilt
ullLa) < ¢ [[Dull e (o)

fiir beliebiges q € [1,p*], wobei ¢ = ¢(p, q,n, Q).
Korollar 3.17. Sei Q@ C R" offen und beschrinkt, 1 < p < n. Dann sind auf
Wer(Q)

[Dullr) und [[ullwir)
dquivalente Normen.
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3.7. Holderrdume.

Definition 3.18. Sei u : 2 — R stetig und beschrinkt. Wir definieren fiir 0 < a <
1 die Holderhalbnorm

[u]co,a(ﬁ) = sup M

sy T —yl®
TFy
Im Fall @ = 1 erhalten wir lipschitzstetige Funktionen.

Wir definieren die Holdernorm

el oy = lellon sy + o m.

Der Hélderraum CFe (ﬁ), k € N, besteht aus allen Funktionen v € C* (ﬁ), fiir die
die Norm

llleneqmy = D 1D ulleomy + D (D71l ooy -

[BI<Lk |B]=Fk
endlich ist.

3.8. Morreyungleichung.
Theorem 3.19 (Morrey). Sein < p < oo. Dann gibt es ¢ = ¢(p,n), so dass

[ullcon@ny < ¢ llullws@n

n

fiir alle w € C* (R™), ggf. mit unendlicher rechter Seite, gilt, wobei v = 1 — = ist.

Theorem 3.20. Sei Q C R™ offen und beschrankt, 0 € C'. Sei n<p<oo,ucE
WP(Q). Dann besitzt u einen stetigen Reprisentanten, u* € C%7 (Q), y=1— o
und es gilt

HU*Hco,w(ﬁ) <c-lullwir)

mit ¢ = ¢(p,n, ).

Fiir Funktionen, die schwache Ableitungen héherer Ordnung besitzen, erhilt man
den folgenden Einbettungssatz. Zum Beweis wendet man einfach solange den So-
bolevschen oder Morreyschen Einbettungssatz an, bis dies nicht mehr moglich
ist.

Theorem 3.21. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0Q € C*. Sei u € WFP(Q).
(1) Falls k < 3 gilt, dann ist u € L9(Q2) mit

1

1_1_k
qa p n
und es gilt die Abschdtzung

[ullLage) < - [lullwes,

wobei ¢ = c(k,p,n, Q) ist.
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(2) Falls k > 3 gilt, so ist

we o lE (@)

wobei
Bl e
<1 (beliebig), 3 €N,
und es gilt

”u”Ckf[%]flﬂ(ﬁ) < C(kap,naf)’a Q) : ||u||WkP(Q)
3.9. Kompaktheitssitze. Fir 1 < p < n, p* = n”—fp sind die Einbettungen
WLP(Q) «— LP"(Q) stetig. WhP(Q) «— LI(Q) ist fiir 1 < ¢ < p* sogar eine kom-
pakte Einbettung.
Definition 3.22. Seinen X, Y Banachrdume, X C Y. X ist kompakt enthalten in
Y,

X ey,
falls

(1) |lzlly <c-[lzlx Vo€ X,
(2) jede beschriinkte Folge in X ist prikompakt in Y.

Theorem 3.23 (Rellich-Kondrachov). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0Q € C*,
1 <p<n. Dann gilt

Wtr(Q) e LY(Q)
fiir alle 1 < g < p*.
Theorem 3.24 (Poincaré). Sei die Menge Q@ C R™ zusammenhdingend, offen und
beschrinkt, 0Q € C1. Sei 1 < p < oo. Dann gibt es ¢ = c(n,p, ), so dass

lu = (WallLr) < ¢ [[DullLr o)
fiir alle uw € WYP(Q) gilt, wobei
1
(u)g = 9] %u
Theorem 3.25 (Poincaré fiir eine Kugel). Sei 1 < p < co. Dann gibt es ¢ = ¢(n,p)
mit
|u—()B,@)lLr(B, ) < ¢ 7 [|[DullLe(B, (2))
fiir alle Kugeln B,.(z) C R™ und fiir alle u € WYP(B,(z)).

3.10. Differenzenquotienten.

Definition 3.26. Sei  C R" offen, z € ' € Q,1 < i < n und h # 0. Sei
0 < |h] < dist(€2,09Q) und u : @ — R. Definiere den i-ten Differenzenquotienten
der GoBe h durch
u(x + he;) — u(x)
Dh =
Pufa) o) ulo),

DMy = (Dfu, RN Dhu) .

n




16 OLIVER C. SCHNURER

Theorem 3.27 (Differenzenquotienten und schwache Ableitungen).

(1) Sei 2 C R™ offen, 1 < p < oo und u € WHP(Q). Fiir Q' € Q gibt es ein
c> 0, so dass

h
|D u||LP(Q’) < c-||Dullr (e
fiir alle 0 < |h| < § dist(Q',99).

(2) Seil <p < oo, u€ LP(Q) und Q& C R™ offen. Gibt es ¢ > 0 und Q' € Q
mat
h
|D U’HLP(Q') <c

fiir alle 0 < |h| < 1 dist(Q,09), so gilt u € WHP(Q') und
||Du||Lp(Q/) S C.

4. L?-THEORIE
4.1. Existenz. Wir benutzen Methoden der Funktionalanalysis, um eine schwache
Losung zu konstruieren.

Definition 4.1 (Generalvoraussetzungen).
Sei  C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C*, L ein elliptischer Differentialoperator
zweiter Ordnung in Divergenzform

Lu=— (aij(az)ui)j + b (x)u; + d(z)u.
Wir machen folgende Annahmen
e gleichméifige Elliptizitét:
a6 > D¢
fiir eine Konstante ¥ > 0.
e Symmetrie: a¥ = a’?.
e Regularitit: o/, b', d € L>®(Q), f € L*(Q).
o Koerzivitdt: Es gibt § > 0, so dass
Aaip; + Vo + do® > Blelli o)
fiir alle ¢ € H} () gilt.

Dies motiviert die folgende Definition einer schwachen Lésung.

Definition 4.2 (Schwache Lésung). Eine Funktion u € HE(Q) heifit schwache
Losung des Randwertproblems

Lu=f inQ,
u=0 auf 092,

wenn fiir alle Funktionen ¢ € H(Q)
A a“uip; 4 bluip + dup = Afe

gilt.
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Wir wollen die folgenden beiden Theoreme aus der Funktionalanalysis benutzen.
Dabei bezeichnet H einen Hilbertraum, (-,-) : H x H — R das Skalarprodukt auf
H und || - || die Norm von H.

Theorem 4.3 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei H ein Hilbertraum. Sein Dual-
raum H* ist kanonisch isomorph zu H, d. h. zu jedem f € H* gibt es ein eindeutig
bestimmtes Element u € H, so dass

f(v) = (u,v)y firaleveH

gilt. Die Abbildung f — w ist ein linearer Isomorphismus von H* auf H.

Das folgende Theorem folgt direkt aus dem Rieszschen Darstellungssatz, wenn die
Bilinearform symmetrisch ist, denn dann definiert die Bilinearform ein zum Stan-
dardskalarprodukt dquivalentes Skalarprodukt (im Sinne von dquivalenten Normen)
und wir kénnen hierauf direkt den Rieszschen Darstellungssatz anwenden.

Theorem 4.4 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum, B : H x H — R bilinear,
stetig, also
| Blu, v]| < allull - [[v]l,
und koerziv, also
Bllul® < Blu, ],
fiir Konstanten o, > 0 und alle w, v € H. Sei f € H*. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmes v € H mit
Blu,v] = f(v) fir allev € H.

Theorem 4.5. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.1 existiert genau eine
schwache Léosung u des Randwertproblems

Lu=f nQ,
u=0 auf 09.

4.2. Alternativer Existenzbeweis mit Methoden der Variationsrechnung.
Sei 2 C R™ offen und beschriinkt. Sei f € L?(£2). Wir suchen eine schwache Loésung
u € W2 von

Au=f inQ,
u=0 auf 09Q.
Dazu wollen wir
I(u) :== % Vul* + fu
unter allen Funktionen u € W;'?(2) minimieren.

Wir benutzen einige Resultate aus der Funktionalanalysis:

Definition 4.6 (Schwache Konvergenz). Sei V ein Banachraum und V* sein Du-
alraum. Dann konvergiert x,, schwach gegen z, z,, — x, falls

<f»xn> - <f,!L'>
fiir alle f € V* gilt.

Sei H ein Hilbertraum. Dann ist H* kanonisch isomorph zu H. Wir identifizieren
H und H*. Hier benétigen wir schwache Konvergenz nur in Hilbertrdumen.
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Definition 4.7 (Separabel). Ein metrischer Raum M ist separabel, wenn es eine
abzahlbare dichte Teilmenge gibt.

Das folgende Lemma gilt auch in Banachrdumen.
Lemma 4.8. Sei H ein Hilbertraum und z,, — x eine schwach konvergente Folge

in H. Dann gilt
|lz|| < liminf ||z, ||.
n—oo

Korollar 4.9. Sei Q C R™ offen und beschrinkt mit Lipschitzrand. Sei up — u
eine schwach konvergente Folge in Wol’Z(Q). Dann gilt

liminf A |Vug|* > A [Vul?
k—oco Q Q
Theorem 4.10 (Banach-Alaoglu). Sei H ein separabler Hilbertraum und sei (),

xn € H, eine beschrinkte Folge. Dann besitzt (x,,) eine schwach konvergente Teil-
folge. Fir den schwachen Grenzwert gilt ||z|| < liminf ||z,].
n—oo

Sei nun ug, uy € 1/1/01’2((2)7 eine Minimalfolge fiir I(u), d. h. es gelte

lim I(ug) — liminf I(u).
k—oo uEW,2(Q)

Im folgenden werden wir hiufiger % |Vul|? > A % u? fiir ein A = A\(Q) > 0 verwen-

den.

Zunichst wollen wir nachweisen, dass das betrachtete Infimum endlich ist. Es
gilt
1 1 € 1 1
I(w) = A = 2 > 2 2 € 2 L 25 _ L2 _
(W)= ASIVuP+ fuz SAA@ =S Aw = AL 2~ >~
falls € > 0 klein genug ist.

Mit einer analogen Rechnung kénnen wir die W1'2-Norm der u,’s gleichméBig be-
schrianken. Aufgrund der Minimalfolgeneigenschaft gilt
1

1 1 €
> A= |Vun 2 + A fu, > A =|Vu,|* — = AuZ —
Q 2 Q Q 2 20 2e

Af?
Q
1 5 1
S A 2 & 2_ A g2
= Q oVl =g g WVl = 4527
Nun wihlen wir € > 0 klein und bringen den A f2-Term auf die linke Seite. Die
Q

Behauptung folgt. Aufgrund der Aquivalenz der Normen mit und ohne L2-Term
auf VVO1 2 ist auch A u? gleichmiBig beschrinkt.
Q

Nach Banach-Alaoglu besitzt u,, also eine Teilfolge (wir benennen nicht um), die
in W12 schwach gegen u konvergiert. Aufgrund der Spurabschitzungen ist VVO1 2
ein abgeschlossener Unterraum von W2, Ein abgeschlossener Unterraum ist, wie
man durch Testen mit einem Vektor aus dem orthogonalen Komplement sieht, auch
unter schwacher Konvergenz abgeschlossen. Daher hat auch der Grenzwert u wieder
Randwerte Null. Da W2 € L? ist, diirfen wir weiterhin annehmen, dass diese Folge
in L2(Q) gegen u konvergiert. Somit ist

. o oy 1 2
inf  I(w)= lim I(u,)= nhm <% 2|Vun\ + %fun>

w€W01’2(Q) n—oo —00
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1 1
lim A =|Vu,|> + A fu > liminf A =|Vu,|* + A fu
2 Q n—oo Q 2 Q

n—o00 )

1
>A-|VuP +Afu=1(u)> inf I(w)
Q2 Q weW ()
Somit gilt iiberall Gleichheit. » minimiert also I in WO1 2 und die Euler-Lagrange-

Gleichung besagt gerade, dass u eine schwache Losung ist: Sei v € WO1 2(Q) Wir
erhalten

=
I

I(u+ tv)
t=0

(IVul® + 2¢(Vu, Vo) + [Vo|?) + fu+tfv
t=0

Sl g
o>
N =

(Vu, Vo) + fu.

|
S]be

4.3. Regularitit.

4.4. Generalvoraussetzungen. Sei ) C R" offen und beschriinkt, v € Hg(Q)
eine schwache Losung der Differentialgleichung Lu = f in Divergenzform,

Lu = — (a"u;) ; + b'u; + du,
J
mit
e gleichmiiig elliptischem a*/,

o ail, bi,de L¥(Q).

4.5. Innere H?-Regularitit.
Theorem 4.11 (Innere H?-Regularitiit). Sei a¥ € C1(Q), b', d € L>®(), f €
L?(Q). Seiu € HY(Q) eine schwache Lisung von
Lu= fin Q.
Dann ist u € HE, (Q) und fiir alle Q' € Q gilt

loc
lull g2y < ¢ (1 le2e) + lullrz@)
mit ¢ = c(Q,Q, L).

4.6. Hohere Regularitét.

Theorem 4.12 (Hohere innere Regularitiit). Sei 0 < m € N,
a”, b, d eC"TH(Q),
feH™(Q).
Seiu € H*(Q) eine schwache Lésung von
Lu= fin Q.
Dann ist u € H™2(Q) und fiir alle ' € Q gilt die Abschitzung

loc
[ull sy < e (1 FlEm @) + llull2 @)
mit ¢ = ¢(m,Q, QY L).
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Theorem 4.13 (Schwache Losungen sind bei glatten Daten glatt). Seien
a, b, d eC™ (),

feC™(Q).
Sei uw € HY(Q) eine schwache Lsung von
Lu= fin Q.
Dann gilt
u € C™(Q).

4.7. Randregularitit. Bei glatten Daten erhalten wir v € C'*° (ﬁ)

Theorem 4.14 (H?-Regularitit am Rand). Sei Q C R™ offen und beschrinkt,
o0 € C?. Seien a’ € C* (Q), b, d € L>(Q) und f € L*(Q). Sei u € H}(Q) eine
schwache Losung des Randwertproblems

Lu=f 1inQ,
u=0 auf 0N,
s0 gilt u € H?(Q) mit der Abschitzung
lullmrz(o) < e« (1flL2e) + lullzz@))
wobei ¢ = ¢(Q, L).

Theorem 4.15 (Hohere Randregularitéit). Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt, 092 €
C™*2, Seien m € N,

ai, b, d eC™ (@),
feH™(Q).
Seiu € HE eine schwache Lésung des Randwertproblems
Lu=f 1in§,
u=0  auf 0.
Dann ist u € H™2(Q) und es gilt die Abschitzung
[l m2(0) < ¢ (If Lm0y + llullc2(0))
mit ¢ = ¢(m,Q, L).

Theorem 4.16 (Glattheit bei glatten Daten). Sei Q C R™ offen und beschrinkt,
002 € C™. Seien weiterhin

0l b, d eC™ (9),
feCc>(Q).
Seiu € H}(Q) eine schwache Losung des Randwertproblems
{Lu —f nQ,
u=20 auf ONQ.

Dann gilt u € C> ().
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5. EIGENWERTE DES LAPLACEOPERATORS

5.1. Existenz und Basiseigenschaften. Wir folgen [6, S. 231 ff.]. Sei hier stets
Q C R™ offen, beschrinkt und zusammenhéngend, 9Q € C*°. Bezeichne hier (,-)
das Skalarprodukt in L?(Q2).

Theorem 5.1. Der kleinste Eigenwert des Laplaceoperators bei Dirichletrandwer-
ten ist gegeben durch

A [Duf?
Du, D
Moo= inf 2= gy PwDW
wenl@ A u? ueHY () <u, u)
e Q e

Es gibt u € C (ﬁ), u >0 in §, so dass

Au+ X u=0 1inQ,
u=20 auf 0f).

A1 ist ein Eigenwert der Vielfachheit eins.

Theorem 5.2. Seien (A, u;), 1 < i < k die ersten k Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen (mit Vielfachheit). (Diese sind wie Gblich bei Eigenwerten mit Vielfachheit
nicht eindeutig bestimmt.) Dann ist

Du, D
Mg = inf PwDw

0ZueH(Q) <u, u)
(u,u;)=0,1<i<k

Es gibt upy1 € C*° (ﬁ), so dass
Atpi1 + Appruper =0 in
Ug41 =0 auf 0.
gilt.

Theorem 5.3. Es gibt abzdihlbar viele Figenwerte Ay, des Laplaceoperators und es
gilt
A — o0 fiir k — oo.

Die FEigenfunktionen wuy, bilden (bei Konstruktion wie oben und nach Normierung)
eine Orthonormalbasis in L*(Q) und es gilt

(v, u;)u; fiir alle v € L2,

s
I
-

(v,v) =Y (v, u;)? fiir alle v € L?,

v

ﬁ
Il
-

(Dv, Dv) =Y \{v,u;)? fiir alle v € H.

s

@
Il
-
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5.2. Separation der Variablen. Sei Q C R" offen und beschriankt, 0f) sei glatt.
Seien ug, u; € L?(2). Wir wollen die Anfangswertprobleme

4—Au=0 in§ x[0,00),
(5.1) u=0 auf 9Q x [0, c0),
u(-,0) =wup in

und

Uy —Au=0 in Q x (—o0,00),
u=20 auf 9Q x (—o0, 00),
u(,0) =wuy in €,

u(+,0) =u1 in Q

(5.2)

losen. Dabei beschreibt die Wirmeleitungsgleichung (5.1) die Wirmeverteilung in
einem Korper 2 als Funktion der Zeit, wenn die Auflenflichen eine konstante Tem-
peratur haben. Die Wellengleichung beschreibt die Auslenkung der Membran einer
wenig ausgelenkten Trommel.

Wirmeleitungsgleichung. Um die Gleichung (5.1) zu 16sen, machen wir den An-
satz u(x,t) := f(t)v(x), nehmen u # 0 (fiir die Herleitung) an, und erhalten
1 v d f 1 d 1
—(t—Au)=— - —f— =Av==-—f——-Av.
u(u u) vf dt vf Y fodt v
Wir haben also die Abhéngigkeit von den beiden Variablen separiert. Gleichheit
gilt somit, wenn —1 4 f und *UA” beide mit einer gegebenen Konstanten A iiber-

fdt
einstimmen.

Eigenfunktionen u des Laplaceoperators auf €2 mit Randwerten Null zu einem Ei-
genwert A

—Au=Mu in Q,
u =0 auf o)

gibt es nur fiir eine diskrete Menge von positiven Konstanten A. Sei (u;, A;) ein
solches Tupel.

Die Differentialgleichung f%% f = A besitzt fiir beliebiges A € R die Losung f(t) =
f(0)e= .
Nun 16st w(x,t) := Bie *itu;(x) die Wirmeleitungsgleichung

w—Aw=0 1in Q,

w=0 auf 0.

Linearkombinationen von Losungen der Wérmeleitungsgleichung sind wieder Losun-
gen. Somit ist auch

N
u(z,t) = Zﬁie_k"'tui(x)
i=1

eine Losung der Warmeleitungsgleichung (5.1).
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Ist ug € L?(Q) beliebig, so gibt es nach Theorem 5.3 Konstanten 3; := (ug,u;) fiir

i € N>1, so dass
oo
up = E Bi;.
i=1

Mit zusétzlicher Arbeit kann man nachweisen, dass nun
o0

(5.3) u(z,t) = Zﬂie*’\itui(x)
i=1

in einem geeigneten Sinne das Anfangswertproblem (5.1) fiir positive Zeiten 15st.
Fiir positive Zeiten ist die Losung glatt. Fiir ¢ = 0 erh&lt man jedoch i. a. nur eine
L?-Funktion.

Diese Probleme bei ¢ = 0 wollen wir fiir den Rest der Betrachtungen von (5.1) und
(5.2) nicht weiter verfolgen.

Wir beobachten, dass hohe Frequenzen (grofie Eigenwerte) in (5.3) schneller abklin-
gen als tiefe. Weiterhin kann man einen gemeinsamen Faktor e~*1* ausklammern
und sieht, dass u(z,t) mindestens mit dieser Rate gegen Null konvergiert. Im ge-
nerischen Fall, wenn §; = %uoul # 0 ist, kann man die Losung reskalieren. Es gilt

dann

1

FeAltu(m,t) — uq (z) fiir t — oo.
1

Somit verteilt sich die Warme fiir grofle Zeiten immer gleichméfiger in dem gege-

benen Kérper und das Profil der Temperaturverteilung approximiert (nach Reska-

lieren) generisch die erste Eigenfunktion. Ist 51 = ... = Bx_1 = 0, so approximiert

man entsprechend die k-te Eigenfunktion.

Wellengleichung. Hier fiihrt ein Ansatz u(z,t) = f(t)v(x) zu

1 1 A
E(Utt —Au) = }ftt - TU

zum Gleichungssystem

1 Av
_?ftt == _T'

Losungen u; des rechten Teiles kennen wir bereits. Losungen des ersten Teiles sind

gegeben durch
f{t) =« cos (\/)\»Zt> + \5)% sin <\/)\7t) .

Der formale Ansatz

u(zx,t) = i (ai cos (\//\Tt) + jj\j sin (@t)) u; ()

fithrt also zu

u(z,0) = i @ Cos (\/):t) u;(x),
ur(x,0) = i B; sin <\/)\72t) u;(x).
i=1
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Da die u; eine Orthonormalbasis von L? bilden, kénnen wir damit das Anfangs-
wertproblem (5.2) zumindest formal 16sen. Im Unterschied zu (5.1) existiert solch
eine Losung fiir alle Zeiten, wihrend im parabolischen Fall eine Lésung fiir negative
Zeiten im allgemeinen nicht existiert, da die Exponentialfaktoren sofort die Kon-
vergenz der Reihe zerstoren; die riickwértige Warmeleitungsgleichung ist allgemein
nicht 16sbar.

Anschaulich bedeutet die angegebene Losung, dass die betrachtete Membran eine
Uberlagerung von Eigenschwingungen ausfiihrt. In der Musik bezeichnet man )\
als Grundton und A; als Obertone. Diese sind von der Geometrie des Instrumentes
abhéngig.

Im Falle endlicher Summen liegt eine klassische Losung vor und die formalen Rech-
nungen werden sofort rigoros.

ANHANG A. DIVERGENZSATZ
Theorem A.1 (Divergenzsatz). Sei  C R™ offen und beschrinkt, 0Q von der
Klasse C*, ¢ € C! (ﬁ, R”). Dann gilt
Adive = AlE,v).
Q o0

ANHANG B. HOLDERRAUME

Die im folgenden definierten Raume C" (ﬁ) und C* (ﬁ) sind Banachrdume.
Definition B.1 (Hélderrdume). Sei Q C R™ offen, u : 2 — R. Es ist
(i) u e C°(Q), falls u sich stetig bis zum Rand fortsetzen 148t und

l|lul|co(qy = sup |u| < oo.
TEQ

(i) u € C¥ (Q), k € N, falls Du € C° (Q) fiir alle || < k und

llullck ) = Z sup | D%u| < oo.
ol <k €N
(iii) w € C%* (Q),0 < a <1, falls u € C° () und
u(z) — u(y)

||u||co.a(Q) = ||UHCO(Q) + sup | = ||U||CO(Q) + [u]co,a(g) < Q.

etyeq T —y|*
(iv) ue C** (), k€N, 0< a <1, falls u € C* (Q) und

[ull gre @y = ullor@) + Z [D%u] 0,0y < 00
la|=k

(v) ue C**(Q), k€N, 0< o<1, falls u € CH (V) fiir alle Q' € Q. CF(Q)
ist kein Banachraum.

Fiir 0 < a < 1 heifien die Rdume C** Holderrdume. || - ||ok.« heifit Holdernorm,
[]co.e heifit Holderhalbnorm.
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Beispiel B.2. Sei Q C R mit Q = (—1,1) und 0 < o < 1. Dann ist u(z) = |z|®
holderstetig. Es ist u € C%%(Q).
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