
PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I

OLIVER C. SCHNÜRER

Zusammenfassung. PDE 1 Script, gekürzt um alle Beweise, Bemerkungen

und Aufgaben von Phillip Berndt

0. Die Laplacegleichung und Darstellungsformeln

0.1. Die Fundamentallösung. Wir folgen [2] und später [4]. Wir wollen n ≥ 2
annehmen. Sonst entspricht das betrachtete Problem einer gewöhnlichen Differen-
tialgleichung.

Definition 0.1 (Fundamentallösung). Die Funktion

Φ(x) :=

{
− 1

2π log |x|, n = 2,
1

n(n−2)ωn
1

|x|n−2 , n ≥ 3,

Φ : Rn \ {0} → R heißt Fundamentallösung der Laplacegleichung.

Hier bezeichnet ωn das Volumen von B1(0) ⊂ Rn, ωn = |B1(0)|.

0.2. Darstellungsformel für Rn. Sei nun n ≥ 2. Wir benutzen die Fundamen-
tallösung zur Konstruktion von Lösungen der Gleichung

−∆u = f in Rn.

Theorem 0.2. Sei f ∈ C2
c (Rn). Definiere u : Rn → R durch

u(x) = ∆
Rn

Φ(x− y)f(y) dy.

Dann gelten u ∈ C2 (Rn) und

−∆u = f in Rn.

0.3. Mittelwerteigenschaft.

Theorem 0.3 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen). Sei Ω ⊂ Rn of-
fen, u ∈ C2(Ω) sei harmonisch. Dann gilt

u(x) = Ø
∂Br(x)

u = Ø
Br(x)

u,

falls Br(x) ⊂ Ω.
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Theorem 0.4 (Umkehrung der Mittelwerteigenschaft). Sei Ω ⊂ Rn offen, u ∈
C2(Ω). Falls für jede Kugel Br(x) ⊂ Ω

u(x) = Ø
∂Br(x)

u(y) dy

gilt, so ist u harmonisch.

Theorem 0.5. Sei Ω ⊂ Rn offen, u ∈ C2(Ω). Gilt für jede Kugel Br(x) ⊂ Ω

u(x) = Ø
Br(x)

u(y) dy,

so ist u in Ω harmonisch. Zeige dies.

Theorem 0.6 (Starkes Maximumprinzip). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, u ∈
C2(Ω) ∩ C0

(
Ω
)

sei harmonisch. Dann gilt

(i)
max

Ω
u = max

∂Ω
u.

(ii) Existiert x0 ∈ Ω mit u(x0) = max
Ω

u, so ist u auf der Zusammenhangskompo-

nente von x0 konstant.

Theorem 0.7 (Eindeutigkeit). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, f ∈ C0(Ω),
g ∈ C0(∂Ω). Dann besitzt das Randwertproblem{

∆u = f in Ω,
u = g auf ∂Ω

höchstens eine Lösung u ∈ C2(Ω) ∩ C0
(
Ω
)
.

0.4. Regularität und innere Abschätzungen.

Theorem 0.8 (Regularität). Sei Ω ⊂ Rn offen, u : Ω → R stetig. Erfüllt u die
Mittelwerteigenschaft u(x) = Ø

∂Br(x)
u für alle Kugeln Br(x) ⊂ Ω, so ist u ∈ C∞(Ω).

Wir bemerken, dass es genügt, kleine Kugeln zu betrachten.

Daher werden wir in Zukunft annehmen, dass harmonische Funktionen von der
Klasse C∞ sind.

Theorem 0.9 (Innere Abschätzungen für harmonische Funktionen).
Sei Ω ⊂ Rn und u in Ω harmonisch. Sei Br(x0) ⊂ Ω und sei α ein Multiindex der
Ordnung k, |α| = k. Dann gilt

|Dαu(x0)| ≤ ck
rn+k

‖u‖L1(Br(x0)),

wobei

c0 =
1
ωn
,

ck =

(
2n+1nk

)k
ωn

, k ∈ N.

Theorem 0.10 (Satz von Liouville). Sei u : Rn → R harmonisch und beschränkt.
Dann ist u konstant.
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Theorem 0.11 (Darstellungsformel). Sei f ∈ C2
c (Rn), n ≥ 3. Dann ist jede

beschränke Lösung u ∈ C2 (Rn) von

−∆u = f in Rn

von der Form
u(x) = ∆

Rn
Φ(x− y)f(y) dy + C

für eine Konstante C ∈ R.

Theorem 0.12 (Analytizität). Sei Ω ⊂ Rn offen und u : Ω → R harmonisch.
Dann ist u in Ω analytisch.

0.5. Harnackungleichung.

Theorem 0.13 (Harnackungleichung). Sei Ω ⊂ Rn offen, u : Ω → R harmonisch
und u > 0 in Ω. Sei Ω1 b Ω offen und zusammenhängend. Dann gibt es c =
c(n,Ω1,Ω), so dass

sup
Ω1

u ≤ c · inf
Ω1
u

gilt.

Für x, y ∈ Ω1 folgt also
1
c
u(y) ≤ u(x) ≤ c · u(y),

d. h. die Funktionswerte von u in Ω1 sind untereinander vergleichbar.

0.6. Greensche Funktion und Darstellungsformeln auf Gebieten. Wir er-
halten also

Theorem 0.14. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1. Sei u ∈ C2
(
Ω
)

eine
Lösung des Randwertproblems {

−∆u = f in Ω,
u = g auf ∂Ω

und G die Greensche Funktion für Ω, so gilt

u(x) = − ∆
∂Ω
g(y)

∂G

∂νy
(x, y) dy + ∆

Ω
f(y)G(x, y) dy

für x ∈ Ω.

Theorem 0.15 (Symmetrie der Greenschen Funktion). Sei Ω ⊂ Rn offen, be-
schränkt und sei ∂Ω ∈ C1. Seien x 6= y ∈ Ω. Sei G die zu Ω gehörige Greensche
Funktion. Nehme an, dass G ∈ C2

((
Ω× Ω

)
\∆
)
, ∆ := {(x, x) : x ∈ Ω}, ist. Dann

gilt
G(y, x) = G(x, y).

Beispiel 0.16 (Greensche Funktion für einen Halbraum). Dies ist zunächst eine
formale Rechnung, da ein Halbraum nicht präkompakt ist. Definiere

Rn+ :=
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn > 0
}
.

Definiere x̃ als die Reflektion von x an ∂Rn+,

x̃ := (x1, . . . , xn−1,−xn).
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Beobachtung: Für x ∈ Rn+ und y ∈ ∂Rn+ gilt Φ(y− x̃) = Φ(y−x). Die Abbildung
y 7→ Φ(y − x̃) ist in Rn+ harmonisch und glatt. Wir machen den folgenden Ansatz

G(x, y) := Φ(y − x)− Φ(y − x̃)

und erhalten

∂G

∂yn
=
∂Φ
∂yn

(y − x)− ∂Φ
∂yn

(y − x̃)

= − 1
nωn

{
yn − xn

|y − x|n
− yn + xn

|y − x̃|n

}
.

Für y ∈ ∂Rn+ erhalten wir

∂G

∂νy
(x, y) = − ∂G

∂yn
(x, y) = − 2xn

nωn

1
|x− y|n

.

Aufgrund der Greenschen Darstellungsformel vermuten wir nun, dass eine Lösung
des Randwertproblems {

∆u = 0 in Rn+,
u = g auf ∂Rn+

für x ∈ Rn+ durch

u(x) =
2xn

nωn
∆
∂Rn+

g(y)
|x− y|n

dy

gegeben ist.

Eindeutigkeit ist nicht zu erwarten, da für g = 0 alle Funktionen u(x) = αxn, α ∈ R
Lösungen sind.

Theorem 0.17 (Poissonsche Darstellungsformel für einen Halbraum). Sei g ∈
C0
(
Rn−1

)
∩L∞

(
Rn−1

)
und betrachte Rn−1 vermöge x 7→ (x, 0) als Teilmenge von

Rn. Definiere für x ∈ Rn+

u(x) :=
2xn

nωn
∆
∂Rn+

g(y)
|x− y|n

dy.

Dann gilt

(i) u ∈ C∞
(
Rn+
)
∩ L∞

(
Rn+
)
,

(ii) ∆u = 0 in Rn+,

(iii) u ∈ C0
(
Rn+
)

und u = g auf ∂Rn+. Genauer gilt: Es gibt eine stetige Fortsetzung
ũ von u auf Rn+ mit ũ = g auf ∂Rn+.

Lemma 0.18 (Poissonsche Darstellungsformel für eine Kugel). Die Poissonsche
Darstellungsformel für eine Kugel Br für das Randwertproblem{

∆u = 0 in Br,

u = g auf ∂Br

ist durch

(0.1) u(x) = ∆
∂Br

K(x, y)g(y) dy
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für x ∈ Br mit

K(x, y) =
r2 − |x|2

nωnr

1
|x− y|n

für x ∈ Br und y ∈ ∂Br gegeben.

Theorem 0.19. Sei g ∈ C0(∂Br) und u durch (0.1) definiert. Dann gilt

(i) u ∈ C∞(Br),

(ii) ∆u = 0 in Br,

(iii) u läßt sich stetig auf ∂Br fortsetzen und erfüllt dort u = g.

1. Perronverfahren

Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C2, g ∈ C0(∂Ω). Wir wollen eine Funktion
u ∈ C∞(Ω) ∩ C0

(
Ω
)

finden, die das Randwertproblem{
∆u = 0 in Ω,
u = g auf ∂Ω

löst.

1.1. Konvergenzsätze.

Theorem 1.1. Sei Ω ⊂ Rn offen, ul : Ω→ R eine Folge harmonischer Funktionen,
die gleichmäßig gegen u konvergiert, ul ⇒ u.

Dann ist u in Ω harmonisch.

Theorem 1.2. Sei Ω ⊂ Rn offen. Sei (ul) eine Folge harmonischer Funktionen,
die auf jeder kompakten Menge K ⊂ Ω die Abschätzung |ul(x)| ≤ c(K) erfüllen.
Dann gibt es eine Teilfolge der (ul), die in C2

loc(Ω) konvergiert. Der Grenzwert u
ist eine glatte harmonische Funktion.

Korollar 1.3. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Sei ul : Ω → R eine Folge von
Funktionen ul ∈ C0

(
Ω
)
, die in Ω harmonisch sind. Gelte ul = ϕl auf ∂Ω.

Konvergieren die Funktionen ϕl auf ∂Ω gleichmäßig gegen eine Funktion ϕ, so
konvergieren die Funktionen ul in Ω gleichmäßig gegen eine Funktion u ∈ C∞(Ω)∩
C0
(
Ω
)
, die in Ω harmonisch ist.

Theorem 1.4 (Harnacksches Konvergenztheorem). Sei Ω ⊂ Rn offen und zusam-
menhängend. Sei ul eine monoton wachsende Folge harmonischer Funktionen. Sei
y ∈ Ω und sei ul(y) gleichmäßig beschränkt. Sei Ω′ b Ω. Dann konvergiert ul auf
Ω′ gegen eine harmonische Funktion.

1.2. C0-subharmonische Funktionen.

Definition 1.5. Sei Ω ⊂ Rn offen.

(i) u ∈ C2(Ω) heißt

• harmonisch, falls −∆u = 0,

• subharmonisch, falls −∆u ≤ 0,
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• superharmonisch, falls −∆u ≥ 0.

(ii) u ∈ C0(Ω) heißt

• subharmonisch, falls für jede Kugel Br(x) b Ω und jede C2-harmonische
Funktion h : C2(Br(x)) ∩ C0

(
Br(x)

)
mit u ≤ h auf ∂Br(x) auch u ≤ h

in Br(x) folgt.

• superharmonisch, falls −u subharmonisch ist.

• harmonisch, falls u subharmonisch und superharmonisch ist.

Kurzfristig werden wir diese Eigenschaften mit C2-subharmonisch und C0-subhar-
monisch unterschiedlich bezeichnen.

Lemma 1.6. Sei Ω ⊂ Rn offen und u : Ω→ R sei subharmonisch. (Wir spezifizie-
ren hier nicht genauer, welche Definition von subharmonisch wir voraussetzen, da
die Aussage insbesondere für C0-subharmonische Funktionen gilt.)

(i) Dann erfüllt u das starke Maximumprinzip in Ω, d. h. falls es einen Punkt
x0 ∈ Ω mit u(x0) = sup

Ω
u gibt, so ist u in der Zusammenhangskomponente

von x0 konstant.

(ii) Seien u, v ∈ C0
(
Ω
)
. Sei Ω zusammenhängend, v superharmonisch und es

gelte u = v auf ∂Ω, so gilt entweder u < v in Ω oder u = v in Ω und beide
Funktionen sind harmonisch.

Korollar 1.7. Sei Ω ⊂ Rn offen, u ∈ C0(Ω) erfülle eine der Mittelwerteigenschaf-
ten

u(x) ≤ Ø
Br(x)

u oder u(x) ≤ Ø
∂Br(x)

u

für alle Kugeln Br(x) b Ω. Dann ist u auch C0-subharmonisch.

Lemma 1.8 (Harmonische Ersetzung). Sei Ω ⊂ Rn offen. Sei u : Ω → R subhar-
monisch und B b Ω eine Kugel.

Sei u : B → R die harmonische Funktion mit u = u auf ∂B.

Wir definieren die harmonische Ersetzung von u in B durch

U(x) :=

{
u(x), x ∈ B,
u(x), x ∈ Ω \B.

Dann ist U in Ω (C0-)subharmonisch.

Lemma 1.9. Sei Ω ⊂ Rn offen. Seien u1, . . . , uN in Ω subharmonisch. Dann ist
auch

u(x) := max{u1(x), . . . , uN (x)}
in Ω subharmonisch.

Definition 1.10. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ϕ ∈ L∞(∂Ω). Dann heißt
u ∈ C0

(
Ω
)

eine Subfunktion oder Sublösung (für den Laplaceoperator −∆), wenn
u subharmonisch ist und u ≤ ϕ auf ∂Ω gilt.

Superfunktionen sind analog definiert.
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1.3. Das Perronverfahren.

Theorem 1.11. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Sei ϕ ∈ L∞(∂Ω). Sei

Sϕ :=
{
u ∈ C0

(
Ω
)

: u ist Subfunktion bezüglich ϕ
}
.

Definiere

u(x) := sup
v∈Sϕ

v(x).

Dann ist u in Ω harmonisch.

1.4. Barrieren und Randwerte. Mit Hilfe von Barrieren zeigen wir nun, dass
die Perronlösung stetige Randwerte auf hinreichend regulären Gebieten tatsächlich
annimmt.

Definition 1.12 (Barriere). Sei ξ ∈ ∂Ω. Eine Funktion w ∈ C0
(
Ω
)
, w = wξ, heißt

Barriere für ξ relativ zu Ω, falls

(i) w in Ω superharmonisch ist,

(ii) w(ξ) = 0 und w > 0 in Ω \ {ξ} gelten.

Die Existenz einer Barriere ist also eine lokale Eigenschaft des Randes. Definiere
daher

Definition 1.13. Ein Randpunkt heißt regulär (bezüglich des Laplaceoperators),
falls es eine Barriere zu diesem Punkt gibt.

Lemma 1.14. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Sei u eine mittels Perronverfahren
konstruierte Lösung, sei ξ ein regulärer Randpunkt von Ω und sei ϕ in ξ stetig. Dann
gilt u(x)→ ϕ(ξ) für x→ ξ.

Theorem 1.15. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Dann ist das Dirichletproblem{
∆u = 0 in Ω,
u = ϕ auf ∂Ω

für beliebiges ϕ ∈ C0(∂Ω) genau dann in C2(Ω)∩C0
(
Ω
)

lösbar, wenn jeder Rand-
punkt regulär ist.

Definition 1.16. Sei Ω ⊂ Rn offen. Dann erfüllt Ω eine äußere Kugelbedingung,
falls für jedes x ∈ ∂Ω eine Kugel B existiert, so dass {x} = B ∩ Ω gilt.

Ω erfüllt eine gleichmäßige Kugelbedingung, falls für alle x ∈ ∂Ω Kugeln mit glei-
chem Radius verwendet werden können.

Lemma 1.17. Erfülle Ω in ξ eine äußere Kugelbedingung, {ξ} = BR(y)∩Ω. Dann
ist

w(x) :=

{
R2−n − |x− y|2−n, n ≥ 3,
log |x−y|R , n = 2

eine Barriere für ξ ∈ ∂Ω.
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1.5. Existenzsätze.

Theorem 1.18. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C2. Sei ϕ ∈ C0(∂Ω).
Dann existiert genau eine Lösung u ∈ C2(Ω) ∩ C0

(
Ω
)

zu{
∆u = 0 in Ω,
u = ϕ auf ∂Ω.

Theorem 1.19. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C2. Sei ϕ ∈ C0(∂Ω),
f ∈ C2

c (Rn). Dann existiert genau eine Lösung u ∈ C2(Ω) ∩ C0
(
Ω
)

zu

(1.1)

{
∆u = f in Ω,
u = ϕ auf ∂Ω.

2. Eindeutigkeit

2.1. Energiemethoden. Die Aussage des folgenden Theorems ist nicht neu, sie
folgt auch schon aus dem Maximumprinzip. Wir lernen hieran nur eine neue Me-
thode kennen.

Theorem 2.1 (Eindeutigkeit). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1. Dann
besitzt das Randwertproblem {

−∆u = f in Ω,
u = g auf ∂Ω

höchstens eine Lösung in C2
(
Ω
)
.

Später werden wir lernen, wie man das nun untersuchte Funktional in geeigneten
Funktionenräumen tatsächlich minimieren kann.

Theorem 2.2 (Dirichletprinzip). Sei Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und ∂Ω ∈ C1.
Definiere

I[w] := ∆
Ω

1
2
|Dw|2 − wf,

und

A :=
{
w ∈ C2

(
Ω
)

: w = g auf ∂Ω
}
,

wobei f ∈ C0
(
Ω
)

und g ∈ C2(U(∂Ω)), also in C2 in einer Umgebung U von ∂Ω.

Sei u ∈ C2
(
Ω
)

eine Lösung zu

(2.1)

{
−∆u = f in Ω,
u = g auf ∂Ω.

Dann gilt
I[u] = min

w∈A
I[w].

Ist umgedreht u ∈ A ein Minimierer für I,

I[u] = min
w∈A

I[w],

so löst u das Randwertproblem (2.1).



PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 9

2.2. Maximumprinzipien für elliptische Differentialgleichungen. Wir fol-
gen [6].

Definition 2.3. Sei F
(
D2u,Du, u, x

)
= 0 eine Differentialgleichung zweiter Ord-

nung. Sei F ∈ C1
(
Rn2 × Rn × R× Ω

)
.

(i) Dann heißt die Differentialgleichung elliptisch, falls

aij :=
∂F

∂uij
> 0.

(ii) Ist F elliptisch, so heißt

u̇− F
(
D2u,Du, u, x

)
= 0 parabolisch

und

utt − F
(
D2u,Du, u, x

)
= 0 hyperbolisch.

Beispiel 2.4. Für die Differentialgleichung ∆u = 0 erhalten wir aij = δij . Somit
ist

• ∆u = 0 elliptisch,

• u̇−∆u = 0 parabolisch

• und utt −∆u = 0 hyperbolisch.

Ein Beispiel hierfür ist Lu = ∆u.

Theorem 2.5. Sei c ≡ 0 und erfülle u in Ω die Differentialungleichung Lu ≥ 0,
d. h.

aijuij + biui ≥ 0.
Dann gilt

sup
Ω
u = max

∂Ω
u.

Ein analoges Resultat erhält man für Lu ≤ 0 und das Infimum durch Betrachten
von −u.

Korollar 2.6. Seien f ∈ C0(Ω) und ϕ ∈ C0(∂Ω) sowie c ≡ 0. Dann besitzt das
Dirichletproblem {

Lu = f in Ω,
u = ϕ auf ∂Ω

höchstens eine Lösung u ∈ C2(Ω) ∩ C0
(
Ω
)
.

Korollar 2.7. Sei c ≤ 0, Lu ≥ 0 in Ω, u+(x) := max{u(x), 0} Dann gilt

sup
Ω
u+ ≤ max

∂Ω
u+.

Theorem 2.8 (Starkes Maximumprinzip, E. Hopf). Sei c ≡ 0, Lu ≥ 0. Sei Ω zu-
sammenhängend. Nimmt u sein Maximum im Inneren von Ω an, so ist u konstant.

Gilt c ≤ 0 und nimmt u sein nichtnegatives Maximum im Inneren von Ω an, so ist
u konstant.
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Der Beweis hiervon benutzt

Theorem 2.9 (Hopfsches Randpunktlemma). Sei c ≤ 0, Lu ≥ 0. Sei x0 ∈ ∂Ω und
gelte

(i) u ist in x0 stetig,

(ii) u(x0) ≥ 0 falls c 6≡ 0,

(iii) u(x0) > u(x) für x ∈ Ω,

(iv) es gibt eine Kugel BR(y) ⊂ Ω mit x0 ∈ ∂BR(y).

Dann gilt
〈Du(x0), x0 − y〉 > 0,

falls diese Ableitung existiert.

Hier ist klar, dass 〈Du(x0), x0 − y〉 ≥ 0 gilt.

3. Sobolevräume

3.1. Definition und grundlegende Eigenschaften. Wir folgen [2]. Weitere gu-
te Übersichten zu Sobolevräumen und deren Umfeld vermitteln die Bücher von
William Ziemer [9] und Robert Adams [1].

Definition 3.1 (Schwache Ableitung). Sei nun u ∈ L1
loc(Ω), Ω ⊂ Rn offen. v ∈ L1

loc

heißt α-te schwache Ableitung von u, falls

∆
Ω
uDαϕ = (−1)|α|∆

Ω
vϕ

für alle Testfunktionen ϕ gilt. Wir schreiben Dαu = v.

Lemma 3.2 (Eindeutigkeit der schwachen Ableitung). Seien v, ṽ ∈ L1
loc(Ω) schwa-

che Ableitungen von u ∈ L1
loc(Ω). Dann gilt v = ṽ.

Zum Beweis benötigen wir das Lemma von Du Bois-Reymond. Wir folgen der Dar-
stellung in [3]

Lemma 3.3 (Du Bois-Reymond). Sei f ∈ L1
loc(Ω), Ω ⊂ Rn offen. Gilt

∆
Ω
fϕ = 0

für alle Testfunktionen ϕ, so gilt f = 0 fast überall, f = 0 in L1
loc(Ω).

Definition 3.4.

(1) Seien k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞, Ω ⊂ Rn offen. Wir definieren

W k,p(Ω) :=
{
u ∈ L1

loc(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) im schwachen Sinn für alle |α| ≤ k
}
.

(2) Die Räume Hk(Ω) := W k,2(Ω) und H0(Ω) = L2(Ω) sind, wie wir später
sehen werden, Hilberträume.

(3) Für u, v ∈ W k,p(Ω) schreiben wir u = v, falls u = v in L1
loc(Ω), d. h., falls

u = v fast überall gilt.
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(4) Wir definieren die folgende Norm

‖u‖Wk,p(Ω) :=



∞, u 6∈W k,p(Ω),( ∑
|α|≤k

∆
Ω
|Dαu|p

)1/p

, 1 ≤ p <∞,∑
|α|≤k

sup
Ω
|Dαu| , p =∞.

Hier benutzen wir das wesentliche Supremum. Mit dieser Norm wird der
Raum W k,p(Ω) zu einem Banachraum. Dies beweisen wir später.

(5) u ∈W k,p
loc (Ω), falls u ∈W k,p(Ω′) für alle Ω′ b Ω gilt.

(6) Wir schreiben um → u in W k,p(Ω), falls

‖um − u‖Wk,p(Ω) → 0

und um → u in W k,p
loc (Ω), falls

‖um − u‖Wk,p(Ω′) → 0

für alle Ω′ b Ω.

(7) Wir definieren

W k,p
0 (Ω) := C∞c (Ω)

Wk,p(Ω)
.

Wir bemerken, dass es somit zu jedem u ∈ W k,p
0 (Ω) Funktionen um ∈

C∞c (Ω) mit um → u in W k,p(Ω) gibt. Unter geeigneten Voraussetzungen
gilt für u ∈ W k,p

0 (Ω) auch Dαu = 0 auf ∂Ω für alle |α| ≤ k − 1. Diese
Aussage ist nicht trivial, da ∂Ω eine Nullmenge ist.

(8) Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω).

Theorem 3.5 (Eigenschaften schwacher Ableitungen). Seien u, v ∈ W k,p(Ω).
Dann gelten

(1) Dαu ∈W k−|α|,p(Ω) und Dβ (Dαu) = Dα
(
Dβu

)
= Dα+βu für |α|+|β| ≤ k.

(2) λ, µ ∈ R =⇒ λu+ µv ∈W k,p(Ω) und Dα(λu+ µv) = λDαu+ µDαv.

(3) Ist Ω′ ⊂ Ω offen, so folgt u ∈W k,p(Ω′).

(4) Ist ζ ∈ C∞c (Ω), so folgt ζu ∈W k,p(Ω) und es gilt die Leibnizregel

Dα(ζu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβζDα−βu,

wobei (
α

β

)
=

α!
β!(α− β)!

ist und α! := α1! · . . . · αn!.

Theorem 3.6. Sei Ω ⊂ Rn offen. Dann ist W k,p(Ω) für k ∈ N und 1 ≤ p ≤ ∞ ein
Banachraum.
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3.2. Approximierbarkeit. In glatten beschränkten Gebieten lassen sich W k,p-
Funktionen durch glatte Funktionen in der W k,p-Norm approximieren.

Theorem 3.7 (Lokale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen).
Sei u ∈W k,p(Ω), Ω ⊂ Rn offen und 1 ≤ p <∞. Sei η eine Friedrichsche Glättungs-
funktion, ηε die zugehörige Diracfolge. Sei

Ωε := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > ε}.
Dann ist

uε = ηε ∗ u ∈ C∞(Ωε)
und es gilt

uε → u in W k,p
loc (Ω)

für ε→ 0.

Theorem 3.8 (Globale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen). Sei Ω ⊂ Rn
offen und beschränkt, u ∈ W k,p(Ω) für 1 ≤ p < ∞. Dann gibt es um ∈ C∞(Ω) ∩
W k,p(Ω), so dass um → u in W k,p(Ω).

Theorem 3.9 (Globale Approximierbarkeit in C∞
(
Ω
)
). Sei Ω ⊂ Rn offen und

beschränkt, ∂Ω ∈ C1. Seien u ∈ W k,p(Ω) und 1 ≤ p < ∞. Dann gibt es um ∈
C∞

(
Ω
)
∩W k,p(Ω), so dass

um → u in W k,p(Ω).

3.3. Fortsetzbarkeitssätze.
In glatten beschränkten Gebieten lassen sich W k,p(Ω)-Funktionen nach Rn als
W k,p (Rn)-Funktionen mit kompaktem Träger fortsetzen, so dass deren Norm durch
die ursprüngliche Norm abgeschätzt bleibt.

Theorem 3.10 (Fortsetzungssatz). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1.
Sei V ⊂ Rn offen und beschränkt, Ω b V . Dann gibt es eine beschränkte lineare
Abbildung

E : W 1,p(Ω)→W 1,p (Rn) , 1 ≤ p ≤ ∞,
so dass für u ∈W 1,p(Ω) folgendes gilt

• Eu = u fast überall in Ω,

• supp(Eu) ⊂ V ,

• ‖Eu‖W 1,p(Rn) ≤ c(p,Ω, V ) · ‖u‖W 1,p(Ω).

Die Funktion Eu heißt Fortsetzung von u auf Rn.

3.4. Spuren von Sobolevfunktionen. Wir wollen Randwerte von W 1,p-Funk-
tionen definieren. Diese Funktionen sind i. a. nicht stetig und ∂Ω ist eine Nullmen-
ge.

Sei Ω beschränkt. Ist u ∈W 1,p(Ω) mit ∂Ω ∈ C1, 1 ≤ p <∞, so besitzt u Randwerte
als Lp-Funktion.

Theorem 3.11. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1 und 1 ≤ p <∞. Dann
gibt es einen beschränkten linearen Operator

T : W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω),
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so dass Tu = u|∂Ω, falls u ∈W 1,p(Ω) ∩ C0
(
Ω
)

ist und

‖Tu‖Lp(∂Ω) ≤ c(p,Ω) · ‖u‖W 1,p(Ω)

für u ∈W 1,p(Ω) gilt.

Theorem 3.12. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1 und 1 ≤ p < ∞. Sei
u ∈W 1,p(Ω). Dann gilt

u ∈W 1,p
0 (Ω) ⇐⇒ Tu = 0 auf ∂Ω.

3.5. Sobolevungleichungen und Einbettungssätze. Sobolevräume betten in
andere Funktionenräume ein. Diese Einbettungen(

W 1,p(Ω) ↪→?
)

unterscheiden sich, je nachdem, ob

• 1 ≤ p < n,

• p = n oder

• n < p ≤ ∞

gilt. Es genügt, die entsprechenden Abschätzungen für glatte Funktionen zu bewei-
sen, da diese dicht in den entsprechenden Sobolevfunktionen liegen.

3.6. Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung.

Definition 3.13. Sei 1 ≤ p < n. Der zu p konjugierte Sobolevexponent ist p∗ =
np
n−p , 1

p∗ = 1
p −

1
n . Es gilt p∗ > p.

Theorem 3.14 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung). Sei 1 ≤ p < n. Dann
gibt es eine Konstante c, die nur von p und n abhängt, so dass

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ c · ‖Du‖Lp(Rn)

für alle u ∈ C1
c (Rn) gilt.

Theorem 3.15. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1. Sei 1 ≤ p < n,
u ∈W 1,p(Ω). Dann gilt u ∈ Lp∗(Ω) und

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ c · ‖u‖W 1,p(Ω)

mit c = c(p, n,Ω).

Einen solchen Einbettungssatz bekommen wir auch, wenn das Gebiet nicht von der
Klasse C1 ist, die Sobolevfunktion dafür aber Randwerte Null hat.

Theorem 3.16 (Poincaréungleichung). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Sei
1 ≤ p < n und u ∈W 1,p

0 (Ω). Dann gilt

‖u‖Lq(Ω) ≤ c · ‖Du‖Lp(Ω)

für beliebiges q ∈ [1, p∗], wobei c = c(p, q, n,Ω).

Korollar 3.17. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, 1 ≤ p < n. Dann sind auf
W 1,p

0 (Ω)
‖Du‖Lp(Ω) und ‖u‖W 1,p(Ω)

äquivalente Normen.
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3.7. Hölderräume.

Definition 3.18. Sei u : Ω→ R stetig und beschränkt. Wir definieren für 0 < α <
1 die Hölderhalbnorm

[u]C0,α(Ω) := sup
x,y∈Ω
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

Im Fall α = 1 erhalten wir lipschitzstetige Funktionen.

Wir definieren die Höldernorm

‖u‖C0,α(Ω) := ‖u‖C0(Ω) + [u]C0,α(Ω).

Der Hölderraum Ck,α
(
Ω
)
, k ∈ N, besteht aus allen Funktionen u ∈ Ck

(
Ω
)
, für die

die Norm

‖u‖Ck,α(Ω) :=
∑
|β|≤k

∥∥Dβu
∥∥
C0(Ω) +

∑
|β|=k

[
Dβu

]
C0,α(Ω)

.

endlich ist.

3.8. Morreyungleichung.

Theorem 3.19 (Morrey). Sei n < p <∞. Dann gibt es c = c(p, n), so dass

‖u‖C0,γ(Rn) ≤ c · ‖u‖W 1,p(Rn)

für alle u ∈ C1 (Rn), ggf. mit unendlicher rechter Seite, gilt, wobei γ = 1− n
p ist.

Theorem 3.20. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1. Sei n < p ≤ ∞, u ∈
W 1,p(Ω). Dann besitzt u einen stetigen Repräsentanten, u∗ ∈ C0,γ

(
Ω
)
, γ = 1− n

p ,
und es gilt

‖u∗‖C0,γ(Ω) ≤ c · ‖u‖W 1,p(Ω)

mit c = c(p, n,Ω).

Für Funktionen, die schwache Ableitungen höherer Ordnung besitzen, erhält man
den folgenden Einbettungssatz. Zum Beweis wendet man einfach solange den So-
bolevschen oder Morreyschen Einbettungssatz an, bis dies nicht mehr möglich
ist.

Theorem 3.21. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1. Sei u ∈W k,p(Ω).

(1) Falls k < n
p gilt, dann ist u ∈ Lq(Ω) mit

1
q

=
1
p
− k

n

und es gilt die Abschätzung

‖u‖Lq(Ω) ≤ c · ‖u‖Wk,p ,

wobei c = c(k, p, n,Ω) ist.
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(2) Falls k > n
p gilt, so ist

u ∈ Ck−[np ]−1,γ
(
Ω
)
,

wobei

γ =

{[
n
p

]
+ 1− n

p ,
n
p 6∈ N,

< 1 (beliebig), n
p ∈ N,

,

und es gilt

‖u‖
C
k−[np ]−1,γ(Ω)

≤ c(k, p, n, γ,Ω) · ‖u‖Wk,p(Ω).

3.9. Kompaktheitssätze. Für 1 ≤ p < n, p∗ = np
n−p sind die Einbettungen

W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω) stetig. W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ist für 1 ≤ q < p∗ sogar eine kom-

pakte Einbettung.

Definition 3.22. Seinen X, Y Banachräume, X ⊂ Y . X ist kompakt enthalten in
Y ,

X b Y,

falls

(1) ‖x‖Y ≤ c · ‖x‖X ∀x ∈ X,

(2) jede beschränkte Folge in X ist präkompakt in Y .

Theorem 3.23 (Rellich-Kondrachov). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1,
1 ≤ p < n. Dann gilt

W 1,p(Ω) b Lq(Ω)
für alle 1 ≤ q < p∗.

Theorem 3.24 (Poincaré). Sei die Menge Ω ⊂ Rn zusammenhängend, offen und
beschränkt, ∂Ω ∈ C1. Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Dann gibt es c = c(n, p,Ω), so dass

‖u− (u)Ω‖Lp(Ω) ≤ c · ‖Du‖Lp(Ω)

für alle u ∈W 1,p(Ω) gilt, wobei

(u)Ω =
1
|Ω| ∆Ω

u.

Theorem 3.25 (Poincaré für eine Kugel). Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Dann gibt es c = c(n, p)
mit

‖u− (u)Br(x)‖Lp(Br(x)) ≤ c · r · ‖Du‖Lp(Br(x))

für alle Kugeln Br(x) ⊂ Rn und für alle u ∈W 1,p(Br(x)).

3.10. Differenzenquotienten.

Definition 3.26. Sei Ω ⊂ Rn offen, x ∈ Ω′ b Ω, 1 ≤ i ≤ n und h 6= 0. Sei
0 < |h| < dist(Ω′, ∂Ω) und u : Ω → R. Definiere den i-ten Differenzenquotienten
der Göße h durch

Dh
i u(x) :=

u(x+ hei)− u(x)
h

,

Dhu :=
(
Dh

1u, . . . , D
h
nu
)
.
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Theorem 3.27 (Differenzenquotienten und schwache Ableitungen).

(1) Sei Ω ⊂ Rn offen, 1 ≤ p < ∞ und u ∈ W 1,p(Ω). Für Ω′ b Ω gibt es ein
c > 0, so dass ∥∥Dhu

∥∥
Lp(Ω′)

≤ c · ‖Du‖Lp(Ω)

für alle 0 < |h| < 1
2 dist(Ω′, ∂Ω).

(2) Sei 1 < p < ∞, u ∈ Lp(Ω) und Ω ⊂ Rn offen. Gibt es c > 0 und Ω′ b Ω
mit ∥∥Dhu

∥∥
Lp(Ω′)

≤ c

für alle 0 < |h| < 1
2 dist(Ω′, ∂Ω), so gilt u ∈W 1,p(Ω′) und

‖Du‖Lp(Ω′) ≤ c.

4. L2-Theorie

4.1. Existenz. Wir benutzen Methoden der Funktionalanalysis, um eine schwache
Lösung zu konstruieren.

Definition 4.1 (Generalvoraussetzungen).
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C1, L ein elliptischer Differentialoperator
zweiter Ordnung in Divergenzform

Lu = −
(
aij(x)ui

)
j

+ bi(x)ui + d(x)u.

Wir machen folgende Annahmen

• gleichmäßige Elliptizität:

aijξiξj ≥ ϑ|ξ|2

für eine Konstante ϑ > 0.

• Symmetrie: aij = aji.

• Regularität: aij , bi, d ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω).

• Koerzivität: Es gibt β > 0, so dass

∆
Ω
aijϕiϕj + biϕiϕ+ dϕ2 ≥ β‖ϕ‖2H1

0 (Ω)

für alle ϕ ∈ H1
0 (Ω) gilt.

Dies motiviert die folgende Definition einer schwachen Lösung.

Definition 4.2 (Schwache Lösung). Eine Funktion u ∈ H1
0 (Ω) heißt schwache

Lösung des Randwertproblems {
Lu = f in Ω,
u = 0 auf ∂Ω,

wenn für alle Funktionen ϕ ∈ H1
0 (Ω)

∆
Ω
aijuiϕj + biuiϕ+ duϕ = ∆

Ω
fϕ

gilt.
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Wir wollen die folgenden beiden Theoreme aus der Funktionalanalysis benutzen.
Dabei bezeichnet H einen Hilbertraum, 〈·, ·〉 : H ×H → R das Skalarprodukt auf
H und ‖ · ‖ die Norm von H.

Theorem 4.3 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei H ein Hilbertraum. Sein Dual-
raum H∗ ist kanonisch isomorph zu H, d. h. zu jedem f ∈ H∗ gibt es ein eindeutig
bestimmtes Element u ∈ H, so dass

f(v) = 〈u, v〉 für alle v ∈ H
gilt. Die Abbildung f 7→ u ist ein linearer Isomorphismus von H∗ auf H.

Das folgende Theorem folgt direkt aus dem Rieszschen Darstellungssatz, wenn die
Bilinearform symmetrisch ist, denn dann definiert die Bilinearform ein zum Stan-
dardskalarprodukt äquivalentes Skalarprodukt (im Sinne von äquivalenten Normen)
und wir können hierauf direkt den Rieszschen Darstellungssatz anwenden.

Theorem 4.4 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum, B : H × H → R bilinear,
stetig, also

|B[u, v]| ≤ α‖u‖ · ‖v‖,
und koerziv, also

β‖u‖2 ≤ B[u, u],
für Konstanten α, β > 0 und alle u, v ∈ H. Sei f ∈ H∗. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmes u ∈ H mit

B[u, v] = f(v) für alle v ∈ H.

Theorem 4.5. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.1 existiert genau eine
schwache Lösung u des Randwertproblems{

Lu = f in Ω,
u = 0 auf ∂Ω.

4.2. Alternativer Existenzbeweis mit Methoden der Variationsrechnung.
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Sei f ∈ L2(Ω). Wir suchen eine schwache Lösung
u ∈W 1,2 von {

∆u = f in Ω,
u = 0 auf ∂Ω.

Dazu wollen wir
I(u) := ∆

Ω

1
2 |∇u|

2 + fu

unter allen Funktionen u ∈W 1,2
0 (Ω) minimieren.

Wir benutzen einige Resultate aus der Funktionalanalysis:

Definition 4.6 (Schwache Konvergenz). Sei V ein Banachraum und V ∗ sein Du-
alraum. Dann konvergiert xn schwach gegen x, xn ⇁ x, falls

〈f, xn〉 → 〈f, x〉
für alle f ∈ V ∗ gilt.

Sei H ein Hilbertraum. Dann ist H∗ kanonisch isomorph zu H. Wir identifizieren
H und H∗. Hier benötigen wir schwache Konvergenz nur in Hilberträumen.
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Definition 4.7 (Separabel). Ein metrischer Raum M ist separabel, wenn es eine
abzählbare dichte Teilmenge gibt.

Das folgende Lemma gilt auch in Banachräumen.

Lemma 4.8. Sei H ein Hilbertraum und xn ⇁ x eine schwach konvergente Folge
in H. Dann gilt

‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Korollar 4.9. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit Lipschitzrand. Sei uk ⇁ u
eine schwach konvergente Folge in W 1,2

0 (Ω). Dann gilt

lim inf
k→∞

∆
Ω
|∇uk|2 ≥ ∆

Ω
|∇u|2.

Theorem 4.10 (Banach-Alaoglu). Sei H ein separabler Hilbertraum und sei (xn),
xn ∈ H, eine beschränkte Folge. Dann besitzt (xn) eine schwach konvergente Teil-
folge. Für den schwachen Grenzwert gilt ‖x‖ ≤ lim inf

n→∞
‖xn‖.

Sei nun uk, uk ∈W 1,2
0 (Ω), eine Minimalfolge für I(u), d. h. es gelte

lim
k→∞

I(uk)→ lim inf
u∈W 1,2

0 (Ω)
I(u).

Im folgenden werden wir häufiger ∆
Ω
|∇u|2 ≥ λ∆

Ω
u2 für ein λ = λ(Ω) > 0 verwen-

den.

Zunächst wollen wir nachweisen, dass das betrachtete Infimum endlich ist. Es
gilt

I(u) = ∆
Ω

1
2
|∇u|2 + fu ≥ 1

2
λ∆

Ω
u2 − ε

2 ∆
Ω
u2 − 1

2ε ∆
Ω
f2 ≥ − 1

2ε
‖f‖2L2(Ω) > −∞,

falls ε > 0 klein genug ist.

Mit einer analogen Rechnung können wir die W 1,2-Norm der un’s gleichmäßig be-
schränken. Aufgrund der Minimalfolgeneigenschaft gilt

c ≥ ∆
Ω

1
2
|∇un|2 + ∆

Ω
fun ≥ ∆

Ω

1
2
|∇un|2 −

ε

2 ∆
Ω
u2
n −

1
2ε ∆

Ω
f2

≥ ∆
Ω

1
2
|∇un|2 −

ε

2λ ∆
Ω
|∇un|2 −∆

Ω

1
2ε
f2.

Nun wählen wir ε > 0 klein und bringen den ∆
Ω
f2-Term auf die linke Seite. Die

Behauptung folgt. Aufgrund der Äquivalenz der Normen mit und ohne L2-Term
auf W 1,2

0 ist auch ∆
Ω
u2
n gleichmäßig beschränkt.

Nach Banach-Alaoglu besitzt un also eine Teilfolge (wir benennen nicht um), die
in W 1,2 schwach gegen u konvergiert. Aufgrund der Spurabschätzungen ist W 1,2

0

ein abgeschlossener Unterraum von W 1,2. Ein abgeschlossener Unterraum ist, wie
man durch Testen mit einem Vektor aus dem orthogonalen Komplement sieht, auch
unter schwacher Konvergenz abgeschlossen. Daher hat auch der Grenzwert u wieder
Randwerte Null. Da W 1,2 b L2 ist, dürfen wir weiterhin annehmen, dass diese Folge
in L2(Ω) gegen u konvergiert. Somit ist

inf
w∈W 1,2

0 (Ω)
I(w) = lim

n→∞
I(un) = lim

n→∞

(
∆
Ω

1
2
|∇un|2 + ∆

Ω
fun

)
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= lim
n→∞

∆
Ω

1
2
|∇un|2 + ∆

Ω
fu ≥ lim inf

n→∞
∆
Ω

1
2
|∇un|2 + ∆

Ω
fu

≥ ∆
Ω

1
2
|∇u|2 + ∆

Ω
fu = I(u) ≥ inf

w∈W 1,2
0 (Ω)

I(w)

Somit gilt überall Gleichheit. u minimiert also I in W 1,2
0 und die Euler-Lagrange-

Gleichung besagt gerade, dass u eine schwache Lösung ist: Sei v ∈ W 1,2
0 (Ω). Wir

erhalten

0 =
d

dt
I(u+ tv)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
∆
Ω

1
2
(
|∇u|2 + 2t〈∇u,∇v〉+ |∇v|2

)
+ fu+ tfv

∣∣∣∣
t=0

= ∆
Ω
〈∇u,∇v〉+ fv.

4.3. Regularität.

4.4. Generalvoraussetzungen. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, u ∈ H1
0 (Ω)

eine schwache Lösung der Differentialgleichung Lu = f in Divergenzform,

Lu = −
(
aijui

)
j

+ biui + du,

mit

• gleichmäßig elliptischem aij ,

• aij , bi, d ∈ L∞(Ω).

4.5. Innere H2-Regularität.

Theorem 4.11 (Innere H2-Regularität). Sei aij ∈ C1(Ω), bi, d ∈ L∞(Ω), f ∈
L2(Ω). Sei u ∈ H1(Ω) eine schwache Lösung von

Lu = f in Ω.

Dann ist u ∈ H2
loc(Ω) und für alle Ω′ b Ω gilt

‖u‖H2(Ω′) ≤ c ·
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
mit c = c(Ω′,Ω, L).

4.6. Höhere Regularität.

Theorem 4.12 (Höhere innere Regularität). Sei 0 < m ∈ N,

aij , bi, d ∈Cm+1(Ω),

f ∈Hm(Ω).

Sei u ∈ H1(Ω) eine schwache Lösung von

Lu = f in Ω.

Dann ist u ∈ Hm+2
loc (Ω) und für alle Ω′ b Ω gilt die Abschätzung

‖u‖Hm+2(Ω′) ≤ c ·
(
‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
mit c = c(m,Ω,Ω′, L).
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Theorem 4.13 (Schwache Lösungen sind bei glatten Daten glatt). Seien

aij , bi, d ∈C∞(Ω),

f ∈C∞(Ω).

Sei u ∈ H1(Ω) eine schwache Lösung von

Lu = f in Ω.

Dann gilt
u ∈ C∞(Ω).

4.7. Randregularität. Bei glatten Daten erhalten wir u ∈ C∞
(
Ω
)
.

Theorem 4.14 (H2-Regularität am Rand). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt,
∂Ω ∈ C2. Seien aij ∈ C1

(
Ω
)
, bi, d ∈ L∞(Ω) und f ∈ L2(Ω). Sei u ∈ H1

0 (Ω) eine
schwache Lösung des Randwertproblems{

Lu = f in Ω,
u = 0 auf ∂Ω,

so gilt u ∈ H2(Ω) mit der Abschätzung

‖u‖H2(Ω) ≤ c ·
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
,

wobei c = c(Ω, L).

Theorem 4.15 (Höhere Randregularität). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈
Cm+2. Seien m ∈ N,

aij , bi, d ∈Cm+1
(
Ω
)
,

f ∈Hm(Ω).

Sei u ∈ H1
0 eine schwache Lösung des Randwertproblems{

Lu = f in Ω,
u = 0 auf ∂Ω.

Dann ist u ∈ Hm+2(Ω) und es gilt die Abschätzung

‖u‖Hm+2(Ω) ≤ c ·
(
‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
mit c = c(m,Ω, L).

Theorem 4.16 (Glattheit bei glatten Daten). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt,
∂Ω ∈ C∞. Seien weiterhin

aij , bi, d ∈C∞
(
Ω
)
,

f ∈C∞
(
Ω
)
.

Sei u ∈ H1
0 (Ω) eine schwache Lösung des Randwertproblems{

Lu = f in Ω,
u = 0 auf ∂Ω.

Dann gilt u ∈ C∞
(
Ω
)
.
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5. Eigenwerte des Laplaceoperators

5.1. Existenz und Basiseigenschaften. Wir folgen [6, S. 231 ff.]. Sei hier stets
Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und zusammenhängend, ∂Ω ∈ C∞. Bezeichne hier 〈·, ·〉
das Skalarprodukt in L2(Ω).

Theorem 5.1. Der kleinste Eigenwert des Laplaceoperators bei Dirichletrandwer-
ten ist gegeben durch

λ1 := inf
u∈H1

0(Ω)
u 6≡0

∆
Ω
|Du|2

∆
Ω
u2

≡ inf
u∈H1

0(Ω)
u 6≡0

〈Du,Du〉
〈u, u〉

> 0.

Es gibt u ∈ C∞
(
Ω
)
, u > 0 in Ω, so dass{

∆u+ λ1u = 0 in Ω,
u = 0 auf ∂Ω.

λ1 ist ein Eigenwert der Vielfachheit eins.

Theorem 5.2. Seien (λi, ui), 1 ≤ i ≤ k die ersten k Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen (mit Vielfachheit). (Diese sind wie üblich bei Eigenwerten mit Vielfachheit
nicht eindeutig bestimmt.) Dann ist

λk+1 = inf
06≡u∈H1

0(Ω)
〈u,ui〉=0, 1≤i≤k

〈Du,Du〉
〈u, u〉

.

Es gibt uk+1 ∈ C∞
(
Ω
)
, so dass{

∆uk+1 + λk+1uk+1 = 0 in Ω,
uk+1 = 0 auf ∂Ω.

gilt.

Theorem 5.3. Es gibt abzählbar viele Eigenwerte λk des Laplaceoperators und es
gilt

λk →∞ für k →∞.

Die Eigenfunktionen uk bilden (bei Konstruktion wie oben und nach Normierung)
eine Orthonormalbasis in L2(Ω) und es gilt

v =
∞∑
i=1

〈v, ui〉ui für alle v ∈ L2,

〈v, v〉 =
∞∑
i=1

〈v, ui〉2 für alle v ∈ L2,

〈Dv,Dv〉 =
∞∑
i=1

λi〈v, ui〉2 für alle v ∈ H1
0 .
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5.2. Separation der Variablen. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω sei glatt.
Seien u0, u1 ∈ L2(Ω). Wir wollen die Anfangswertprobleme

u̇−∆u = 0 in Ω× [0,∞),
u = 0 auf ∂Ω× [0,∞),
u(·, 0) = u0 in Ω

(5.1)

und 
utt −∆u = 0 in Ω× (−∞,∞),
u = 0 auf ∂Ω× (−∞,∞),
u(·, 0) = u0 in Ω,
ut(·, 0) = u1 in Ω

(5.2)

lösen. Dabei beschreibt die Wärmeleitungsgleichung (5.1) die Wärmeverteilung in
einem Körper Ω als Funktion der Zeit, wenn die Außenflächen eine konstante Tem-
peratur haben. Die Wellengleichung beschreibt die Auslenkung der Membran einer
wenig ausgelenkten Trommel.

Wärmeleitungsgleichung. Um die Gleichung (5.1) zu lösen, machen wir den An-
satz u(x, t) := f(t)v(x), nehmen u 6= 0 (für die Herleitung) an, und erhalten

1
u

(u̇−∆u) =
v

vf
· d
dt
f − f

vf
∆v =

1
f
· d
dt
f − 1

v
∆v.

Wir haben also die Abhängigkeit von den beiden Variablen separiert. Gleichheit
gilt somit, wenn − 1

f
d
dtf und −∆v

v beide mit einer gegebenen Konstanten λ über-
einstimmen.

Eigenfunktionen u des Laplaceoperators auf Ω mit Randwerten Null zu einem Ei-
genwert λ {

−∆u = λu in Ω,
u = 0 auf ∂Ω

gibt es nur für eine diskrete Menge von positiven Konstanten λ. Sei (ui, λi) ein
solches Tupel.

Die Differentialgleichung − 1
f
d
dtf = λ besitzt für beliebiges λ ∈ R die Lösung f(t) =

f(0)e−λt.

Nun löst w(x, t) := βie
−λitui(x) die Wärmeleitungsgleichung{

ẇ −∆w = 0 in Ω,
w = 0 auf ∂Ω.

Linearkombinationen von Lösungen der Wärmeleitungsgleichung sind wieder Lösun-
gen. Somit ist auch

u(x, t) =
N∑
i=1

βie
−λitui(x)

eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung (5.1).
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Ist u0 ∈ L2(Ω) beliebig, so gibt es nach Theorem 5.3 Konstanten βi := 〈u0, ui〉 für
i ∈ N≥1, so dass

u0 =
∞∑
i=1

βiui.

Mit zusätzlicher Arbeit kann man nachweisen, dass nun

(5.3) u(x, t) :=
∞∑
i=1

βie
−λitui(x)

in einem geeigneten Sinne das Anfangswertproblem (5.1) für positive Zeiten löst.
Für positive Zeiten ist die Lösung glatt. Für t = 0 erhält man jedoch i. a. nur eine
L2-Funktion.

Diese Probleme bei t = 0 wollen wir für den Rest der Betrachtungen von (5.1) und
(5.2) nicht weiter verfolgen.

Wir beobachten, dass hohe Frequenzen (große Eigenwerte) in (5.3) schneller abklin-
gen als tiefe. Weiterhin kann man einen gemeinsamen Faktor e−λ1t ausklammern
und sieht, dass u(x, t) mindestens mit dieser Rate gegen Null konvergiert. Im ge-
nerischen Fall, wenn β1 = ∆

Ω
u0u1 6= 0 ist, kann man die Lösung reskalieren. Es gilt

dann
1
β1
eλ1tu(x, t)→ u1(x) für t→∞.

Somit verteilt sich die Wärme für große Zeiten immer gleichmäßiger in dem gege-
benen Körper und das Profil der Temperaturverteilung approximiert (nach Reska-
lieren) generisch die erste Eigenfunktion. Ist β1 = . . . = βk−1 = 0, so approximiert
man entsprechend die k-te Eigenfunktion.

Wellengleichung. Hier führt ein Ansatz u(x, t) = f(t)v(x) zu
1
u

(utt −∆u) =
1
f
ftt −

∆v
v

zum Gleichungssystem

− 1
f
ftt = λ = −∆v

v
.

Lösungen ui des rechten Teiles kennen wir bereits. Lösungen des ersten Teiles sind
gegeben durch

f(t) = αi cos
(√

λit
)

+
βi√
λi

sin
(√

λit
)
.

Der formale Ansatz

u(x, t) =
∞∑
i=1

(
αi cos

(√
λit
)

+
βi√
λi

sin
(√

λit
))

ui(x)

führt also zu

u(x, 0) =
∞∑
i=1

αi cos
(√

λit
)
ui(x),

ut(x, 0) =
∞∑
i=1

βi sin
(√

λit
)
ui(x).
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Da die ui eine Orthonormalbasis von L2 bilden, können wir damit das Anfangs-
wertproblem (5.2) zumindest formal lösen. Im Unterschied zu (5.1) existiert solch
eine Lösung für alle Zeiten, während im parabolischen Fall eine Lösung für negative
Zeiten im allgemeinen nicht existiert, da die Exponentialfaktoren sofort die Kon-
vergenz der Reihe zerstören; die rückwärtige Wärmeleitungsgleichung ist allgemein
nicht lösbar.

Anschaulich bedeutet die angegebene Lösung, dass die betrachtete Membran eine
Überlagerung von Eigenschwingungen ausführt. In der Musik bezeichnet man λ1

als Grundton und λi als Obertöne. Diese sind von der Geometrie des Instrumentes
abhängig.

Im Falle endlicher Summen liegt eine klassische Lösung vor und die formalen Rech-
nungen werden sofort rigoros.

Anhang A. Divergenzsatz

Theorem A.1 (Divergenzsatz). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω von der
Klasse C1, ξ ∈ C1

(
Ω,Rn

)
. Dann gilt

∆
Ω

div ξ = ∆
∂Ω
〈ξ, ν〉.

Anhang B. Hölderräume

Die im folgenden definierten Räume C ·
(
Ω
)

und C ·,·
(
Ω
)

sind Banachräume.

Definition B.1 (Hölderräume). Sei Ω ⊂ Rn offen, u : Ω→ R. Es ist

(i) u ∈ C0
(
Ω
)
, falls u sich stetig bis zum Rand fortsetzen läßt und

‖u‖C0(Ω) := sup
x∈Ω
|u| <∞.

(ii) u ∈ Ck
(
Ω
)
, k ∈ N, falls Dαu ∈ C0

(
Ω
)

für alle |α| ≤ k und

‖u‖Ck(Ω) :=
∑
|α|≤k

sup
x∈Ω
|Dαu| <∞.

(iii) u ∈ C0,α
(
Ω
)
, 0 ≤ α ≤ 1, falls u ∈ C0

(
Ω
)

und

‖u‖C0,α(Ω) := ‖u‖C0(Ω) + sup
x6=y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

≡ ‖u‖C0(Ω) + [u]C0,α(Ω) <∞.

(iv) u ∈ Ck,α
(
Ω
)
, k ∈ N, 0 ≤ α ≤ 1, falls u ∈ Ck

(
Ω
)

und

‖u‖Ck,α(Ω) := ‖u‖Ck(Ω) +
∑
|α|=k

[Dαu]C0,α(Ω) <∞.

(v) u ∈ Ck,α(Ω), k ∈ N, 0 ≤ α ≤ 1, falls u ∈ Ck,α
(
Ω′
)

für alle Ω′ b Ω. Ck,α(Ω)
ist kein Banachraum.

Für 0 < α < 1 heißen die Räume Ck,α Hölderräume. ‖ · ‖Ck,α heißt Höldernorm,
[·]C0,α heißt Hölderhalbnorm.
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Beispiel B.2. Sei Ω ⊂ R mit Ω = (−1, 1) und 0 < α < 1. Dann ist u(x) := |x|α
hölderstetig. Es ist u ∈ C0,α(Ω).
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