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1 Polynominterpolation

Lagrange-Knotenbasis Lk(x) =
∏

i=0;i6=k

x− xi

xk − x
, k = 0, . . . , n

Lebesgue-Konstante κabsinterp
= Λn =
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Aufwand bei Lagrange 4n(n + 1) + n = O(n2)

Newton-Darstellung pn(x) = a0 +
n∑

i=1

ai

i−1∏
k=0

(x− xk)

Horner-Schema Sn = an; fork = n− 1 → 0 : Sk = Sk+1(x− xk) + ak

Dividierte Differenzen f [xi] = f(xi); f [xi, . . . , xk] =
f [xi+1, . . . , xk]− f [xi, . . . , xk−1]

xk − xi
A(:,1) = f(stuetz); for j=2:a, i=j:a:
A(i,j) = (A(i,j-1) - A(i-1,j-1)) / (g(i) - g(i-j+1));

2 Quadratur

Konvergente Quadraturformel limn→∞ ĨN (f) = I(f)
Effizienz Genauigkeit pro Aufwand = |If − ĨN (f)|−1N−1

Absolute Kondition der Quadrator κabs = (b− a)

Newton-Côtes Formeln In(f) = (b− a)
n∑

k=0

f(xk)λk

Gewichte λk = 1
b−a

∫ b
a Lk(x)dx, k = 0 . . . n

=
1
n

∫ n

0

n∏
j=0,j 6=k

s− j

k − j
ds

Bedeutende Gewichte:
Trapezregel 1

2 , 1
2

f ′′(ξ)
12 (b− a)3 Exakt für p1

Simpsonregel 1
6 , 4

6 , 1
6

f (4)(ξ)
90 ( b−a

2 )5 Exakt für p3

Newton 1
8 , 3

8 , 3
8 , 1

8 3f (4)(ξ)
80 ( b−a

4 )5

1



Fehlerabschätzung für den summierten Fall:
Trapezregel |I(f)− S

(1
n | ≤ h2

12 (b− a)||f ′′||∞
Simpsonregel |I(f)− S

(2
n | ≤ 8·h4

45 (b− a)||f (4)||∞

3 Differentialgleichungen

Kondition von homogenen AWPs λ < 0 : ||x− x̃||∞ = |x0 − x̃0|
λ ≥ 0 : ||x− x̃||∞ = eλT |x0 − x̃0|

Kondition inhomogener AWPs λ < 0 : ||x− x̃||∞ ≤ (1 + T ) max{|x0 − x̃0|, ||f − f̃ ||∞}
λ ≥ 0 : ||x− x̃||∞ ≤ (1 + T )eλT max{|x0 − x̃0|, ||f − f̃ ||∞}

Also λ > 0 : eλT ≤ κabs ≤ (1 + T )eλT , λ ≤ 0 : 1 ≤ κabs ≤ 1 + T
Explizites Eulerverfahren xk+1 = xk + τf(tk, xk), k = 1, 2, . . .
Implizites Eulerverfahren xk+1 = xk + τf(tk+1, xk+1), k = 1, 2, . . .
Stabiliätsbedingung 0 < τ ≤ 2

|λ|
Greift bei λ < 0 explizit, λ > 0 implizit
Diskretisierungsfehler |x(tk)− xk|
Konsistenzfehler ε(tk, τ) = x(tk + τ)− x(tk)− τ(λx(tk) + f(tk))
Konsistenzordnung c max |ε(tk, τ) ≤ cτp+1

Kondition bei linearen AWP Systemen ||x− x̃||∞ ≤ maxt∈[0,1]e
λ1t|x0 − x̃0|2

Selbe Bedingung wie vorher, aber für jeden
Eigenwert einzeln

Mittelpunkt/Trapezregel xk =
(

1+ τλ
2

1− τλ
2

)k

x0

Stabilität und Konsistenz ergeben Konvergenz

4 Nichtlineare Gleichungssysteme

Fixpunktiteration für LGS F (x) = b−Ax = 0;Φ(x) = (I −M−1A)x + M−1b
||I −M−1A|| < 1 gefordert.

Namen einiger M M = I ist Richardson, M = diag(A) ist Jacobiverfahren
Newtonverfahren xi+1 = xi + f(xi)

f ′(xi)

Konvergenzordnung von Newton n2

Das geht auch im Fall einer mehrdimensionalen Funktion!
Dämpfung xk+1 = xk + λk∆xk, F ′(xk)∆xk = −F (xk)
Dämpfungsstrategie ∆xkgeg.,λk = 1, ∆̃xk = F ′(xk)−1F (xk + λk∆xk)

falls ||∆̃xk|| ≤ (1− λk
2 )||∆xk|| abbrechen,

sonst halbieren und weiter.

2


