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1 Einfache Binare Suchb3dume

1.1 Darstellung

Ein bindrer Suchbaum besteht aus Knoten. Ein Knoten n hat folgende Felder:

e k. v: Schliissel und Wert
e parent: Elternknoten

e left, right: linkes und rechtes Kind

1.2 Nachschlagen

get (k)
n <- root
while n != NULL do
if n.k == k then
return n.v
if k < n.k then
n <- n.left
else
n <- n.right
throw NoSuchElementException

1.3 Einfiigen

put (k,v)
if root == NULL then
root <- new node for (k,v)
return
n <- root
while true do
if n.k == k then
n.v <- v
return
if k < n.k then
if n.left != NULL then
n <- n.left



else
n.left <- new node for (k,v)
return
else
if n.right != NULL then
n <- n.right

else
n.right <- new node for (k,v)
return
1.4 Loschen
remove (k)

// lokalisiere den Knoten fuer k
n <- root
while n != NULL && n.k != k do
if k < n.k then
n <- n.left
else
n <- n.right
if n == NULL then
throw NoSuchElementException
// wenn der Knoten n kein linkes oder kein rechtes Kind hat, loesche ihn direkt
if n.left == NULL then
// ersetze n durch das rechte Kind. Wir zeigen die noetigen Zeigeroperationen
// nur einmal
if n.right != NULL then
n.right.parent <- n.parent
if n.parent != NULL then
if n.parent.left == n then
n.parent.left <- n.right
else
n.parent.right <- n.right
return
else if n.right == NULL then
replace n by its left child
return
// n hat beide Kinder -> finde den Vorgaenger von n
m <- n.left
while m.right != NULL do
m <- m.right
// nun ist m der Vorgaenger von n, m hat kein rechtes Kind
replace m by its left child
replace n by m

2 AVL-Baume

Ein AVL-Baum ist ein héhen-balancierter bindrer Suchbaum. Das bedeutet, dass sich an jedem Knoten v
des AVL-Baums die Hohen des linken und des rechten Teilbaums hochstens um 1 unterscheiden. Wir wollen
nun sehen, dass diese Eigenschaft einen fast perfekten Baum garantiert.



2.1 Die H6he von AVL-B3aumen

Theorem 2.1. Ein AVL-Baum mit n Knoten hat Hohe O(logn).

Proof. Fir h € {0,1,...,} sei F}, definiert als die minimale Anzahl von Knoten, die ein AVL-Baum der
Ho6he h besitzen kann. Dann gilt

Fy > Fry fir alle h € {1,...}, (1)
da ein Baum der Hohe h immer einen echten Teilbaum der Hohe h — 1 enthélt. Auflerdem ist
Fy=1, (2)
denn es gibt nur einen Baum der Hohe 0: der Baum der nur aus der Wurzel besteht. Aulerdem haben wir
=2, (3)

den von den drei moglichen bindren Baumen der Hohe 1 sind die beiden Baume mit zwei Knoten AVL-B&ume.
Schliefllich gilt fiir A > 2:
Fp=F, o+ Fp1+1, (4)

denn ein AVL-Baum der Hohe h besteht aus einer Wurzel und zwei Teilbdumen, deren Hohen sich um héchs-
tens 1 unterscheiden. Da die Teilbdume unabhingig sind, muss die Anzahl der Knoten in den Teilbdumen
minimal sein, damit die Anzahl der Knoten im gesamten Baum minimal ist. Wegen (1) muss einer der
Teilbdume Hohe h — 2 haben.

Wir beweisen durch Induktion: Fiir alle & € {0,1,...,} gilt

I (2) (5)

Die Aussage ist klar fiir h € {0,1}, denn nach (2, 3) haben wir
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Sei nun ~ > 2. Nach Induktionsannahme und (4) gilt:
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Damit ist (5) bewiesen.

Betrachte nun einen AVL-Baum 7" mit 7 Knoten, und nimm an, dass T die Hohe h besitzt. Dann gilt nach
Definition von F},, dass n > F}, ist. Nach (5) ist auBerdem Fj, > (3/2)". Also gilt n > (3/2)", oder dquivalent
h <logs,n ~ 1.71logy n = O(log n), wie behauptet. O



Anmerkung. Durch exaktes Losen der Rekursionsgleichung (2, 3, 4) erhélt man sogar, dass h < log@(n+2) ~
1.441log(n + 2) ist, wobei ¢ = (1 + v/5)/2 den goldenen Schnitt bezeichnet.

Das wollen wir nun beweisen. Dazu verwenden wir die Technik der erzeugenden Funktionen. Wir stellen die
Folge F}, als Funktion dar, und benutzen algebraische Manipulationen, um eine explizite Darstellung der
Folgenglieder zu erhalten. Wir schreiben also

o0
F(z) = Z Fah.
h=0

Dann gilt:
F(z)=1+2z+ ) Fpa" (nach (2, 3))
h=2
=142+ (Fhp+Fh1 +1)a" (nach (4))
h=2
oo oo oo
=142+ Z Fy_ozh + Z F_z" + Z zh (Aufteilen der Summanden)
h=2 h=2 h=2

=1+ 2z + 22 (Z Fhsch> +z (Z thh> + (Z sch> —-1-z (Indexverschiebung)
h=0 h=1 h=0

=142242*F(z) +z(F(z) —1) + (Z xh> —1—z (Definition von F(x))
h=0
1
1—a

= 2?F(x) + oF(z) + (Vereinfachen, geometrische Reihe)

Auflésen nach F(z) ergibt die folgende Funktionalgleichung:

1

Fla) = (2242 —1)(z—1)

Schreibe nun ¢ = (14 +/5)/2 und @ = (1 — /5)/2. Wie man schnell nachrechnet, haben die beiden Zahlen
¢ und @ die folgenden Eigenschaften:
D e+2=1 (i)p-p=V5 (i) d=-1 () ¢’=¢+1 ud(v)F=5+1
Aus (i, iii) folgt, dass (x + @)(z + ¢) = 2? + o — 1 ist. Also:
1
(z+@)(z+p)(z-1)

Das Ziel ist nun, aus der Funktionalgleichung fiir F(x) eine explizite Darstellung der Folgenglieder Fj, zu
gewinnen. Dazu wollen wir die Funktionalgleichung auf die geometrische Reihe 1/(1 — az) = Y ;2 a"a"
zuriickfithren. Das geeignete Werkzeug zu diesem Zweck ist die bekannte Partialbruchzerlegung. Wir machen
den Ansatz

F(z) =

1 @ B vy
F xTr) = — = — J'_ + ,
(z) (z+@)(z+)(z—1) z4+¢ x4+ xz-—1
wobei a, 3, gesucht sind. Wenn wir diese Gleichung mit =+ @ multiplizieren und x = —@ setzen, so erhalten

wir wegen (ii, v, iii)
1 1

o = = - —
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Analog sehen wir mit (ii, iv, iii), dass

1 1
(et @1 —VB(—¢?)
und mit (iv, v, iii), dass
1 1
’y = - — —= - 1

I+e)A+9)  (pp)?

ist. Nun koénnen wir mit der Partialbruchzerlegung fiir F'(x) wie geplant arbeiten.
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Durch Koeffizientenvergleich kénnen wir nun die Formel

1
F = h+3 _ —~h+3\ _ 1,
h 75 (<P ¥ )
fiir alle A > 0, ableiten. Es gilt also
nZFhZ iwh+3_2

NG
und somit

h <log,(n+2) + 1og¢(\/5) -3,
wie behauptet.

(Ausklammern)
(wegen (iii))

(geometrische Reihe)

(Zusammenfassen)



