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1. Modellproblem

Richardsgleichung

b(z)S(p)t +V -q(x,p) =0 in Q

mit Wasserflul3

q(z,p) = —M(z)kr(S(p))V(prp — 2)
und Signorini—Randbedingungen

p<0, ¢g-n>0, p-(¢g-n) =0 auf ~g.

Variationsformulierung (VP):

peK :={ve HY(Q): vy, =P, v|]yg < 0}:

/Q bS(p)i(v —p) —qV(v—p)dx >0 Yv € K.

Hierzu beachte fur v € KC:

/ q-n(v—p)da=/ qg-n(v—p)do <O0.
o Y5



Definition 1
(v —p) =
| 6S@)e(v —p) = Mkr(S(®)) V2V (v —p) da

ap(p,v—p) = |_ M kr(S(p))prVpV (v —p) do
Damit lautet (VP):

peK: ap(p,v—p)+4Lp(v—p) >0 VveK.

Definition 2 Sei Q2 = 21 U 2> mit Interface
[ := Q21 N 2o nicht—uberlappende Gebietszer-
legung. Flr €21, 2o definiere wie flr <2

Ki = {vi € H' () : vilyp, = Pi» vilys, < O},

K = {v; € K; 1 v|r = g},

Kiso = {vi € K; : vilyg, = O},

H%DZ(QZ) ={v € Hl(Qz) ) fU|7Di = 0}

sowie £, (v; — p;) und al (p;,v; — p;) analog zu
Definition 1. Weiter sei

A= {ue HY2(I) : p=v|- fiir ein v € K}.



2. Mehrgebietsformulierung
Ziel:
Finde Variationsprobleme fur die Teilgebiete
€21 und €25 zusammen mit Bedingungen auf

dem Interface ', so dalB deren LOsung aquiva-
lent ist zur LOosung von (VP) auf ganz 2.

Versuch:
Suche p1 € K1 und py € Ko mit

(G1) ag,(p1,v1i —p1) + 45, (v1 —p1) > 0 Vo € KI?
(G2) p1 =po auf I
(G3) a3,(p2,v2 —p2) + €5, (v2—p2) > 0 Yoy € KBt

(G4) >72_4 ab (ps, Ri(p) — pi) + €5, (Ri(1) — p;)
>0 VueN,

wobei R; : A = K;, 1 = 1,2, irgendein Fortset-
zungsoperator ist.



3. Interface—Bedingungen

(G4)' Y7y ab (pi Ri(p)) + £, (Ri(1))
=0 Vue HY2(D),

. 7l/2
wobei R; : H/2(I) — HL , (), i = 1,2,
iIrgendein Fortsetzungsoperator ist.

Lemma 3 Es gilt:
(VP) = (G1),(G2),(G3),(G4)
und mit der Zusatzvoraussetzung I’ N~vg = {:
(G1),(G2),(G3),(G4) = (VP).
Lemma 4 Es sei fiir p;,, 1+ = 1,2, die Richards-

gleichung in €2; und g; - n|yy. = 0 erfiillt. Dann
qgilt:

(G4)/ <—=q1 N1 = —qo- Ny auf .



Falls zusatzlich p;, : = 1,2, die Randbedingun-
gen auf yp, und ~g, sowie p1|r = pa|r erfiillen,
SO gilt:

(G4) <= q1-n1 = —qo-no aufrl.

3. Steklov—Poincaré—QOperatoren

Lose allgemein (mit Randbedingungen ¢):
L,u; = f auf €;, L; linear.

Neben ui|r = uo|r Bedingung an die Stetigkeit
eines “Flusses” auf I:

WViug = —WVouo.

Ziel:

Interface—Gleichung fur A ‘= w;lr € A, 1 = 1,2,
die unabhangig von (G1) und (G3) l6sbar ist
und danach eine unabhangige/parallele Losung
von (G1) und (G3) ermdglicht.



Allgemeine Denke im linearen Fall:

Entkopplung der Probleme auf €21 und €25 durch

Ausnutzen der Linearitat von L; auf €2; und der
Linearitat von WV;, : =1,2:

Hom. Syst. + Inh. A auf I = u@ = L} (A)

Inh. Syst. + Hom. auf M == uf = L}, (f,¢)

1,4M

Gesamtlésung zu f, o, A auf ;1 u; = ud + u}

Mit den Steklov—Poincaré—Operatoren
Si=W,L L | i=1,2, S:=8;+5>

und der rechten Seite
X = (—V1Li 5, — Valoi ()
erhalt man die Interface—Gleichung

SA = x.



Die Zerlegung S = 571 + 5S> fuhrt Uber eine
Dirichlet—Neumann—Iteration

(D) w5t = L7I(F, 0, AF)
(N) wbtt = L3S, 0, —W b Th

mit Dampfung, 0 < 0 < 1,
AL — ST - 4 (1 — 9)AF
auf ein Richardson—Verfahren
AT =2k 0551 (=A% + x)

fur SA = x mit S, als Vorkonditionierer.



