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Einleitung

Es ist der Begriff der Stetigkeit zweifellos einer der zentralen Begriffe in der
Mathematik. Einerseits kann man diesen Begriff, auf das topologisch “Aller-
notigste” reduziert, derart allgemein mengentheoretisch fassen, daff man zu sei-
nem Verstindnis noch nicht einmal wissen mufl, was eine Zahl ist. Andererseits
wird man facettenreichen Ausdifferenzierungen dieses Begriffs in der Analysis
begegnen.

So kann man sich zum Beispiel, wenn man eine stetige Abbildung zwischen zwei
metrischen Rdumen mit der e-6-Definition betrachtet, die Frage stellen, “wie
stetig” diese Abbildung denn eigentlich ist. Handelt es sich beim Urbildraum
um ein Kompaktum, so weifl man, dafl man zu einem ¢ das § unabhéngig vom
betrachteten Punkt wéhlen kann. Ordnet man jedem ¢ das “groBtmogliche”
€ zu, mit dem die Definition “funktioniert”, erhilt man den Stetigkeitsmodul
w(d) einer Abbildung. Je flacher dieser Stetigkeitsmodul fiir kleine 0 ist, desto
besser wird man die Giite der Stetigkeit einer Abbildung beurteilen.

Eine besonders “angenehme” Form der Stetigkeit — die Lipschitz-Stetigkeit —
liegt vor, wenn die Abbildung nicht “zu stark dehnt” in dem Sinne, dafli man
die Absténde der Bilder stets durch ein Vielfaches der Absténde der Urbilder
abschéitzen kann. Ist dieses Vielfache kleiner als 1, so handelt es sich um eine
kontrahierende Abbildung, die an den Banachschen Fixpunktsatz erinnert, wel-
cher gewif ein gutes Beispiel fiir die Tragweite dieses Stetigkeitskonzepts dar-
stellt. Durch die allgemeine Definition der Lipschitz-Stetigkeit lassen sich auch
die Holder-stetigen Abbildungen fassen, deren Stetigkeitsmodul nicht mehr un-
terhalb einer Ursprungsgeraden, sondern nur noch unterhalb einer Wurzelfunk-
tion liegen muf}. Die Holder-stetigen Abbildungen treten dann als Spezialfille
gewisser Lipschitz-stetiger Abbildungen in Erscheinung.

Untersuchungsgegenstand der vorliegenden Arbeit sind Lipschitz- bzw. Holder-
stetige Funktionen auf Kompakta mit Werten in R oder C. Funktionen dieser
Art kommen in verschiedenen Bereichen der Analysis zur Anwendung. Als er-
stes wird man an die berithmt gewordene “Lipschitz-Bedingung” im Satz von
Picard-Lindelof denken, welche durch eine Anwendung des schon erwihnten
Banachschen Fixpunktsatzes die lokale Existenz und Eindeutigkeit, ja sogar
die “sukzessive Approximierbarkeit”, der Losung von Anfangswertproblemen si-
cherstellt. Gerade zu diesem Zweck (natiirlich ohne den Banachschen Fixpunkt-
satz zu kennen) wurde diese Bedingung 1868 von Rudolf Lipschitz (1832-1903)



eigentlich ersonnen (siche hierzu [14], [10, S. 543, [36, S. 150] und [37, S. 499]).
Um die klassische Losbarkeit gewisser partieller Differentialgleichungen wie der
Poissongleichung oder der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung zu gewé&hr-
leisten, fordert man neben der Stetigkeit der vorgelegten Funktion meist, dafl
diese zusitzlich eine (lokale) Holderbedingung erfiillt (siehe Theoreme 3.7 und
11.4 in [56]). Dies wurde erstmals 1882 von Otto Holder (1859-1937) in seiner
Dissertation [21, S. 9 {] (siehe auch [14]) fiir die Poissongleichung vorgerechnet.
Auch in der harmonischen Analysis haben Holderbedingungen eine Bedeutung.
So kann bekanntlich die Fourierreihe einer stetigen Funktion an iiberabzéhlbar
vielen Stellen oder auf einer dichten Menge oder sogar auf einer Menge von
zweiter Kategorie divergieren (siehe [61, Vol. I, S. 301]), wohingegen man bei
Holder-stetigen Funktionen weifl, dafl hier die Fourierreihe sogar gleichméfig

gegen die Funktion konvergiert. Letzteres ist das Theorem von Dini-Lipschitz,
siehe [61, Vol. 1, S. 63].

Die Menge der Lipschitz-stetigen Funktionen auf einem Kompaktum K bildet
einen (dichten) Unterraum im Raum aller stetigen Funktionen auf K versehen
mit der Supremumsnorm. Indem man jeder Lipschitzfunktion ihre groftmogli-
che Steigung zuordnet, kann man auf diesem Unterraum eine neue Norm ein-
fithren, welche in diesem eine wesentlich feinere Topologie als die Supremums-
norm induziert und ihn zu einem Banachraum, dem (grofien) Lipschitzraum
Lip(K), macht. Alle Funktionen, deren Steigungen lokal gegen Null gehen, bil-
den darin einen abgeschlossenen Unterraum, den kleinen Lipschitzraum Zip(K).
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es nun, aus verschiedenen Blickwinkeln der
Banachraumtheorie Antworten auf die Frage zu finden: “Wie liegt der kleine
Lipschitzraum im grofien?”

Um diese bewufit nicht prézise formulierte Frage angehen zu koénnen, sollen
im ersten Kapitel zunéchst einige grundlegende Tatsachen zu Lipschitzriumen
zusammengestellt werden, und zwar zum einen in Form von allgemeinen Er-
gebnissen und zum anderen in Form eines naheliegenden Beispiels von Lip-
schitzraumen auf dem Kompaktum [0, 1]. Hier wird auch die Bedeutung der
Holder-Stetigkeit als wichtiger Spezialfall der Lipschitz-Stetigkeit klar.

Im zweiten Kapitel wird die obige Frage zunéchst wieder fiir Lipschitzriume
auf dem Einheitsintervall, dann fiir Lipschitzriume auf Kompakta in R” — es
handelt sich dabei eigentlich um R&éume von Holderfunktionen — auf folgen-
de Weise beantwortet: Es gibt einen Isomorphismus des Folgenraums ¢*° auf
den groflen Lipschitzraum, unter dem der kleine Lipschitzraum als Bild von c¢q
auftritt. Im allgemeinen Fall wird unter natiirlichen Voraussetzungen zumin-
dest eine isomorphe Kopie von ¢ als komplementierter Unterraum von fip(K)
gefunden und in Lip(K) ein zu £*° isomorpher Unterraum angegeben. Schlief3-
lich wird der Frage nach isometrischen Isomorphismen zwischen ¢ip(K) und cg
bzw. Lip(K) und ¢*° nachgegangen, die nur unter sehr starken Einschrinkun-
gen an K existieren. In diesem Zusammenhang wird auch zum ersten Mal der
grofle Lipschitzraum als zweiter Dual des kleinen Lipschitzraums auftreten —
ein Phinomen, das im dritten Kapitel der Arbeit einer ndheren Betrachtung
unterzogen wird.



Die Tatsache, dafl sich in vielen Féllen der kleine zum groflen Lipschitzraum
“so ahnlich verh&lt” wie der Folgenraum cg zu ¢°° wird durch den isometri-
schen Isomorphismus unterstrichen, der zwischen ¢ip(K)” und Lip(K) immer
dann existiert, wenn fip(K) eine gewisse Reichhaltigkeitsbedingung erfiillt. Die
Uberlegungen, die zu diesem Ergebnis fiihren, werden in Kapitel 3 zusammen-
getragen. Es werden dabei vier Techniken vorgestellt, die zwar alle den gleichen
Ausgangspunkt wihlen, sich aber im weiteren Vorgehen stark voneinander ab-
heben und zu unterschiedlich allgemeinen Aussagen fithren. Des weiteren wird
ein Ansatz zur Sprache kommen, der iiber eine genaue Analyse des Maflraums
iiber dem betrachteten Kompaktum, versehen mit einer geeigneten Norm, den
gewiinschten isometrischen Isomorphismus liefert. Schliellich werden die Bedin-
gungen, unter denen dieser Isomorphismus existiert, genauer untersucht.

Im vierten und letzten Kapitel der Arbeit wird die Lage des kleinen Lip-
schitzraums im groflen aus der Perspektive der Theorie iiber M-Ideale in Ba-
nachrdumen betrachtet. Nach einer kurzen Darstellung der fiir diese Erérterung
wichtigsten Ergebnisse der Theorie werden Ansétze zur Beantwortung der Fra-
ge gesucht, ob bzw. unter welchen Voraussetzungen der kleine Lipschitzraum
ein M-Ideal im groflen ist. Im Zuge dessen werden fiir das in Kapitel 1 be-
trachtete Beispiel von Lipschitzraumen auf dem kompakten Einheitsintervall
die Schwierigkeiten aufgezeigt, die diese Frage aufwirft, und positive sowie ne-
gative Teilergebnisse geliefert. SchlieBllich wird fiir das Kompaktum K = [0, 1],
versehen mit geeigneten Metriken, ein abgeschlossener Unterraum von Lip(K)
angegeben, in dem sich fip(K) als echtes M-Ideal erweist.

Herzlich danken mochte ich Dirk Werner fiir seine engagierte, geduldige und sehr
personliche Unterstiitzung bei der Erstellung dieser Arbeit. Ich habe einiges von
ihm gelernt.

Ich denke an all jene, welche der Widrigkeiten kundig sind, die dem “Ersten im
Bunde” wieder und wieder begegnen, wohlwissend dafl es doch am Ende gut
geht.

“Und gewinnt das Ufer und eilet fort

Und danket dem rettenden Gotte,

Da stiirzet die raubende Rotte

Hervor aus des Waldes néchtlichem Ort,

Den Pfad ihm sperrend, und schnaubet Mord
Und hemmet des Wanderers Eile

Mit drohend geschwungener Keule.”






Kapitel 1

Grundlegendes iiber
Lipschitzriume

1.1 Einige Definitionen und Eigenschaften
von Lipschitzridumen

Definition 1.1.1. Sei (K, d) ein metrischer Raum und f eine reell- oder kom-
plexwertige Funktion auf K, fiir die gilt

z,yeK d($7 y)
T#y
Dann heifit f Lipschitz-stetig bzw. Lipschitzfunktion auf K und L(f) die Lip-
schitzkonstante von f. Mit Lip(K) sei die Menge aller beschrankten Lipschitz-
funktionen auf K bezeichnet, worin ¢ip(K) diejenige Teilmenge von Funktionen
sei, fiir die die fip - Bedingung gilt:

lim M —0
d(z,y)—0 d(l‘, y) ’
TH#Y

Es ist klar, daf§ Lip(K) sowie ¢ip(K) mit der punktweisen Addition und ska-
laren Multiplikation Unterriume im Raum C®(K) aller beschrinkten stetigen
Funktionen auf K bilden. Es ist sogar L(-) eine Halbnorm auf Lip(K), leider
jedoch keine Norm, denn es gilt L(f) = 0 < f = const. Nun gibt es verschie-
dene Moglichkeiten, dieses (relativ kleine) Manko zu beheben und mittels L(-)
zu einer Norm auf Lip(K) zu gelangen. Im folgenden wird die in der Literatur
am héufigsten verwandte (vgl. [33], [24], [25], [15] und [49]) vorgestellt.

Satz und Definition 1.1.2. Mit der Lipschitznorm
11z = max(||floc, L(f))

wird Lip(K) zu einem Banachraum, dem Lipschitzraum auf K. Der kleine Lip-
schitzraum lip(K) ist dann ein abgeschlossener Unterraum in Lip(K).



Beweis. |- ||z, ist als Maximum endlich vieler Halbnormen eine Halbnorm und
wegen der Normeigenschaft von || - || auch eine Norm. Zur Vollstédndigkeit von
Lip(K) sei eine Cauchyfolge (f,) in Lip(K) gegeben. Nach Definition der Lip-
schitznorm ist (f,,) auch Cauchyfolge in C*(K) beziiglich der Supremumsnorm.

Wegen der Vollsténdigkeit von C*(K) existiert ein f € C°(K) mit f, ~— LLIR

L(- .
Gezeigt wird nun, dafl sogar f, L0, f, also auch f, Il f gilt, woraus

f € Lip(K) und die Vollsténdigkeit von Lip(K) folgt. Seien hierzu £ > 0 und
r,y € K,z # y, gegeben. Wihle N (¢) so, da || fr, — fil/z < § fiir n,m > N(e)
gilt, und zusétzlich m > M (e, z,y) > N(e) so groB, daB || fim — flloo < § d(z,y)
ist. Dann folgt

U= D) = Un = DO _ 1Un = In)@) ~ = S W],
d(z,y) - d(z,y)
) = F@] ) = S _
Qoo T dey SHmfmegegse

unabh#ngig von x und y, also L(f, — f) < ¢ fiir n > N(e).

Zur Abgeschlossenheit von /ip(K) betrachte eine Folge (f,) in fip(K), fiir die

);
fn— Ielle, [ € Lip(K) gilt. Zu e > 0 sei n € N so gro, daB || f,, — f|lz < §, und
& > 0 so klein, daf W < § ist, falls d(x,y) < 6. Dann gilt

@) = fW @) = fole) = (F) = Fu@)] | (@) = fuly)]
dz,y) d(x,y) d(z,y)
L(f = fa)+ 5 <<
fir d(x,y) < 0. O

Man sieht leicht, dafl die Lipschitznorm eine feinere Topologie auf Lip(K) er-
zeugt als die Supremumsnorm, daf insbesondere Lip(K) im allgemeinen nicht
abgeschlossen in C?(K) ist (vergleiche auch Bemerkung 1.1.14 und [52, S. 23]:
den Abschluf§ bilden gerade die gleichméBig stetigen Funktionen). Zur Illu-
stration betrachte man das folgende Beispiel der Lipschitz-stetigen Funktionen
fn,n € Ny auf ([0,1],]-|) (vergleiche Beispiel 4.2.1) mit || f, ||z, — oo, die in der
Supremumsnorm gegen f : f(z) = \/z konvergieren:

Eine weitere in der Literatur anzutreffende Normierung von Lip(K), die eben-
falls die Supremumsnorm involviert, findet man immer dann vor, wenn neben
der Banachraumstruktur von Lip(K) auch das Produkt zweier Lipschitzfunk-
tionen von Interesse ist (vgl. [44] und [2]):

Satz und Definition 1.1.3. Mit der Norm

1flla = [[flloc + L(f)



wird Lip(K) zu einer Banachalgebra mit Einheit, der Lipschitzalgebra auf K.
lip(K) ist eine abgeschlossene Unteralgebra von Lip(K) mit Einheit. Lip(K)
und lip(K) sind invers abgeschlossen, d.h. enthalten mit f auch f~! im Falle

infyer | f(z)] > 0.

Beweis. Analog zu || - ||, ist auch || - || 4 eine Norm, die zudem wegen

IAlle < W flla < 2[1 ]z

zu || ||z dquivalent ist, so dafl auch mit ||-||4 der Vektorraum Lip(K) ein
Banachraum und ¢ip(K) abgeschlossen in Lip(K) ist. Des weiteren gilt fiir

fyg € Lip(K),z,y € K,x #y
((f9)(=) = (f9)W)| _ [(f9)(=) = F(@)g()l | |f(x)g(y) — (f9)(¥)|

d(l‘, y) o d(x, y) + d(l‘, y)
DIy DT

Einerseits sieht man damit L(fg) < || fllccL(9) + ||9llcc L(f), also

1£glla < llgllcoll Fllco + 1 lloaL(g) + lglloo L(F) <[ fllocllglla + llglloo L(F)
< [1£lallglla,
womit ||-||a den Raum Lip(K) zu einer Banachalgebra macht. Andererseits
sieht man damit, dal im Falle f, g € ¢ip(K) auch f-g € lip(K) ist, d.h. lip(K)

eine abgeschlossene Unteralgebra von Lip(K) ist. Die Einheit ist natiirlich die
konstante Funktion 1.

Zur inversen Abgeschlossenheit beachte man mit e = inf,cx |f(z)| > 0

1 1 1
< L@ - )l
767 7| < - 10
womit || f 7|4 < % + 6% L(f) ist und f~! mit die ¢ip-Bedingung erfiillt, wenn
sie fiir f gilt. O

Ist K kompakt, reicht es natiirlich, fiir die inverse Abgeschlossenheit die Null-
stellenfreiheit von f vorauszusetzen. Mit der Modifikation ||f-g|/z < 2|/ fl|z]l9llz
gelten die obigen Aussagen auch fiir Lip(K) mit der Norm || - ||. Daf} sich der
Faktor 2 in dieser Abschétzung im allgemeinen nicht verbessern 1&8t, Lip(K)
mit || - ||z also keine Banachalgebra ist, zeigt schon das Beispiel der Funktion

f € Lip([0,1],|-|) mit f(x) = 2 und (f?)"(z) = 2.

Neben den beiden genannten Moglichkeiten, Lip(K') mittels L(-) und || - ||~ zu
normieren, kann man auch die Tatsache ausnutzen, dafl L(-) nicht weit von ei-
ner Norm entfernt ist, und zwar in dem Sinne, daf§ L(f) = 0 & f = const. gilt.
Hierzu reicht die Funktionsauswertung an einem Basispunkt zg € K (vgl. 1.4.6
in [55]). Man beachte, dal man durch dieses Vorgehen eine groflere Funktionen-
menge als Lip(K) normieren kann.



Satz und Definition 1.1.4. Mit einem Basispunkt xg € K gilt:

(i) Der Vektorraum LiP(K) aller Lipschitzfunktionen auf K wird mit
£z = max(|f(xo)l, L(f))  oder mit |[fllar = [f(zo)| + L(f)

zu einem Banachraum, in dem der Unterraum (iP(K) aller Funktionen,
die die lip -Bedingung erfiillen, abgeschlossen ist.

(ii) Die Mengeninklusion Lip(K) C LiP(K) ist genau dann echt, wenn K
unbeschrinkt ist. Ist K beschrinkt, so sind die Normen || - ||, || - lz/, || - || 4
und || - ||ar alle dquivalent.

Beweis. (i) Wieder gilt |[fll < ||fllar < 2||f]lz/, und der Beweis des Sat-

zes 1.1.2 1a8t sich auf || - ||z, iibertragen: Ist (f,) eine Cauchyfolge in LiP(K)

beziiglich || - |1/, so ist zunéchst (f,(xo)) Cauchyfolge in R oder C, also kon-

vergent. Fiir x # xzg ist fiir n,m grofl genug |(f"7fm)(22;(;;’sffm)(x°)‘ < € und

|(fr— fm)(z0)] < e, also |(fn— fm)(x)| < ed(x,x0)+¢, so daBl auch (f,,(x)) eine
Cauchyfolge ist. Damit existiert der punktweise Grenzwert f von (f,,), fiir den

das §-Argument wie im Beweis zu Satz 1.1.2 durchfiihrbar ist. Die Abgeschlos-
senheit von ¢/iP(K) in LiP(K) folgt ebenfalls analog.

(ii) Fiir die Funktion fs, :  — d(x,x0) gilt mit der umgekehrten Dreiecksun-
gleichung

‘f$0(x) - fxo(y)’ _ ‘d(l’,xo) - d(y,l'o)’ < d(xvy)
d(z,y) d(z,y) — d(z,y)

also f,, € LiP(K), und f,, ist genau dann unbeschrinkt, wenn K unbeschrinkt
ist. Ist K beschréinkt mit Durchmesser diam(K), so folgt fiir jedes f € LiP(K)

e F@) — fa)
xTr) — i)
d(x,xo) d

=1,

f(x) = flxo) +

die Abschitzung

(x,z0) Ve € K

£ lloe < 1f(xo)| + L(f) diam (k)
mithin [|f||zr < ||f]lz < max(1,diam(K)) || f]|z,. Damit ist alles gezeigt. O

Fiir beschrinktes K sind damit alle Aussagen von Satz 1.1.3 auf die Normen
Il |7 und ||-||a iibertragbar, bis auf die Tatsache, dal man hier keine Ba-
nachalgebren erwarten kann. Das Beispiel f : f(z) = z auf [0,1] (mit Basis-
punkt 0) liefert wieder L(f?) = 2(L(f))? = 2. Die im Beweis zu 1.1.4 (ii)

2 2
gegebenen Funktionen f;, zeigen mittels mfﬁ‘;w = d(z,xg), daB fiir un-

beschréinktes K der Raum LiP(K) mit der punktweisen Multiplikation keine
Algebra ist.

Dem Problem, daf§ die konstanten Funktionen einer Normierung von Lip(K)
oder LiP(K) entgegenstehen, kann man auch dadurch begegnen, dafl man sie,
wie im folgenden geschehen, auf geeignete Weise aus dem betrachteten Funk-
tionenraum herausnimmt (vgl. [42], [7] und [50]).

10



Satz und Definition 1.1.5. Sei mit einem Basispunkt xog € K der Teil-
raum Lipy(K) = {f € LiP(K) : f(zo) = 0} von LiP(K) und analog lipy(K)
definiert. Dann ist L(-) eine Norm auf Lipo(K), die diesen Raum zu einem
Banachraum macht, in dem lipg(K) abgeschlossen ist.

Beweis. Aus L(f) = 0 folgt nun f = 0, und der Rest geht wie im Beweis zu
Satz 1.1.4, nur einfacher. O

Eine zweite Moglichkeit, sich der konstanten Funktionen zu entledigen, besteht
darin, den von ihnen aufgespannten Unterraum N aus dem Raum LiP(K) her-
auszufaktorisieren (vgl. [32] und [60]). Dazu beobachtet man, dafl LiP(K') mit
der Halbnorm L(-) vollsténdig ist: Ist ndmlich (f,) in LiP(K) Cauchyfolge, so
ist (fn, — fn(xo)) Cauchyfolge im Banachraum Lipg(K), so daf ein f € Lipg(K)
existiert mit f, — fn(xo) L0, f, womit auch f, L0, f in LiP(K) folgt. So
sieht man leicht ein (vgl. Lemma 1.1.3 in [55]), da8 L(-) auf dem Quotienten-
raum H(K) := LiP(K)/N eine Banachraum-Norm induziert. Gleiches gilt fiir
A(K) := tiP(K)/N. Des weiteren liefert fiir K mit Basispunkt x(y die (wohl-
definierte!) Abbildung [f] — f — f(z0) einen isometrischen Isomorphismus von
H(K) auf Lipg(K), der A(K) auf lipy(K) abbildet. Man sieht also, dafl sich die
beiden Arten, die Konstanten auf K “wegzudiskutieren”, im Ergebnis gar nicht
unterscheiden, und daf} insbesondere Lipo(K) nicht vom Basispunkt abhéngt.
Bezeichnet K den Koérper R oder C, je nach Wahl von K-wertigen Lipschitz-
funktionen, so besteht zudem mittels der Abbildung (f,c) — f+¢, ¢ € K, eine
Isomorphie zwischen Lipy(K) @ K und LiP(K) (isometrisch falls & mit || - ||
bzw. @so mit || - ||z gewdhlt wird; wihle fiir den Nachweis den Basispunkt xg
in Lipo(K) und in LiP(K) gleich). Zusammenfassend gilt der

Satz 1.1.6. Es bestehen mit den obigen Bezeichnungen folgende Isomorphien:

Da#8, je nachdem, welche Norm fiir eine Fragestellung am giinstigsten erscheint,
die Verwendung der Begriffe “Lipschitznorm” und “Lipschitzraum” nicht ein-
heitlich ist, wird nach den obigen Uberlegungen nicht mehr iiberraschen. So
werden auch in dieser Arbeit diese Begriffe dem jeweils betrachteten Raum mit
seiner Norm “angepaf3t”. Da wir Lipschitzriume nicht als Banachalgebren be-
trachten wollen, werden von nun an die Versionen aus Satz 1.1.2 fiir Lip(K)
bzw. lip(K') und aus Satz 1.1.5 fiir Lipg(K') bzw. lipy(K) verwandt, die in dieser
Reihenfolge auch in der Literatur am haufigsten auftreten. Des weiteren miissen
wir fiir die Beweise der entscheidenden Sétze die Kompaktheit von K fordern,
so daf sich auch meist eine Unterscheidung zwischen den Funktionenmengen
LiP(K) und Lip(K) eriibrigt.

11



Bemerkung 1.1.7. Vom Banachraum-theoretischen Standpunkt aus kénnen
wir von vornherein von der Vollstdndigkeit des metrischen Raums K ausge-
hen, denn jede Lipschitz-stetige Funktion auf K kann als gleichméafig stetige
Funktion eindeutig unter Beibehaltung ihrer Lipschitzkonstanten auf die Ver-
vollstindigung K von K fortgesetzt werden. Es gilt also LiP(K) = LiP(K).

Dafl man sich fiir die Betrachtung des Lipschitzraums Lip(K') zudem auf metri-
sche Rdume K mit diam(K) < 2 beschréinken kann, zeigt die folgende einfache
Uberlegung: Sei K’ die Menge K mit der neuen Metrik d’, definiert durch
d'(z,y) = min(d(z,y),2) fir z,y € K, dann sind K und K’ homéomorph,
und die lip-Bedingung gilt fiir dieselben Funktionen. Ist L’(-) die Lipschitz-
Halbnorm auf Lip(K') und L(-) die entsprechende in Lip(K), so gilt

[f(@) = fWl o [f (@) = f{y)]
d'(z,y) —  dzy)

mit Gleichheit fiir d(z,y) < 2, also L'(f) > L(f) fir f € Lip(K’). Im Falle
)

d(z,y) > 2 gilt aber L ()y)l < I flloss d.h. insgesamt hat man

L'(f) < max([|f]loo; L(f))

fir f € Lip(K). Es folgt, dafl Lip(K) und Lip(K') sowie ¢ip(K) und ¢ip(K')
dieselben Elemente haben und mittels der Identitéit jeweils isometrisch isomorph
sind.

SchlieBlich liefert eine hiibsche Uberlegung von Nik Weaver (siche S. 340 in [50]),
daf Lip-Raume als spezielle Lipg-Réume angesehen werden kénnen: Man ver-
sehe K’ mit einem zusétzlichen Basispunkt e und definiere d’(z,e) =1 Vo € K'.
Mit dem daraus entstandenen metrischen Raum Ky = K’ U {e} ist dann
Lip(K') = Lipg(Ky) vermittels der Abbildung, die f € Lip(K) durch f(e) =
auf Lipo(Ky) fortsetzt. Weaver spricht hier von einem “trivial but nonobvious
result (if one can use such a phrase)”.

Zusammenfassend gilt also der

Satz 1.1.8. Fir einen metrischen Raum K hat man mit den Bezeichnungen
der obigen Bemerkung 1.1.7 die isometrischen Isomorphien

Lip(K) = Lip(K) = Lip(K') = Lipo(Ko).

Das gleiche gilt fiir die entsprechenden kleinen Lipschitzrdaume.

Es wurde oben bereits angedeutet, dafl es sich lohnt, Lipschitzraume auf Kom-
pakta zu betrachten. Des weiteren mag der Leser bislang eine Motivation fiir
die Definition der kleinen Lipschitzrdume vermissen. Um etwas Licht in dieses
Dunkel zu bringen, sei daher bereits an dieser Stelle der folgende schéne auf
Karel de Leeuw [33] zuriickgehende Einbettungssatz formuliert, der in Kapi-
tel 3 eine entscheidende Bedeutung haben wird. Wir definieren zunéchst die
dafiir benotigten Begriffe.
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Definition 1.1.9. Sei in K ein kompakter metrischer Raum und in der Menge
diag(K?) = {(z,x) : = € K} die Diagonale in K? vorgelegt. Dann wird mit
K die disjunkte Vereinigung der topologischen Riume K und K2\ diag(K?)
bezeichnet. Cb(f( ) ist der Banachraum der beschrénkten stetigen Funktionen
auf (dem lokalkompakten!) K, und Cy(K) ist der darin enthaltene Unterraum
der im “Unendlichen” verschwindenden Funktionen, die wie iiblich erklért sind:
Fiir ein Element f € Co(K) findet man zu jedem € > 0 eine kompakte Menge
M C K, so daB || £ pylloo < € gilt.

Damit lautet der Einbettungssatz von de Leeuw:

Satz 1.1.10. Die Abbildung & : Lip(K) — CY(K), definiert durch

f(z) — f(y)
d(z,y)

ist linear und isometrisch, und es ist lip(K) = &~ (Cy(K)).

Pf(x) = f(x) und Df(x,y) =

Beweis. Die Wohldefiniertheit ist klar nach Konstruktion, die Linearitdt auch,
die Isometrie-Eigenschaft gilt nach Wahl der Norm || - ||z in Lip(K). Fir die
Aussage iiber die Lage von /ip(K) in Co(K) bendtigt man neben der fip-
Bedingung nur die Tatsache, daB {(z,y) € K2\ diag(K?) : d(z,y) > ¢} fiir jedes
e > 0 kompakt ist. Fiir £ip(K) D &~ 1(Cy(K)) beriicksichtigt man, daf es fiir
f € Lip(K)\lip(K) Folgen (x,), (y») in K mit Grenzwert x € K und ein € > 0
gibt mit | f (2, yn)| > € >0 Vn € N, wobei {(xn,y,) : n € N} C K?\ diag(K?)
nicht kompakt ist. O

Bemerkung 1.1.11. Da durch die Werte von @f auf K die Werte @f auf
K?\ diag(K?) schon festgelegt sind, ist ¢ im allgemeinen nicht surjektiv. Des
weiteren ist @(Lip(K)) bzw. ®(lip(K)) keine Unteralgebra von CP(K), da das
Produkt der Steigungen im allgemeinen nicht gleich der Steigung des Produkts
zweier Funktionen ist. Formuliert man den Satz analog fiir die Lipschitzalgebra
Lip(K) mit der Norm ||-||4 (sieche S. 367 f in [2]), so ist also @ im allgemei-
nen kein Algebrenhomomorphismus. Versucht man den Satz auf lokalkompakte
K zu iibertragen, so ist zwar K immer noch lokalkompakt, die Hauptaussage
des Satzes lip(K) = &~'(Co(K)) wird dann aber falsch (bzw. gilt nur noch
mit “2”). Um sie “richtig zu machen”, mufl man weitere Einschrénkungen am
kleinen Lipschitzraum vornehmen, sprich, man definiert fip(K) dann einfach
“passend” (vergleiche S. 341 in [50] und den Schlufl der Schlufbemerkungen).

Wir miissen in der vorliegenden Arbeit an zahlreichen Stellen eine Unterschei-
dung zwischen Réumen reellwertiger und komplexwertiger Lipschitzfunktionen
treffen, da sich bestimmte Eigenschaften reellwertiger Lipschitzfunktionen nicht
ohne weiteres bzw. nur abgeschwicht auf komplexwertige {ibertragen lassen.
Offensichtlich ist das folgende Konzept (mit welchem Weaver in [48] arbeitet)
iiberhaupt nur auf reellwertige Funktionen anwendbar.
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Satz 1.1.12. Der Banachraum Lip(K) aller beschrinkten reellwertigen Lip-
schitzfunktionen auf einem metrischen Raum K ist unter Bildung des (punkt-
weisen) Supremums \/ f, und des Infimums )\ fn endlich vieler Elemente f, €
Lip(K) abgeschlossen und damit ein Unterverband im Verband aller beschrink-
ten reellwertigen Funktionen auf K mit \/ und ). Gleiches gilt fiir lip(K). Des
weiteren ezistiert fir jede beschrinkte Menge { fo}acr C Lip(K) das Supremum
und das Infimum in Lip(K), wobei gilt

V.

Einen Verband, in dem das Supremum bzw. Infimum iiber beliebig viele Ele-
mente immer existiert, nennt man vollstindig. Mit dem Ergebnis ist daher zum
Beispiel die Einheitskugel Br;, k) ein vollsténdiger Verband. Fiir By, ist
dies iibrigens in vielen (“verniinftigen”) Fillen nicht so (vergleiche die Bemer-
kung vor Satz 3.5.4 in Kapitel 3). Es sei noch darauf hingewiesen, dafl Lip(K)
kein Banachverband ist, da mit dem Betrag |f| = f V (—f) das “Riesz-Norm-
Gesetz” |f| < lg| = ||fllz < ||lg]|lz im allgemeinen nicht gilt, denn der Betrag
“erkennt” Steigungen nicht. Man betrachte als Gegenbeispiel auf ([0, 1], |- |) die
Funktionen f :x +— 22 und ¢ :  — x.

<sup{llfallc} wnd A L] < sup{lifalle}:

Beweis. Um die Abgeschlossenheit von Lip(K) und fip(K) unter Bildung des
Supremums oder des Infimums endlich vieler Funktionen einzusehen, braucht
man nur zu bemerken, dafl fV g = %(f+g+ |f —g|]) und fAg= %(f—kg—
|[f —g1) gilt und mit f wegen |[f(z)] = [f(y)l| < [f(z) = f(y)] stets auch |f|
in Lip(K) bzw. lip(K) ist. Sei nun eine durch M € R™ beschrinkte Menge
{fa}acr C Lip(K) gegeben. Wegen —\/ fo = A\(—fa) reicht es, die linke der
beiden Ungleichungen zu zeigen. Fiir die Supremumsnorm ist die Abschitzung
klar. Seien z,y € K,z # y und ¢ > 0 gegeben. Wéhle fg € {fa}acr so, daB
supaerifo(2)} < fa(x) + ed(z,y) ist, dann gilt

(Vfa)(@) = (Vf)y) _ fp(z) +ed(z,y) — f5(y)
d(z,y) N d(z,y)

<M +e.
O

Das Beispiel der im Beweis zu Satz 1.1.4 (ii) angegebenen Funktionen { f4, }z ek
C LiP(K), definiert durch f;,(x) = d(z,z¢), zeigt, dafl es gentigend viele Lip-
schitzfunktionen auf K gibt, um die Punkte von K zu trennen. Mit dem obigen
Satz ist dann mittels der Funktionen f, ar :  — min(d(x, z¢), M) mit M € R*
auch Lip(K) punktetrennend. Des weiteren enthalten die Lipschitzfunktionen
auf K geniigend Informationen, um damit auf die Metrik von K zuriickzuschlie-
Ben, konkret:

Satz 1.1.13. Lip(K) ist punktetrennend, und es gilt sogar

d(z,y) = sup{|f(x) — f(y)|: f € Lip(K),L(f) <1} Va,y € K.
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Beweis. Die Abschitzung “>” ist offensichtlich, und “<” sieht man ein, wenn
man f = fx,d(m,y) setzt, womit |f(z) — f(y)| = |0 — d(z,y)| gilt. O

Bemerkung 1.1.14. Leider kann man von ¢ip(K) oder ¢iP(K) noch nicht ein-
mal erwarten, mehr Funktionen zu enthalten als diejenigen, die trivialerweise
immer in diesen Rdumen sind, ndmlich die Konstanten. Fiir ein Gebiet K in R
oder R™ mit der euklidischen Metrik liefert die ¢ip-Bedingung die Differenzier-
barkeit von f € ¢iP(K) mit iberall verschwindender Ableitung, so daff /i P(K)
nur aus den konstanten Funktionen besteht. Man kann sich nun die Frage stel-
len, wie der metrische Raum K beschaffen sein muf}, um zu gewéhrleisten, dafl
lip(K) “geniigend viele” Funktionen enthélt — zum Beispiel, um die Punkte
von K zu trennen. Man beachte, da ¢ip(K) nach Satz 1.1.3 eine (im Falle
K = C selbstadjungierte) Unteralgebra von C(K) ist. Die Punktetrennung von
lip(K) wire damit fiir kompakte K nach dem Satz von Stone-Weierstrafl hin-
reichend dafiir, daf§ fip(K) dicht in C(K) liegt, also in der Tat eine gewisse
“Groe” aufweist.

Betrachtet man zu dieser Fragestellung wieder die Funktionen f,, im Beweis zu
Satz 1.1.4 (ii), so sieht man, daf} die Funktionen fy, : # + d(z, 7o) punktetren-

nend und in i P(K) sind, falls d eine andere Metrik auf K ist, fiir die % —0
gilt im Falle d(z,y) — 0. Interessanterweise liefert ein wenig beachteter Artikel

von A. G. O’Farrell [11] sogar eine Umkehrung dieses Ergebnisses.

Definition 1.1.15. Eine Metrik d auf (K,d) heifit lokal kleiner als d bzw. d
heit lokal groBer als d, wenn

d(z,y)
d(z,y)

— 0 folgt fir d(x,y) — 0.

Satz 1.1.16. Wenn der metrische Raum (K, d) eine kleinere Metrik zuldfst, so
trennt Lip(K) die Punkte von K. Ist (K,d) separabel, so gilt auch die Umkeh-
rung.

Sieht man sich fiir die Umkehrung die Gleichung in Satz 1.1.13 n&her an, so
mag man eine Vorstellung davon gewinnen, wie man vorgehen konnte, um eine
kleinere Metrik d iiber Funktionen aus /ip(K) zu definieren. Die nachfolgend
ausgefiihrte Idee von O’Farrell verlangt, daff man sich zur Definition von d auf
abzihlbar viele Funktionen aus ¢ip(K) beschrénken kann, die schon die Punkte
von K trennen. Damit dies gewéhrleistet ist, wird gefordert, dal der topolo-
gische Raum K2\ diag(K?) ein Lindelsf-Raum ist, d.h. daB jede offene Uber-
deckung dieses Raums eine abzihlbare Teiliiberdeckung besitzt. Hinreichend
hierfiir ist, da3 dieser Raum das zweite Abzéihlbarkeitsaxiom erfiillt, was, da
er metrisierbar ist, dquivalent zu dessen Separabilitdt bzw. zu der von K ist
(siche S. 38 ff, insbesondere Satz 1.3.17, und S. 447, 12), in [43]). Daher die
Zusatzvoraussetzung.

Beweis. Analog zur Bemerkung vor dem Satz 1.1.13 liefern die “abgeschnitte-
nen” Funktionen f;, as die erste Behauptung.
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Fiir die zweite Behauptung wihle zu jedem Punkt (z,y) € K? mit = # y
ein fp, € lip(K) mit fp,(z) # foy(y) und 0.B.d.A. L(fy,) < 1 und de-
finiere stetige Funktionen F, auf K? durch F,,(z,w) = fi,(2) — foyu(w).
Dann ist N(z,y) = {(z,w) € K? : F;,(2,w) # 0} eine offene Umgebung von
(z,y) € K? und die Familie aller N (x,y) fiir 2 # y eine offene Uberdeckung des
Lindelsf-Raums K2\ diag(K?2). Ist (f,)nen eine Folge von kleinen Lipschitzfunk-
tionen f, = fu,.4., die einer abzéhlbaren Teiliiberdeckung von K2\ diag(K?)
mit {N (2, yn) tnen entspricht, so definiere (eingedenk L(f,) < 1 Vn € N) fiir
alle z,y € K?

o0

da,y) =Y 27" fule) = faly)] (< d(z,y)).

n=1
Damit ist d eine Metrik, da die Menge {f,, }nen die Punkte von K trennt. Daf
Yooy 2*”% — 0 fiir d(z,y) — 0 gilt, sicht man mittels eines §-Argu-
ments (Abschneiden des Reihenrests und Nutzen der ¢ip-Bedingung fiir endlich
viele fy,). O

Es ist mit dem obigen Satz ein Punkt erreicht, an dem die Holder-stetigen
Funktionen auf den Plan treten kénnen. Aus dem Satz folgt zum Beispiel (nach
Bemerkung 1.1.14), daf die euklidische Metrik auf R™ keine lokal kleinere Metrik
zuldfit. Man kann sich natiirlich fragen, ob es umgekehrt eine lokal grofiere
Metrik als die euklidische auf R” gibt. Eine allgemeine Antwort auf diese Frage
liefert die Beobachtung, da8 mit jeder Metrik d auf K auch d® (definiert durch
d*(z,y) = (d(z,y))* Va,y € K) fir 0 < a < 1 eine Metrik auf K definiert.
Beim Beweis dieser Tatsache stofit man auf die fiir diese Aussage wesentlichen
Eigenschaften der Wurzelfunktionen (vergleiche auch die in [49, S. 346] von
Weaver gegebenen Eigenschaften):

Satz und Definition 1.1.17. Es bezeichne Q) die Menge aller monoton stei-
genden Funktionen w : RT — RT (1), so daff w(0) =0 (2), limy_ow(t) =0 (3),
limy o w(t)/t = 0o (4) gilt und die Funktion t — w(t)/t auf R™ monoton fallend
ist (5). Ist dann d eine Metrik auf der Menge K, so ist w(d) fir jedes w €
eine lokal grofiere Metrik als d auf K. w(d) heifle verallgemeinerte Holdermetrik
auf K, und fir w(t) =t 0 < a < 1 heifst w(d) = d* Héldermetrik auf K zum
FExponenten .

Beweis. Aus (5) folgt die Semiadditivitit von w € Q: Fiir 0 < A < 1 und
t >0 gilt = ( > e ( ) also Aw(t) < w(At), und das gleiche mit (1 — \) anstelle
von A hefert w(t) § w()\t) w((1 — A)t). Zusammen mit der Monotonie und
der Semiadditivitédt von w folgt aus der Dreiecksungleichung von d nun die von
w(d). Wegen (1), (2) und (4) gilt w(t) =0 <t =0, so daB w(d) eine Metrik ist
und dariiberhinaus (mit (1)) aus w(d(z,y)) — 0 notwendig d(z,y) — 0 folgt.
Letzteres liefert mit (4) schlieflich

) — 0.
wd(z,y)—0 w(d(r,y))  day)—0 w(d(z,y))
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Das Beispiel der Funktion
f.xH{ vz fir0<z<1

T fir z > 1.

zeigt, daf} die Funktionen in €2 nicht notwendig konkav sein miissen. Die Ste-
tigkeit von w € ©in 0 (d.h. (3)) ist nicht notwendig fiir die Aussage des Sat-
zes, nichtsdestotrotz eine sehr natiirliche Voraussetzung, die gewéhrleistet, dafl
w(d) und d dquivalente Metriken sind, d.h. die gleiche Topologie auf K erzeu-
gen. Andernfalls wire w(d) dquivalent zur diskreten Metrik auf K und trivia-
lerweise Lip(K) = /lip(K). Im Lichte der obigen Ergebnisse lassen sich nun
Holder-stetige Funktionen als Lipschitzfunktionen mit besonderen Eigenschaf-
ten auffassen:

Definition 1.1.18. Ist (K, d) ein metrischer Raum, 0 < o < 1 und w € Q, so
bezeichne K% bzw. K“ den mit der Holdermetrik d* bzw. mit der verallgemei-
nerten Holdermetrik w(d) versehenen Raum K. Der Lipschitzraum LiP(K®)
heifit Holderraum (auf K zum Exponenten «), seine Elemente heiflen Holder-
funktionen bzw. Holder-stetig auf K. Entsprechend definiert man den kleinen
Holderraum ¢iP(K®) und die verallgemeinerten Hoélderrdume. Die Lipschitz-
halbnorm in LiP(K®) sei mit L,(-) bezeichnet und Holderhalbnorm genannt,
die Norm in LiP(K®) heile Holdernorm. Analog sei auch L, (-) und die ver-
allgemeinerte Holdernorm erkldrt. Die Begriffe finden auch fiir Lip statt LiP
Verwendung.

Satz 1.1.19. Ist (K,d) ein beschrinkter metrischer Raum, so gilt fir jedes
w € Q die Mengeninklusion Lip(K) C lip(K*). Insbesondere ist Lip(K“) punk-
tetrennend.

Beweis. Sei f € Lip(K), dann ist

[f(x) = )l _ [f(=) = f)l _d(z,y) L(f) d(z, y)
w(d(z,y)) d(z,y)  w(d(z,y)) — w(d(z,y))
beschrénkt und strebt gegen 0 fiir w(d(z,y)) — 0, da d lokal kleiner als w(d)
ist. O

Wir werden in Kapitel 3 (siehe Korollar 3.5.12 und zur Vorfreude Satz 1.2.7) ei-
ne weitreichende Verschirfung dieses Satzes erhalten (der ja in der vorliegenden
Form anstelle von w(d) fiir jede lokal groBere Metrik gilt). Die verallgemeiner-
ten Holdermetriken w(d) sind nédmlich nicht nur lokal groer als d, sie lassen
dariiberhinaus auch eine Folge lokal kleinerer Metriken zu, die w(d) in einer
gewissen gleichméfligen Art approximieren. Dies sichert neben der Punktetren-
nung von /ip(K¥) sogar eine gewisse Art der gleichméBigen Punktetrennung,
welche auch als Fortsetzungssatz fiir kleine Lipschitzfunktionen auf K“ formu-
liert werden kann. Aus diesem folgt dann fiir Kompakta K (man beachte, dafl
mit d auch w(d) eine kompakte Metrik ist und umgekehrt), da§ die Inklusion
des obigen Satzes sogar eine dichte Einbettung ist, eine Aussage, die im Kern
eine Art Stone-Weierstrafl-Satz fiir kleine Lipschitzriume ist.
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Es ist nur natiirlich, die Frage zu stellen, ob sich Entsprechungen gewisser
Aussagen, deren Giiltigkeit man fiir stetige Funktionen kennt, im Bereich der
Lipschitzfunktionen wiederfinden lassen. Als fundamental fiir die in Kapitel 3
bendétigten Fortsetzungseigenschaften kleiner Lipschitzfunktionen stellt sich der
folgende Fortsetzungssatz fiir (grofie) Lipschitzfunktionen heraus. Er gibt eine
Antwort auf die Frage, ob es fiir Lipschitzfunktionen eine Analogie zum Satz
iiber die Fortsetzbarkeit stetiger Funktionen von Tietze-Urysohn gibt. Die Ant-
wort konnte kaum befriedigender aussehen:

Satz 1.1.20. FEs sei f eine Lipschitzfunktion auf einer Teilmenge M eines
metrischen Raumes K mit Werten in R. Dann lafit sich f unter Beibehaltung
seiner Lipschitzkonstanten zu einer Lipschitzfunktion F auf K fortsetzen. Ist f
komplezwertig, so existiert auch eine Fortsetzung F von f auf K mit L(F) <
V2L(f). Ist f beschrinkt, so kann die obige Fortsetzung so gewdhlt werden, daf
| Fllso = ||flleo fiir reellwertiges f und ||Flloo = V2 ||flloo fiir komplezwertiges

f gilt.

Diese schéne Aussage, welche so génzlich ohne Zusatzvoraussetzungen an f, M
oder K auskommt, wurde gleich mehrmals unabhéngig voneinander veroffent-
licht (siehe [39] und [8]). Dies ist jedoch versténdlich, denn der Beweis ist denk-
bar einfach. Man st68t ndmlich auf der Suche nach notwendigen Bedingungen
an eine Fortsetzung F fiir ein reellwertiges f, so da§ L(F') = L(f) gilt, sofort auf
Bedingungen, die sich als hinreichend erweisen: Offenbar muf8 (mit L = L(f))
fir x € K\M die Ungleichungskette

fly) — Ld(z,y) < F(z) < f(y) + Ld(z,y)

fiir alle y € M gelten. Notwendig ist also die Ungleichung

sup (f(y) — Ld(w,y)) < inf (f(y) + Ld(z,y)), (1.1.1)
yeM ye

die aber wegen
fy) = f(z) < Ld(y,2) < L(d(x,y) + d(z,2)) Vy,zeM

immer erfiillt ist. Erinnert man sich an den Gedankengang im Beweis zum Satz
von Hahn-Banach (siehe S. 94 f in [55]), konnte man nun f Punkt fir Punkt auf
K\ M und schliefllich durch Anwendung des Zornschen Lemmas wie gewiinscht
auf ganz K fortsetzen. Gliicklicherweise bleibt uns dieser nicht-konstruktive
Ansatz erspart, denn in (1.1.1) stehen schon zwei Moglichkeiten, F' auf ganz K
zu definieren. Die linke findet sich [39], die rechte in [8]. Wir entscheiden uns
fiir die &ltere von McShane (1934) in [39].

Beweis. Wegen (1.1.1) ist F' mit der Definition

F(z) = ;élﬂl}(f(y) —Ld(z,y)) VeeK
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auf K wohldefiniert und eine Fortsetzung von f. Des weiteren gilt fiir x1, 22 € K
mit F(z1) > F(x2)

0 < F(z1) — F(x2) = Sgﬂl}(f(y) — Ld(z1,y)) — sgﬂl}(f(y) — Ld(x2,y))

< Sgﬂlz(f(y) — Ld(z1,y) — (f(y) — Ld(z2,y))) < L Sél]\%(d(@ay) —d(71,y))

S L d(CL‘l, 2132).
Ist f beschrinkt, so ist nach Satz 1.1.12 auch F, definiert durch
F(z) = min(F(2), | flle) Yz € K

eine Fortsetzung von f auf K mit L(F) = L(f) und || F|/cc = || oo

Ist f = f1 + ifs komplexwertig mit reellwertigen fx, so gilt || fllco < |If|loo
und L(fr) < L(f) fiir £ = 1,2, und es existieren Fortsetzungen F} von fi mit
L(Fy) < L(f) und ||Fillco < [|f]lco- Dann ist F' = F} + iFy eine Fortsetzung
von f mit

|[F(z) — F(y )! = [(F1(z) — Fi(y ))+i(F2( ) — Fa(y ))! =

VIF(x) W) + | Fa(z) — Fa(y)? < v/ L2(d( 2+ L2(d(z,y))?
< \/_Ld(ac,y) Vr,y € K.

und |F(2)] = [F1(2)? + [F2(2)? < V2||flle V2 € K. O

Bemerkung 1.1.21. Die Aussage des obigen Satzes verdeutlicht einmal mehr,
dafl man im allgemeinen zwischen reellwertigen und komplexwertigen Lipschitz-
funktionen auf K unterscheiden muf. Denn obwohl die Aussage fiir reellwer-
tige Funktionen keine Wiinsche offen lassen diirfte, enthélt sie doch den Wer-
mutstropfen, dafl man sie fiir komplexwertige Funktionen nicht ohne weitere
Zusatzvoraussetzungen an die Geometrie von K verschéarfen kann. T. M. Jen-
kins gibt hierzu in [24] ein einfaches Gegenbeispiel (vergleiche auch Bemerkung
3.5.5). Gleichzeitig liefert er mit der “Lipschitz-vier-Punkt-Eigenschaft” eines
metrischen Raumes ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir, dafl die
Aussage des Fortsetzungssatzes fiir reellwertige Funktionen auch fiir komplex-
wertige gilt: Ein Raum K hat die Lipschitz-vier-Punkt-Eigenschaft, wenn jede
komplexwertige Lipschitzfunktion auf drei Punkten in K stets auf einen belie-
bigen vierten unter Beibehaltung ihrer Lipschitzkonstanten fortgesetzt werden
kann. Die vorgenannte Aussage erhélt Jenkins dann durch Anwendung eines
Theorems von Helly, das besagt: Wenn sich je n + 1 Mengen einer Familie
von abgeschlossenen, beschrénkten und konvexen Teilmengen des euklidischen
R™ nichtleer schneiden, dann haben haben alle Mengen dieser Familie einen
Punkt gemeinsam. Die Lipschitz-vier-Punkt-Eigenschaft folgt zum Beispiel aus
der einfacher nachzupriifenden “Euklidischen Vier-Punkt-Eigenschaft”, die ein
metrischer Raum dann hat, wenn je vier Punkte dieses Raums stets isometrisch
in den R? eingebettet werden kénnen.
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Es ist klar, dafl man die Aussage des obigen Fortsetzungssatzes auf R™-wertige
Lipschitzfunktionen verallgemeinern kann. In der Literatur findet man mit ver-
schiedensten Voraussetzungen an Urbild- und Zielraum zahlreiche Varianten
dieses Satzes (siehe [39], [47] und [8]).

Der folgende Satz, in dem Lip(K) als ein Dualraum identifiziert wird, ist als
Abrundung unserer allgemeinen einleitenden Betrachtungen zu Lipschitzriu-
men gedacht. Einerseits stellt er ein Ergebnis dar, das gewif fiir sich genommen
schon von Interesse ist und mit welchem sich zudem unter natiirlichen Voraus-
setzungen im Licht von Korollar 2.3.3 grofie von kleinen Holderrdumen absetzen.
Andererseits hat der Satz und seine Beweisidee auch im weiteren Verlauf noch
eine Bedeutung, denn er dient in Kapitel 3 als Sprungbrett fiir ein Resultat,
wonach Lip(K) unter bestimmten Voraussetzungen sogar als ein Bidualraum
in Erscheinung tritt.

Satz 1.1.22. Sei K ein metrischer Raum, x € K und 6, € Lip(K)" mit 6,(f) =
f(x) V f € Lip(K), also das Auswertungsfunktional an der Stelle x. Sei weiter
V' der Normabschluf$ des durch {0 }rcx aufgespannten Unterraums in Lip(K)'.
Dann ist V' isometrisch isomorph zu Lip(K).

Bemerkung 1.1.23. Der Beweis dieses Satzes wird in Anlehnung an einen
Beweis von Johnson in [25, S. 156 f] gefiihrt, der diesen Satz fiir Rdume vek-
torwertiger Lipschitzfunktionen formuliert. Da hier zum ersten Mal diejenige
Abbildung auftritt, die sich als zentral fiir Kapitel 3 dieser Arbeit herausstellen
wird, wollen wir zunéchst auf die Essenz der zugrundeliegenden einfachen Idee,
die sich erstmals wieder bei K. de Leeuw in [33] findet, gesondert eingehen.

Die kanonische Einbettung ix : X — X” eines normierten Raums in seinen
Bidualraum (siehe [55, S. 104 {]) liefert die einfache Tatsache, dafl ein zweiter
Priadual eines Raums — falls existent — immer bereits in diesem vorhanden ist.
Nichttrivial ist das “umgekehrte” Problem, eine “verniinftige” Realisierung der
Elemente in X” anzugeben, in der sich die Gestalt der Elemente von X wieder-
findet. Hat man jedoch speziell einen normierten Raum X von Funktionen, die
auf einer Menge K definiert sind, und auf dem die Punktauswertungsfunktiona-
le 0, stetig sind, so kann man jedem Funktional F' € X" wieder eine Funktion
I(F) auf K zuordnen, einfach durch die Definition I(F')(z) = F(0,) Vx € K.
Ist zusammen mit der kanonischen Einbettung i x das Element F' = ix(f) fir
ein f € X, so folgt I(F)(z) = ix(f)(0z) = 0(f) = f(z), also I(ix(f)) = f. Die
lineare Abbildung I : X" — I(X") liefert also einen Funktionenraum I(X"),
in den der urspriingliche natiirlich eingebettet ist. Man kann sich nun fragen,
wie I(X"”) (und damit vielleicht auch X”) aussieht, wenn X gegeben ist (oder
auch umgekehrt), und diese Frage hat tatséchlich eine Relevanz. Im folgenden
starten wir bei X = Lip(K) und kommen wieder bei I(X") = Lip(K) heraus,
in Kapitel 3 werden wir bei lip(K) starten und ebenfalls bei Lip(K) heraus-
kommen.

Beweis. Es sei im folgenden die Norm in Lip(K)" mit -]/ und die Norm in
Lip(K)" mit || -||/ bezeichnet.
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Zunichst sind die Punktauswertungsfunktionale §,,x € K, auf Lip(K) stetig,
und es gilt |0z, < 1 wegen |6.(f)| = [f(z)| < [|fllz und [|6: — &y[I7, < d(z,y)
wegen [ (0, — 6y)(f)| = [f(x) = fW)| < [ fllz d(=,y).

Dabher ist die lineare Abbildung I : Lip(K)"” — Lip(K), definiert durch
I(F)(z) = F(6;) VF € Lip(K)" Vx € K,
kontrahierend, denn es ist ||I(F)| oo = supex |[F(0z)| < ||F||} und

|F'(0z) — F(5,)] [E11[02 — oyl

L(I(F)) = sup < sup < |IFIl;.
z,yeM d(x7 y) z,yeM d(x7 y) r
TH#Y TH#Y

Andererseits folgt mit der kanonischen Einbettung iz, : Lip(K) — Lip(K)"
geméf Vorbemerkung I oir,x) = Id|ip(r) und

1A = I Gripey (DL < Niziprey (AN = £l ¥ € Lip(K),

so dafl I Norm 1 hat und surjektiv, d.h. insgesamt eine Quotientenabbildung
ist (bzw. mit iz;,x) als Projektion in Lip(K)” mit Norm 1 aufgefait werden
kann). Nun gilt wegen I(F) = 0 < F(0,) =0 Vz € K mit den Bezeichnungen
des Satzes ker(I) = V. Damit besteht aber gem#f Satz I11.1.10 in [55] die
isometrische Isomorphie Lip(K)"”/V+ = Lip(K), und andererseits gilt mit dem
abgeschlossenen Unterraum V' in Lip(K), ebenfalls nach Satz II1.1.10 in [55],
kanonisch V' 2 Lip(K)"/V+, also insgesamt Lip(K) = V' O

Einige Bemerkungen zu diesem Satz scheinen angebracht:

Es ist klar, dafl der obige Beweisgedanke das gleiche liefert fiir den Raum X =
(®(K) = I(X") aller beschrénkten Funktionen auf K mit der Supremumsnorm.

Das erste Ergebnis dieser Art taucht {ibrigens in einem Artikel von Arens und
Eells [1] iiber topologische Einbettungen auf, die einen durch gewisse Funktio-
nen auf K mit endlichem Triger (vergleiche obigen Beweis) generierten freien
Vektorraum mit einer geeigneten Norm versehen und damit einen Prédual von
Lipo(K) erhalten. Wir werden in Theorem 3.4.5 durch Uberlegungen, die von
Kantorovich und Rubinstein angestellt wurden (nachzulesen in [29] und in Ab-
schnitt 3.4), auf einen Prédual von Lip(K) in Form eines speziellen Mafiraums
auf K stofien. Auch hier werden wieder die Punktauswertungsfunktionale eine
besondere Rolle spielen. Weaver weist in [52, S. 40] auf die nach wie vor offene
Frage hin, ob der Pridualraum von Lip(K) bis auf isometrische Isomorphie
eindeutig ist.

Interessanterweise sind wir bei unserem obigen Beweis mit relativ einfachen
Techniken ausgekommen. Im allgemeinen wiirde man natiirlich zu weitaus stér-
keren Geschiitzen aus der Banachraumtheorie greifen (vergleiche [20, § 23] zu
Dualraumkriterien nach Dixmier). Die Tatsache etwa, dafl i x(X) im Bidual-
raum X" komplementiert ist vermoge einer Projektion mit Norm 1 (das ist bei
uns I) und einem w*-abgeschlossenen Komplement (das ist ker(/) als Annihil-
ator oder auch Polare von V'), ist dquivalent dazu, daB X zu einem Dualraum
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isometrisch isomorph ist. Als Beispiel sei noch der Satz von Dixmier-Ng zitiert,
der besagt, dafl X isometrisch isomorph zu einem Dualraum ist, wenn es auf
X eine lokalkonvexe Hausdorff-Topologie gibt, beziiglich der die Einheitskugel
Bx kompakt ist. Im Falle von X = Lip(K) dréngt sich da die Topologie der
punktweisen Konvergenz auf, beziiglich der By;, k) natiirlich abgeschlossen ist.
Wegen Bri,x) C (Bg)®X und dem Satz von Tychonov (siehe B.2.10 in [55])
ist Brp(k) damit in dieser Topologie auch kompakt. Im Hinblick auf unseren
Beweis beachte man, dafl die Funktionale in V' beziiglich der Topologie der
punktweisen Konvergenz stetig sind.

Bemerkung 1.1.24. Das Ende dieses einfithrenden Abschnitts sei einer Ver-
suchung gewidmet, die angesichts der vor der Durchfiihrung des Beweises von
Satz 1.1.20 gemachten Bemerkung und des gerade besprochenen Satzes 1.1.22
sehr verlockend erscheint, der man aber nicht erliegen sollte. Im Zusammen-
hang mit dem Beweis des Fortsetzungssatzes wurde deutlich, dal man grofie
Lipschitzfunktionen von Teilmengen M C K vollig analog wie im Beweis zum
Satz von Hahn-Banach Funktionale von Unterrdumen U C X eines Banach-
raumes X mit dem Zornschen Lemma fortsetzen kann. Und mit dem letzten
Satz 1.1.22 sieht man auch, daf} dies kein Zufall ist, ja man kodnnte sogar den
Versuch unternehmen, mit diesem Satz den Fortsetzungssatz fiir Lipschitzfunk-
tionen aus dem Satz von Hahn-Banach herzuleiten, und zwar durch die folgende
Uberlegung: Mit M C K sei Vi, geméf Satz 1.1.22 isometrisch isomorph zu
Lip(M) und V}. isometrisch isomorph zu Lip(K). Eine Lipschitzfunktion auf
M “ist” damit ein Funktional auf dem Abschlufl von span {8, },ecprs in Lip(M)’
mit f(6z) = f(z) Vo € M und besitzt nach Hahn-Banach wegen Vy; C Vi
eine normgleiche Fortsetzung F' auf Vi mit F(d,) = F(z) Vo € K und damit
F(z) = f(z) Vo € M. Daf dieses Argument einen Haken haben mu8, sieht
man schon daran, daff man damit die normgleiche Fortsetzbarkeit auch fiir
komplexwertige Lipschitzfunktionen erhielte, was nach Bemerkung 1.1.21 aber
nicht moglich ist.

Der Knackpunkt besteht in der Aussage “Vi; C Vi, welche weit weniger trivial
als die Mengeninklusion Uys := span {9, },enr C span {9, }rex =: Uk ist und als
isometrische Einbettung i : V3 — Vi erkannt werden muf}, um eine Anwendung
des Satzes von Hahn-Banach zu erméglichen und damit obiger Argumentation
zu ihrem Recht zu verhelfen. Mit der Norm ||| s auf Vas und || - ||k auf Vg
braucht man dafiir aber den Nachweis der Gleichheit
[llar = sup  [(f)l = sup [i(O)(f)l = [li(O)|x VE Var,
FE€BLip(ar) FEBLip(x)

worin nur “>" mit der Restriktionsabbildung R : Lip(K) — Lip(M) klar ist.
Fiir die umgekehrte Abschétzung “<” bendtigt man aber wieder die normgleiche
Fortsetzbarkeit von Lipschitzfunktionen von M auf K, also gerade das, was man
eigentlich zeigen wollte. Wir werden iibrigens noch zwei weitere Situationen
erleben (siche Bemerkung 2.2.12 und den Beweis (v) = (iv) von Theorem 3.5.3),
in denen sich die Anwendung von Satz 1.1.20 als Fehlerquelle erweist.

Im Buch [29, S. 233] von Kantorovich wurde der Versuchung, Satz 1.1.20 mit
Hahn-Banach und dem dortigen oben schon genannten Priadual von Lip(K) zu
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beweisen, leider nachgegeben. Da dieser Pridualraum nur im reellen Fall und
mit einer unabhéngig von Lipschitzfunktionen definierten Norm daherkommt,
hat man dort noch Chancen auf Erfolg — man miifite sich aber anstrengen (siehe
Abschnitt 3.4)! Interessant ist in diesem Zusammenhang noch eine Bemerkung
von Weaver in [52, S. 42/43]. Weaver betrachtet den auch schon erw#hnten von
Arens und Eells [1] definierten Priadual von Lip(K) (begriindet, wieso dieser ein
besonderer ist, siehe [52, S. 41]) und weist auf die oben genannte isometrische
Injektion 7 als Folge des Fortsetzungssatzes hin (tappt also nicht in die Falle).
Er behauptet dort aber auch — ohne Begriindung natiirlich — daf es moglich
ist, die Normerhaltung von ¢ unabhéngig von diesem Satz zu erhalten und ihn
damit aus dem Satz von Hahn-Banach zu gewinnen. Und auf Nachfrage erhalt
man auch eine kleine Skizze der Begriindung per email.

1.2 H, und H? als Standardbeispiele grofer
und kleiner Lipschitzraume

In diesem Abschnitt wollen wir uns ein etwas genaueres Bild von Lipschitzriu-
men machen, indem wir eine gewisse Klasse von konkreten einfachen Lipschitz-
rdumen ndher ansehen. Es ist naheliegend, hierfiir das Einheitskompaktum
[0, 1], versehen mit der gewohnlichen Metrik, heranzuziehen und darauf gleich
eine ganze Klasse von Lipschitzrdumen zu betrachten, zum Beispiel mit dem
Basispunkt ¢ = 0 alle Holderriume H, := Lipo([0,1]%) und H? := fipy([0, 1]%)
mit 0 < a < 1. Diese Rdume wurden erstmals Anfang der 60er Jahre ausgiebig
und gewinnbringend studiert. Die wichtigsten Ergebnisse aus dieser Zeit stam-
men von J. Musielak und Z. Semadeni [42], Z. Ciesielski [7], K. de Leeuw [33]
sowie von S. G. Krein und Y. I. Petuin [32]. Hier wollen wir zunéchst die grund-
legenden Erkenntnisse von Musielak und Semadeni, die von Krein und Petuin
erginzt und erweitert wurden, genauer betrachten.

Erinnern wir uns an die in der Einleitung dieser Arbeit gestellte Frage, wie der
kleine Lipschitzraum im grofien liegt, so konnen wir diese Frage nun auf die
ganze Familie von Lipschitzriumen {H,} bzw. {H} mit 0 < o < 1 ausdehnen.
Mit Blick agf Satz 1.1.19 und der Beobachtung, daf} fiir 0 < o/ < « die Metrik

d¥ = (d*)= eine Holdermetrik zu d® mit dem Exponenten 0 < %l < 1ist (also
lokal grofler als d*), folgen die grundlegenden Mengeninklusionen

H,CH) CHy fir o <o (1.2.1)

{H,} und {H?} bilden also jeweils eine mit fallendem « aufsteigende Familie
von Mengen. Dabei ist jeweils die Einbettung in einen gréfleren Raum stetig
mit (siehe Beweis zu Satz 1.1.19 mit d statt d und d® statt w(d))

Lor(f) < Lalf) ¥f € Ha. (1.22)

Des weiteren sind natiirlich die obigen Inklusionen echt, da fiir A :  — x¢
stets h € Hy < o < «a gilt: Wegen der Semiadditivitéit der Wurzelfunktion
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(siche Beweis zu Satz 1.1.17) gilt fiir 0 < y < z stets z% < y* + (z — y)?, also
% < 1, und mit y = 0 sieht man L4 (h) = 1 und (mit = — 0) h ¢ HO. Es ist
klar, daf fiir jedes g € H,, auch die um ¢ (0 < ¢ < 1) nach rechts verschobene
und in [0, ¢] durch O fortgesetzte Funktion g. in H, ist. Fiir unser obiges h

bedeutet dies, da8 {he}cc(o,1) mit

b w s 0 fir z<c¢
“r (x—c)* fir c<z<1

eine iiberabzihlbare Familie von Funktionen in [0, 1] ist, fiir die (mit ¢/ < ¢)
gilt:
(he = he)(c) = (he — he)() _ (c=c)* =0
(c—=d)”  (e—=d)™
also Ly (he — he) > 1 (sogar = 1, wie man leicht sieht). Das bekannte Kardina-
litdtsargument (vergleiche Beispiel (c) zu Satz 1.2.9 in [55]) liefert nun den

=1,

Satz 1.2.1. H, ist nicht separabel fiir 0 < a <1.

Bemerkung 1.2.2. Man wird {iber die Aussage dieses Satzes nach den in Ab-
schnitt 1.1 zusammengestellten Ergebnissen nicht mehr sonderlich iiberrascht
sein, denn wir haben im Beweis zu Satz 1.1.4 (ii) bereits einfache aus der Me-
trik d (was hat man auch sonst zur Verfiigung!) gewonnene Lipschitzfunktionen
fzo ¢ ® — d(x,z0) auf allgemeinen metrischen Réumen K mit L(f,,) = 1
kennengelernt, die unseren obigen h. ja im wesentlichen entsprechen. Mit ver-
schiedenen zq,yo € K hat man dann

| fao (0) = Fyo(20) = (fao (Y0) = fyo(¥0))]

L(fao = fyo) 2

d(x07y0)
_ | =d(@o,y0) — d(yo, zo)| _ 9
d(x()ayO)

und damit die Nicht-Separabilitét von LiP(K), falls K iiberabzéhlbar ist. Mit
den beschrénkten Funktionen x — min(d(x, zo),d(yo, o)) (siche Satz 1.1.12)
erhélt man das gleiche fiir Lip(K). In Abschnitt 2.3 werden wir jedoch auch
dieses Ergebnis weiter verallgemeinern (siehe Korollar 2.3.5), indem wir uns
noch der Uberabzihlbarkeit von K als Voraussetzung entledigen.

Analog zu obigem h : x — z® gilt auch f,, € LiP(K)\¢iP(K), sobald z( ein
Haufungspunkt in K ist. Wir werden spéter, ebenfalls in Abschnitt 2.3, die
Liicke zwischen den Hoélderrdumen Lip(K®) und fip(K®) unter der an den me-
trischen Raum gestellten Voraussetzung inf,, d(x,y) = 0 néher untersuchen
und feststellen, dafl diese, auch unter Banachraum-theoretischen Gesichtspunk-
ten, “ziemlich grof” ist (vergleiche Theorem 2.3.1 und Korollar 2.3.4).

Wir werden sehen, dafl die Eigenschaft der H,, nicht separabel zu sein, von
den kleinen Holderrdumen HY fiir 0 < o < 1 nicht geteilt wird. Doch zunéchst
wollen wir uns den Sonderfall a = 1 (fiir den ja HY = {0} gilt) noch etwas
genauer ansehen.
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Satz 1.2.3. H; = Lipo([0,1]) ist isometrisch isomorph zu L*°([0,1]) vermittels
der Abbildung
& : L*([0,1]) — H;y

Beweis. Die offenbar lineare Abbildung @ ist wohldefiniert und kontraktiv, da
fir alle z,y € [0,1],z # v,

2(9)(@) — ()W) _ 1
iz —y] |z —y]

/ xg(t)dt\ <llgloe Vg € L¥(0,1)

erfiillt ist. Andererseits sind die Lipschitzfunktionen in H; als absolut stetige
Funktionen fast iiberall differenzierbar, und es gilt nach dem Hauptsatz (siche
A.1.10 (a) in [55])
v . fl@+h)— f(x
f(a:):/o f/(t)dt mit L(f)=  sup £ })L (z)] > [/l oo-

0<z<z+h<l

Also ist @ surjektiv mit @(f') = f. Nach dem zweiten Teil des Hauptsatzes
(sieche A.1.10 (b) in [55]) ist @ auch injektiv mit (@(g))" = g Vg € L*°([0,1]).
Zusammen mit ||®71(f)|leo < L(f) ist @ also ein isometrischer Isomorphismus.

O
Definition 1.2.4. Sei mit 0 = ap < a1 < -+ < a, = 1,n € N, eine Partition
des Intervalls [0, 1] gegeben. Bezeichnet y 4 die charakteristische Funktion der
Menge A C [0, 1], so heifit eine Funktion g € L*°([0,1]) Treppenfunktion, wenn
mit reellen oder komplexen by, k=1,...,n,

n
g= Z ka[ak_l,ak)
k=1

fast iiberall auf [0,1) zutrifft. Die Menge der Regelfunktionen ist gerade der
Abschluf} der Treppenfunktionen in L>(]0, 1]). Weiter sei eine Funktion f € Hy,
welche auf jedem Intervall [ag_1,ax],k = 1,...,n, linear ist, als polygonale
Funktion oder als Polygon bezeichnet. Die Punkte (ag, f(ax)),k = 0,...,n,
heiflen Knoten des Polygons. Sind die Koordinaten aller Knoten eines Polygons
rational (oder in Q + iQ im Falle einer komplexwertigen Funktion), so nennt
man das Polygon rational.

Bemerkung 1.2.5. Durch Satz 1.2.3 mag man eine Vorstellung davon ge-
winnen, wie “stark” die Lipschitznorm auf H; ist, denn obwohl in der Supre-
mumsnorm H; nur ein kleiner Teilraum des vergleichsweise grofien L>°(]0, 1])
ist, erh&lt man durch die Lipschitznorm so viel Information iiber die Konver-
genz in Hp, daf man die ganze Reichhaltigkeit von L>°([0,1]) dazu braucht,
um diese zu beschreiben. Beispielsweise sieht man schnell, dafl obiges @ die
Treppenfunktionen in L°([0,1]) auf die polygonalen Funktionen abbildet, so
dafl genau die Funktionen f € H; durch Polygone in der Norm L(-) appro-
ximierbar sind, fiir die f = ®(g) mit einer Regelfunktion g auf [0,1] gilt. Da
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Regelfunktionen insbesondere Riemann-integrierbar sind, kann kein f € Hy,
fiir das #~!(f) nicht Riemann-integrierbar ist, durch Polygone in der Lipschitz-
norm angendhert werden. Sind weiter f € H; differenzierbar in z¢y € (0,1)
und A € Hj nicht differenzierbar in zy mit existenter links- und rechtssei-
tiger Ableitung A’ (zo) und A/ (o) und gilt A/ (zo) — h_(x9) = a, so folgt
(R (x0) — f(z0)) + (f-(x0) — M_(20)) = @ und L(h — f) > % Insbesondere
kann ein Polygon mit einem Knoten an einer irrationalen Stelle nicht durch
rationale Polygone in der Lipschitznorm L(-) approximiert werden. Dies #ndert
sich jedoch schnell, wenn man H; mit einer Holdernorm versieht:

Lemma 1.2.6. Fir 0 < a < 1 liegt die Menge aller polygonalen Funktionen
dicht im Raum (Hi, Ly(+)).

Wir werden in Abschnitt 2.1 eine weitaus stidrkere Aussage beweisen (némlich
Theorem 2.1.2), die das obige Lemma und auch einige weitere Ergebnisse in die-
sem Abschnitt impliziert. Trotzdem wollen wir uns zumindest die interessante
Beweisidee von Musielak und Semadeni zu Gemiite fiithren.

Beweisskizze. Es werden fiir 0 < a < 1 die folgenden durch die Abbildung &
aus Satz 1.2.3 in L>°([0, 1]) induzierten Normen || - |2 betrachtet:

g% := La(®(g9)) = sup K °

z+h
/ g(t)dt' vg € L=([0, 1)).
0<z<z+h<1 x

Damit reicht es zu zeigen, dafl die Treppenfunktionen fiir 0 < o < 1 dicht in
(L>=([0,1]), || - ||2) liegen. Da Linearkombinationen charakteristischer Funktio-
nen dicht in (L%°([0,1]), || - [ls) sind und, wie leicht zu sehen, ||g||2 < ||lg]loc Vg €
L>=([0,1]) gilt, liegen sie auch dicht in (L*°([0,1]),]- [|£), so da nur nachzu-
weisen bleibt, dafl jede charakteristische Funktion y 4 einer mefibaren Menge
A C [0,1] durch Treppenfunktionen in der Norm | - ||2 approximierbar ist. Und
letzteres funktioniert tatséchlich, wenn man eine geniigend feine Partition von
[0, 1] wihlt mit dquidistanten Teilintervallen [a, bx] und auf diesen das appro-
ximierende g als Mittelwert m f: xA(t)dt von x 4 auf [ag, bg] definiert. [
Im Hinblick auf die Bemerkung zu Satz 1.1.19 ist das folgende Dichtheitsresultat
interessant:

Satz 1.2.7. Die Menge Hy liegt dicht in HY fiir jedes o < 1.

Auch dieser Satz wird in Abschnitt 2.1 als Korollar des viel starkeren Theorems
2.1.2 abfallen und in Abschnitt 2.2 (Korollar 2.2.7) und schliefllich in Kapitel 3
(Korollar 3.5.12) noch weiter verallgemeinert. Um ihn jedoch in diesem einfa-
chen Fall direkt einzusehen, wollen wir den Beweis von Musielak und Semadeni
an dieser Stelle durchexerzieren.

Beweis. Zu f € HY betrachte fiir n € N die Funktionen f,,, definiert durch
1

T+ %
ful@) =n / f(Hydt —n /0 fdt x e (0,1,
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indem man f(z) = f(1) fiir z > 1 setzt. Man sieht, daf§ diese Definition schéne
Effekte hat: Zunéchst ndhert man durch das erste Integral f(z) immer besser an,
fiir n — oo erhélt man die Ableitung der Integralfunktion iiber f an der Stelle x,
also f(z). Der zweite Term geht fiir n — oo gegen 0 und sichert f,(0) = 0.

T

1
Schreibt man 1 f,,(z) als Differenz der Integrale [, T Jo iiber f(t), so sieht

man, daf} jedes f, stetig differenzierbar ist, also nach dem Mittelwertsatz (oder
nach Satz 1.2.3) in H; liegt. Mit der Variablentransformation ¢ = x + s im
ersten Integral erhélt man

3=

fule) = F@) = [ " (Fla+5) = f@) = F)ds,
0

Sei abkiirzend noch L, ; (g9) = Wl% Vg € H, geschrieben, also L,(g) =

SUPg<g<zih<i Lazn(g). Wihle nun ein € > 0. Wir unterscheiden zwei Félle.

Wegen f € HY existiert ein 6 > 0, so daB Lo, ,(f) < § fiir alle z € [0,1] gilt,

wenn h < § ist. In diesem Fall folgt fiir alle n € N

1

Loan(fn—f)=h"n /on (flx+s+h)—f(x+h)— f(z+s)+ f(z))ds

3=

< nA (La,:ers,h(f) + La,x,h(f)) ds < n% <g + g) =¢&.

Im Falle h > § ist

Lown(fa— 1) < n/ <|f($+8+h) ~flats)| , f@+h) - f@) SO‘> N

0 s« e ho

1
< =7 *ds < _ <cf fo .
= he /(] s 0 (a+ ]_)n0f+1 6o (o + e = € Iur grobe n
Insgesamt erhalten wir L, (f, — f) < ¢ fiir hinreichend grofes n. n

Wir notieren noch das sich unmittelbar ergebende

Korollar 1.2.8. Die Menge |J..q Hay- liegt dicht in HC fiir alle oo < 1.

e>0
Es schliefit sich nun das schon angekiindigte zu Satz 1.2.1 gehorige Resultat
an, welches auch (vergleiche Korollar 2.3.5 und Satz 3.1.9) in allgemeineren
Féllen gilt und einen wichtigen Unterschied zwischen kleinen und grofien Lip-
schitzraumen aufzeigt.

Satz 1.2.9. Die kleinen Hélderrdume HO und die Rdume H,, versehen mit
der Norm Ly/(+) fiir 0 < o/ < a <1, sind separabel. Konkreter gilt: Die Menge
aller rationalen Polygone liegt dicht in diesen Rdumen.

Zum Beweis beachte man erstens, dafl die Aussage iiber die Rdume H, wegen
(1.2.1) aus der iiber die Réume H? folgt, und zweitens, daf nach Lemma 1.2.6
und Satz 1.2.7 die Menge der Polygone in jedem kleinen Holderraum HO dicht
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liegt. Es muf} also nur noch gezeigt werden, daf3 Polygone in der Norm L, fiir
a < 1 durch rationale Polygone angenéhert werden kénnen (was ja — siehe
Bemerkung 1.2.5 — in der Norm L;(-) nicht stimmt!). Dies sieht man jedoch
mit dem folgenden Lemma leicht ein.

Lemma 1.2.10. Sei f stetig auf [0,1] und jeweils linear in [a,b] und [b,c] fiir
0<a<b<c<1. Des weiteren sei a <y < b und g, definiert durch

i) = { L fir el

linear in [y, c].

Dann gilt limy_p Lo(f — gy) =0 fiir 0 < a < 1.

Der Beweis dieses Lemmas liefert die Abschitzung Lo (f — g,) < C(b—y)'™
mit einer Konstanten C' > 0. Dies nachzurechnen ist nicht schwer, aber wenig
erquickend, so dafl wir hier darauf verzichten wollen — zumal uns die Aussage
des Satzes 1.2.9, die wir damit zeigen wollen, in Abschnitt 2.1 direkt ins Auge
springen wird.

Fiir die Interpolationstheorie ist es wichtig zu wissen, auf welche Weise Réaume
einer aufsteigenden Familie von Banachrdumen ineinander liegen. S. G. Krein
und Y. I. Petuin definieren in [32] zu diesem Zweck Skalen von Banachr&umen.
Bevor wir diesen Begriff mit Leben fiillen, halten wir fiir die Familie {H } 4e(0,1)
fest, daB nach Satz 1.2.7 der Raum H{ in H?, fiir o’ < a dicht eingebettet ist.
Diese Einbettung ist wegen (1.2.2) sogar kontraktiv. Krein und Petuin nennen
eine solche Einbettung normal. Wir kénnen den nun folgenden Satz mit gutem
Recht als ein Analogon zum Einbettungssatz von Rellich (siche V.2.13 in [55])
ansehen und uns gleichzeitig tiber den geringen Beweisaufwand freuen.

Satz 1.2.11. Im Falle 0 < o/ < a < 1 ist HY normal und kompakt in H?,
eingebettet.

Beweis. Es ist nur noch die Kompaktheit der Inklusionsabbildung (also der
Identitét) zu zeigen. Sei also (fn)nen eine durch M > 0 beschrinkte Folge
in H). Dann ist (f,) gleichmiiBig beschrinkt und gliicklicherweise auch gleich-
gradig stetig, so dafl die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli (an was
sollte man sonst auch denken?) erfiillt sind. Also existiert eine gleichmé&Big kon-
vergente Teilfolge, 0.B.d.A. (f,,) selbst. Wir zeigen, dafi diese eine Cauchyfolge
in Hg, ist. Es ist

|z —y|*
<|fn(x) - fn(y)| + |fm(m) - fm(y)|> |$ _ y|afo/ < 2M|:L‘ _ y|afo/.
|z — yl* |z — y|™

1
Letzteres ist < ¢ fiir [z —y| < (557) = =: h. Im Fall |z —y| > h ist

|(fn = f) (@) = (fn — fin) (Y)] < 2 || frn — fmlloo <e
|z =yl - he! -
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fiir hinreichend grofie n,m aufgrund der gleichm#figen Konvergenz von (f,).
Also gilt fur solche n,m: Lo/(fr — fm) < €. O

Es ist klar, daf die Aussage des Satzes anstelle von HQ auch fiir H,, a < 1
gilt und der obige Beweis der Kompaktheitsaussage nur die Kompaktheit des
zugrundegelegten metrischen Raums [0, 1] (als Voraussetzung fiir Arzela-Ascoli)
erfordert. Mit dem Beweis sieht man zum Beispiel auch, dafl die Einheitskugel
in einem Lipschitzraum iiber einem Kompaktum beziiglich der Topologie der
gleichméfligen Konvergenz immer prikompakt ist. Auf diese Tatsache werden
wir in Kapitel 3 (konkret im Beweis zu Satz 3.1.7) zuriickgreifen.

Wir wollen noch eine Beobachtung zum Verhalten der Norm L, (f) = ¢(«) fiir
festes f in Abhéngigkeit von « machen (solange dies fiir ein f Sinn ergibt).
Ist etwa 0 < 8 < a <~y < 1und f € Hy, so ist a als Konvexkombination

o= B% + 7% darstellbar, und es gilt fiir x,y € [0,1], z # y

/(@) = f(v)] (U@y—ﬂwgiﬁ<ggiiﬁgg:

pes(@)i= oo = TP P

@@

so daB o — ¢ () logarithmisch konvex ist bzw. genauer « — log ¢, ,(v) eine
wegen (1.2.2) monoton steigende Gerade (zwischen 0 und ) beschreibt (verglei-
che mit der Aussage iiber das Verhalten von log ||T']| im Interpolationssatz von
Riesz-Thorin (I1.4.2 in [55]); hier betrachten wir anstelle von T einfach die In-
klusionsabbildung von H, nach H, fiir o/ < a). Damit ist der Epigraph (d.h.
die Fliche iiber dem Graphen) der Funktion a — sup, ,c(o1],z-y 108 @a,y ()
als Schnitt konvexer Mengen wieder konvex, d.h. wir erhalten fiir L,(f) =

SUPg ye(0,1],z£y Pz y(a) das

Lemma 1.2.12. Solange L, (f) < oo bleibt, ist fiir ein festes Hélder-stetiges f

@ :a— Lo(f)

eine monoton steigende logarithmisch konvexe Funktion.

Mit diesem Ergebnis und Satz 1.2.11 erhalten Krein und Petuin, indem sie die
beiden Resultate quasi definitorisch verbraten, in {H g}ae(()’l) eine kompakte
normale Skala, die sie Holder-Skala nennen. Es ist moglich, diese Skala an den
Réndern o = 0 und o = 1 (unter Beibehaltung der Eigenschaften) “stetig fort-
zusetzen”. Zu diesem Zweck schreibt man die in 1.1.1 definierte ¢ip-Bedingung,
die ja fiir die diskrete Metrik d° eine leere Bedingung ist, in der Form

[f (@) = f(y)| = o(d*(z,y)),

mit dem kleinen Landau-Symbol o(-) und versteht fiir den Fall « = 0 unter
|f(z) — f(y)| = o(1) wie iiblich die Forderung limg, ,)—o |f(7) — f(y)| = 0,
die man dann als die “richtige” fip-Bedingung fiir die diskrete Metrik auffaflt.
Unter Verwendung dieser Konvention erhélt man dann mit H8 den Raum der
in 0 verschwindenden stetigen Funktionen f auf [0, 1] mit der (zu |- ||~ &qui-
valenten) Norm Lo(f) = sup, e |f(z) — f(y)|. Entsprechend ist Ho der
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Raum der in 0 verschwindenden beschrénkten Funktionen auf [0,1] (f erfiillt
|f(z) — f(y)| = O(1), und O(-) ist das grofie Landau-Symbol), versehen mit
der Norm Lo(+). An den anderen Rand o = 1 miissen Krein und Petuin aller-
dings unkanonisch HY = H; setzen, um die Eigenschaften der Holder-Skala zu
erhalten.

Musielak und Semadeni arbeiten mit dem folgenden Konzept. Zu den Eigen-
schaften von F-Normen (die in Ermangelung an Homogenitét, die hier auch
nicht benétigt wird, meist “keine sind”) schaue man in ein passendes Buch,
zum Beispiel in [23, S. 38].

Definition 1.2.13. Eine Familie von Banachrdumen {X, | |lo} mit « aus
einem Intervall I, X, C Xy mit ||z]lo < ||z]la (V& € X,) fiir o < «, heiit
stetig beztiglich o, wenn fiir alle o € I folgendes gilt:

(1 Fir z € U5>0 Xate gilt HmHa = hma’\oc HxHa

)
(ii) Fiir x € ﬂ€>0 Xa—e gilt ||z]|o = limy s |z||os (= oo moglich).
(iii) UzsoXage ist dicht in (X, |- |la)-

) X

(iv) Xq ist dicht in (.o g Xa—c beziiglich der F-Norm (vgl. VIIL.6.15 in [55])

>0

zllan
T 2" n
Izlls = Z T+ el

wenn (a,) eine monoton steigende Folge mit Grenzwert « ist.

(v) {z:2 € Neag Xa—eSuPsg ||2]|a—e < 00} = X,

{Xa}aer heilit stetig von unten, wenn (i), (ii) und (iii) gelten, und stetig von
oben, wenn (i), (ii), (iv) und (v) erfiillt sind.

Man beachte, dafl mit (ii) und dem Steigungsverhalten von || - ||, die Inklusion
“C” in (v) eine sehr natiirliche Forderung ist (“2” ist nach Voraussetzung
immer erfiillt). Des weiteren gilt aus dem gleichen Grund in (iv) ||z||% < ||z||a
Vz € X,. In der Definition der einseitigen Stetigkeit werden die Begriffe “oben”
und “unten” als Inklusionsrichtungen verstanden. Mit unseren Ergebnissen und
H8 wie bei Krein und Petuin erhalten wir als

Korollar 1.2.14. Die Familie der kleinen Holderriume {HJ}oej01) ist stetig
von unten und die Familie der groflen Hdélderrdume {Ha}ae(o,l] ist stetig von
oben.

Beweis. (iii) fiir die Stetigkeit von {H3}e[o.1) von unten ist Satz 1.2.8 bzw.
der Weierstraflsche Approximationssatz im Fall o = 0. Musielak und Semadeni
beweisen (i) und (ii) mit Lemmata iiber Familien parameterabhéngiger stetiger
Funktionen. Wir wissen aber schon, dafi die Funktion ¢ : a +— L,(f) stetig
ist, denn sie ist ja logarithmisch konvex, d.h. die Funktion log ¢ ist stetig, und
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zwar auch in a = 0, da sie mit ¢ monoton steigend ist. Natiirlich kénnte man
dies auch direkt mit der Definition von L, (f) einsehen. Das miissen wir auch
zumindest fiir o = 1, um die Stetigkeit von {Ha}qe(0,1] von unten zu erhalten.
(iv) ist fiir diese Familie erfiillt, da wegen (1.2.1) die Inklusion (.o Ha—c €

HY gilt und H, dicht in HY ist (man verwende noch die Monotonie von

a — La(f)). (v) ist klar, da sup.~g La—c(f) = lime\ o La—c(f) = La(f) < o0
gerade das Kriterium fiir f € H, ist. U

Da sich die Anforderung an ein f, in HY zu liegen, nicht in L, (f) < oo erschopft,
ist {Hg}ae[o,l) nicht stetig von unten (man beachte (..o HS_. = N.vq Ha—e)-
Insgesamt sind beide Familien nur jeweils einseitig stetig, und {H,} ist auch
keine normale Skala, denn H,, ist nicht dicht in H, fiir o’ < «a, da dies wegen
(1.2.1) sonst auch fiir Hg, zutreffen miifite. Die Funktion f € By ,, definiert
durch f(z) = 2%, hat sogar den Abstand 1 vom Unterraum Hg, D H,, denn
es gilt fiir jedes g € Hg, wegen der {ip-Bedingung

(f —9)(@) — (f —9)(O)] _ ‘1 _g(=)

z—0
/ /
|z — 0|~ e

Lo(f—g) > 1.

Man kann also fiir H?, C H, im Rieszschen Lemma (siehe 1.2.6 in [55]) § =0
wéhlen. Es ist leicht einzusehen, dafl mit der Funktion f,, : = +— d® (x, x)
(siehe Beweis zu Satz 1.1.4 (ii)) die gleiche Aussage fiir die Lage von £ipg(K®)
in Lipg(K O‘/) fiir jeden beliebigen metrischen Raum K mit Basispunkt zg gilt.
Speziell kénnen wir damit noch festhalten, dafl wegen |J,o o Haye € H? Eigen-
schaft (iii) fir {H,} und wegen (1.2.2) und Ho C (..o Ho_. die Eigenschaft
(iv) fiir {HO} verletzt ist.

Bemerkung 1.2.15. Nach den obigen Ergebnissen, die insbesondere fiir die
Holderskala {H, g}ae(()’l) ergiebig waren, wollen wir uns hier noch einige Gedan-
ken dariiber machen, was die “glatten” Funktionen, konkret die bei 0 verschwin-
denden C'-Funktionen C}([0,1]) oder C*-Funktionen C§°([0,1]) mit H; bzw.
den Holderrdumen zu tun haben. Zunéchst schlieBen wir aus der Bemerkung
zu Satz 1.2.3, daB die C''-Funktionen weit davon entfernt sind, in H; dicht zu
liegen. Versehen wir f € CZ([0,1]) mit der Norm || f’||o0, sehen wir sogar, daf
vermoge der Abbildung

Do) - o) : C([0,1]) — Cy([0,1])

der Satz 1.2.3 mit dem “gewchnlichen” Hauptsatz der Integral- und Diffe-
rentialrechnung fiir die hier betrachteten kleineren Réume vollig analog gilt.
Insbesondere ist Cg([0,1]) abgeschlossen in der Lipschitznorm L(-), und die
C*-Funktionen liegen beziiglich dieser Norm dicht in C}([0,1]), da sie nach
Weierstra$ dicht in C(]0, 1]) liegen.

Was aber ist der Abschlufl der glatten Funktionen in der Holdernorm L (-)?
Der Wunsch, hier eine weitere Rechtfertigung fiir die Definition der kleinen
Lipschitzrdume zu erhalten, wird nicht enttéduscht. Zunéchst sind die in 0 ver-
schwindenden C!'-Funktionen auf [0, 1] in Hy, also wegen (1.2.1) auch in H? fiir
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alle o < 1. Daf} wir dariiberhinaus

La(")

Ca(0,1]) = HY (1.2.3)

schon gezeigt haben, sieht man, wenn man sich den Beweis von Satz 1.2.7
nochmals zu Gemiite fithrt. Genauer haben wir (bis auf die Konstante) zu
f € H? ecinfach die Faltung f * nX|_1 g Zur Approximation herangezogen. Um
eine C'*°-Funktion zu erhalten, béte sich natiirlich die Friedrichsche Glattung
f * pe gemaB 11.5.6 in [55] an. Den Beweisgedanken von Satz 1.2.7 auf eine
solche Faltung mit ¢ — 0 zu iibertragen, erscheint indes schwierig, so dafl wir
im folgenden noch einen anderen Weg einschlagen wollen.

Wir haben in Satz 1.2.3 gesehen, da8 Lipschitzfunktionen auf [0, 1] eine Ablei-
tung in L>°(]0, 1]) haben. Dies wird man von den Hélderfunktionen (f : x +— z®
ist ein Beispiel) natiirlich nicht mehr erwarten kénnen — ja diese brauchen noch
nicht einmal von beschréankter Variation zu sein (wir werden in Kapitel 4, siche
Bemerkung 4.2.19, hierzu ein Beispiel sehen). Umgekehrt allerdings wird man
hoffen, dafl Funktionen mit einer “schlimmeren” Ableitung, naheliegenderweise
vielleicht einer Ableitung in LP([0,1]) D L*°([0,1]) fiir p < oo, noch Holder-
stetig sind. Da wir hier im Gegensatz zu S. 206 in [55] nicht den Begriff der
schwachen Ableitung brauchen, einigen wir uns auf folgendes:

Definition 1.2.16. Ist mit AC([0,1]) der Raum aller absolut stetigen Funk-
tionen auf [0, 1] bezeichnet, so definieren wir fiir 1 < p < oo den Raum

Hy" = {f € AC((0,1]), f(0) = 0, f" € LP((0,1])}

und geben ihm die Norm |||l = ([} £/ (8)[Pdt)») = | £, fiir p < oo bzw.
[ fll1,00 = 1 lloo-

Damit liegt f’ fiir jedes f € Hé’p auch in L'([0,1]), so da8 fiir alle Elemente
von Hé’p der Hauptsatz (A.1.10 in [55]) anwendbar ist, und mit diesem sehen
wir sofort den Isomorphismus

Hy? = LP([0,1]) (1.2.4)

vermdoge der Ableitung in HO1 P analog zu Satz 1.2.3. Jetzt sind wir in der gliick-
lichen Lage, wenigstens einmal in dieser Arbeit fiir unsere Holderrdume auch
die Holdersche Ungleichung (siehe [53] und [22]) anwenden zu kénnen.

Satz 1.2.17. Sei % + % =1firl<p<oounda= %. Dann liegt Hol’p dicht
in HY mit
La(f) < |f'lp V1 € Hy™.

Beweis. Sei zunédchst p > 1 und o = %. Fiir jedes f € Hol’p folgt mit der
konstanten Funktion 1 auf [0, 1] und der Holderschen Ungleichung

[f (@) = f(y)] =

Yy 1
/ f’(t)dt‘ <N N e e 1 La )y < N Le o |z = yls,
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also Lo (f) < ||f'llp- Weiter folgt aus der absoluten Stetigkeit des Integrals
beziiglich des Mafles

—’f(‘z)__yﬁiy)’ < (/: \f’(t)\pdt> ’ —0 fir |z—y|*—0,

mithin f € HY. Dariiberhinaus gilt trivialerweise C¢([0,1]) C Hé’p, so dafl
wegen (1.2.3) die Einbettung Hy? < HY dicht ist.

Den Fall p = 1 sieht man mit H{ = (Cy([0,1]), Lo(-)) genauso. O

Benutzen wir jetzt noch die bekannte Tatsache (siehe I1.5.6 in [55]), dafl die C'*°-
Funktionen fiir 1 < p < oo dicht in LP(]0, 1]) liegen, und die Trivialitét, daf der
Isomorphismus in (1.2.4) die C'*°-Funktionen in Hé P auf die C*°-Funktionen in
LP([0,1]) abbildet, so erhalten wir mit dem obigen Satz das

Korollar 1.2.18. Fiir alle o < 1 ist H) der Abschlufl der in 0 verschwindenden
C*°-Funktionen auf [0,1] beziiglich der Héldernorm Lq(+).

Fiir a = 0 und HY = (Cy([0,1]), Lo(+)) wie gehabt sieht man die Aussage so-
fort mit dem Weierstrafischen Approximationssatz. Fiir a = 1 gilt die Aussage
auch, wenn wir diesmal HY = C2([0,1]) setzen. Mit den kleinen Hélderriumen
interpolieren wir also (wenn wir “Interpolation” im Sinne dieses Dichtheits-
ergebnisses verstehen) zwischen den stetigen und den stetig-differenzierbaren
Funktionen.

Bemerkung 1.2.19. Mit (1.2.4) und Satz 1.2.17 sieht man, da8 die Familie
der LP-Riume auf natiirliche Weise mit der Familie der kleinen Hélderrdume
zusammenhéngt, und zwar iiber eine kontraktive Injektion

ip : Lp([ov 1]) - Hga

die jeden LP-Raum fiir 1 < p < oo dicht in den kleinen Hélderraum zum
Exponenten 0 < o = 1 — 1 < 1 einbettet (mit wachsendem p oder o werden
die Réume kleiner). Einmal mehr erhalten wir hieraus die Separabilitit der
kleinen Holderrdume, denn die LP([0, 1]) -Raume sind fiir 1 < p < oo bekannlich
separabel. Korollar 1.2.15 in [55] liefert sogar mit den Polynomen eine dichte
Teilmenge, womit es in obigem Korollar 1.2.18 auch die Polynome getan hétten.
Sicher ist i, nicht surjektiv (es sei denn man nimmt den Fall p = oo hinzu und
setzt H8 = Hj), denn es gibt in jedem kleinen Holderraum Funktionen, die
nicht absolut stetig sind (siche Bemerkung 4.2.19). Was aber passiert, wenn
man nur absolut stetige kleine Holderfunktionen betrachtet? Wie grofl ist die
“Liicke” in der Mengeninklusion

Hy" € Hg N AC((0,1))
oder steht hier etwa immer eine Gleichheit? Beispielsweise haben (mit ¢ > 1)

1
die absolut stetigen Standardfunktionen f, : © — z9¢ mit f, € HY fiir jedes
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1 /
t= %x_i und diese liegt in LP ([0,1]) fiir

p<p= 17%, also auch fiir p” = ﬁ Im Falle @ = 0 jedenfalls ist die obige

1
a < % die Ableitung f, : 2 %aﬁ_

Mengeninkluqsion eine Gleichheit, denn nach dem schon oft zitierten Hauptsatz
(A.1.10 in [55]) gilt (bis auf Konstanten) gerade

fe HYnAC([0,1]) < f" € L'([0,1]).

In diesem Zusammenhang kann man sich auch bei den “dichten” Inklusionen

HoC () H)_. fir 0<a<1 (1.2.5)
e>0
und
| Haye CH) fir 0<a<1 (1.2.6)
e>0

die Frage nach der “Liicke dazwischen” stellen. Diese ist in beiden Féllen stets
nichttrivial.

Da die groBen Holderrdume die Eigenschaft (v) in Definition 1.2.13 erfiillen,
sieht man sofort, wonach man zum Beweis der Echtheit der Inklusion in (1.2.5)
suchen muf, némlich nach einem f mit Ly/(f) < 0o Vo' < a und Ly (f) — oo
fiir o/ — «. Betrachte hierzu die folgende Funktion f (siehe Abbildung 1.1), die
als Summe immer kiirzer und steiler werdender “z®-Bogen” entsteht. Sei fiir
jedes n € N und z,, = >_j_,(3)¥ die Funktion f, € H, (mit 29 = 0) definiert

als
0 fir 0<zx<uz,q

fniz— n(x—x,—1)* fir z,-1 <z <z,
n(xy, — xp_1)* fir z, <zx<l1

und f(x) := Y 02, fn(z) punktweise auf [0, 1], speziell f(1) = > 72,k (2%)]C
Dann gilt fiir jedes n € N

f(xn) = flon_1) _ n(%)na

(@n = zna)> (3)™

also f ¢ H,. Aber es ist f € H, fiir jedes o/ < «. Die Intuition sagt, da8 es

hierfiir reicht,
i LW @) gy,
n—oo (1 — xn)a

nachzuweisen. Sei also o/ < « gegeben und r < 1 derart, dal o/ < ra gilt.

Wéhle nun N € N so gro, daB W < 1Vn > N ist. Dann folgt fiir
n>N
oo 1 k 00 1 k
f(l)—f($n)§2k<2—a> §Z<2m> , also
k=n k=n
277’& n
f(1) = f(zg) < 1(_ 2—)7»@ und damit



JO) - f) 1@t
(1 _ xn)a’ —1_9Tra (2—n)oz’ 1—9ra
Nach Zweifeln (vergleiche Beispiel 4.2.11!) kann man mit dem gleichen Vorgehen
f@m)—f(zn)
$m_1'n)a/
fiir m > n schliefen und ist sich dann nach kurzem Bedenken der Tatsache
f € Hy Vo' < « ganz sicher.

(207 S0 fiir n — oo.

iiber geometrische Summen noch auf die Beschrénktheit der Terme

1 1

Abbildung 1.1: f: Holder-stetig genau Abbildung 1.2: fy: eine stetige aber
fiir alle Exponenten aus (0, %) nicht Holder-stetige Funktion

Fiir den Nachweis der Nicht-Trivialitit der Inklusion in (1.2.6) ist im Falle « = 0
eine stetige Funktion gefragt, die zu keinem Exponenten Holder-stetig ist. Als
Beispiel betrachte man die auf [0, 1] stetige Funktion
1
log §

fo: fo(x) =

mit fp(0) := 0, die in 0 stérker als jede Wurzel steigt (siehe Abbildung 1.2),
denn de L’Hospital liefert

_ -« _ —a—1
lim —fo(x) fo(0) = lim :U =1 R lim az™®

i = Ya > 0.
z\,0 (ac — O)Oé \0 — log % :1:1{% —% z\0 > @

(Mit einer in 4.2.10 vorgestellten Konstruktion ist es sogar moglich, aus fy
eine stetige Funktion zu gewinnen, welche in keinem Teilintervall von [0, 1] eine
Holderbedingung erfiillt.) Im Fall @ > 0 kénnte man an das analoge Beispiel
fa @ falz) = % fo(x) auf [0,1] denken, fiir welches aus dem gleichen Grund
fa & Hoe fiir jedes € > 0 gilt. Weiter ist fiir y =0

lim ‘foz(x) — foz(y)’

T—Y _ [e%
i |

=0

klar, und fiir y > 0 folgt dies aus der stetigen Differenzierbarkeit von f, auf
(0,1]. Man beachte jedoch, daf damit die ¢ip-Bedingung nur punktweise nach-
gepriift ist. Was fiir |z —y|* — 0, 2 — 0 und x “sehr nahe” bei y mit variablen
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x und y passiert (und das ist der noch zu priifende Fall), ist damit noch nicht
klar. Wir werden in Kapitel 4 ein Beispiel sehen (ndmlich Beispiel 4.2.11, das
oben schon Zweifel streute), welches zeigt, dal aus der punktweisen nicht die
gleichméBige fip-Bedingung folgt. Und obwohl man — nach kurzem Nachsinnen
iiber Satz 1.1.10 — fiir einen kompakten metrischen Raum K sofort f € lip(K)
schlieffen kann, wenn f nur die (gleichméfige!) ¢ip-Bedingung erfiillt (siche auch
Lemma 4.2.13), ist fiir obiges f, noch nicht einmal klar, ob iiberhaupt f, € H,
gilt.

Gliicklicherweise konnen wir nach all unserer geleisteten Vorarbeit trotzdem
fo € H? zeigen, denn es gilt sogar f, € Hé’p mit p = ﬁ, womit aus Satz
1.2.17 die Behauptung folgt. Es ist also lediglich noch nachzuweisen, dafl die
Ableitung

ar®— 1 T 1

+ z
(log 5)2

in LP([0,1]) fiir p = L liegt, und man rechnet leicht nach, daf hierfiir nur die
Konvergenz des Integrals
1
z d
/2——5—-vp>1
o z|logzP

gezeigt werden mufl. Fiir p = 1 hétten wir iibrigens g : = — log|logz| als
Stammfunktion des Integranden, also Pech. Fiir p > 1 hat man sogar auch eine

einfache Stammfunktion, nédmlich f: z +— W, und damit Gliick.

fo: folz) =

log §

Die bisherigen Ergebnisse, die besonders fiir die kleinen Holderrdume ergiebig
waren, mogen den Eindruck vermitteln, dafl der grofle Lipschitzraum gegeniiber
dem kleinen sehr unhandlich ist. Dies ist allerdings fiir unsere groflen Holderrau-
me nicht ganz der Fall, denn es kommt ihnen die folgende wichtige Eigenschaft
Zu:

Satz 1.2.20. Die Einheitskugel Byo liegt dicht in der Einheitskugel By, be-
ziiglich der Supremumsnorm fiir 0 < o < 1.

Beweis. Sei f € By, und € > 0. Wir ndhern f durch ein Polygon an: Zu
n € N sei {z}}}_, mit z = % eine dquidistante Partition von [0, 1] und p,, das
zugehorige Polygon mit den Eckpunkten (zg, f(zx)). Dann liegt p, nach Satz
1.2.3 in Hjy, also auch in H?, und es folgt || f — pnlleo < € aus der gleichmiBigen

Stetigkeit von f, wenn wir n grofl genug wéhlen.

Zu zeigen ist nun noch, dal mit L, (f) < 1 auch L,(p,) < 1 gilt. Wir bewahren
kithlen Kopf und genielen Schritt fiir Schritt die Gedanken von Krein und
Petuin. Seien zunéchst z,y € [ry_1,2k], ¢ # vy, fiir ein k € {1,...,n}, dann
folgt aus der Linearitét von p, auf [z5_1, k]

‘pn(x) _pn(y)‘ _ ’pn(l') - pn(y)
- y|* 'l

< ’pn(xk) _pn(xkfl)
|2k — Tp—1]

‘|$ _y|1—a

|f(zx) — fzg—1)]

|z — 2—1|®

<1.

’ |5Uk _ mk_1|1—oz —
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Nun seien fiir die Stellen @ = zj_1, b = 2 und u € [0,1]\[zr_1, x| fiir ein
k €{1,...n} die Ungleichungen

) =@l ) n® gy
lu—al* ju—ol*  — -

vorausgesetzt. Dann folgt mit A € (0,1) fiir jedes v = Aa + (1 — \)b € (a,b)
auch
[pn(u) — pn(v)|

<1
u— vl ’

denn mit der Linearitét von p,, auf [a, b] erhidlt man p, (v) = Apy,(a)+(1—A)p,,(b)
und damit

Pn(u) —pa(0)| _ [A(Pn(u) —pala)) + (1 = N)(pn(w) — pn(b))|
lu—v|* Au—a)+ (1= A)(u—Db)|
0270 Nu—al* + (L= Nu—b _

T Mu—a)+ (1= M(=0b)*

Die letzte Ungleichung ist die Konkavitit der Wurzelfunktion (wobei man die
Annahme u ¢ [a,b] beachte — der gegenteilige Fall wurde ja oben bereits
besprochen).

Seien nun z € (z;_1,%;) und y € (xg_1, k) mit i < k gegeben. Dann gilt (1.2.7)
einmal fir u = z;, @ = xx_1 und b = x (aufer im Spezialfall z; = xx_1,
den man sich genauso iiberlegt) und zum zweiten fiir v = x;_1, a = 1 und
b = x. Durch zweimalige Anwendung des gerade Bewiesenen sehen wir damit
die Giiltigkeit von (1.2.7) auch fiir die Stellen u = y, a = z;—1 und b = x;, so
daf eine dritte Anwendung schliellich

|pn (x) — pn(y)|

<1
|z — y|*

liefert, wodurch insgesamt p, € Byo gezeigt ist. U

Der Beweis zeigt, dal sogar die rationalen Polygone in Bpy, dicht in By,
beziiglich der Supremumsnorm liegen. Des weiteren liefert der obige Gedan-
kengang noch ein nettes Ergebnis, das einerseits fiir sich genommen schon in-
teressant ist und andererseits im Hinblick auf die Arbeit in Kapitel 4 zitierfahig
festgehalten sei:

Korollar 1.2.21. Ist g ein Polygon, welches in allen seinen Knoten die Funk-
tion f € H,, interpoliert, dann gilt Lo(g) < La(f).
Wir haben aber fast unbemerkt noch etwas weiteres gezeigt, ndmlich eine ge-

wisse Fortsetzungseigenschaft fiir kleine Holderfunktionen:

Korollar 1.2.22. Zu jedem f € H,, endlich vielen Punkten x;, i = 1,...,n,
in [0,1] und e > 0 gibt es ein g € HO mit g(z;) = f(x;) fiir allei=1,...,n, so
dap || f — glloo < € und La(g) < La(f) gilt.
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Beenden wollen wir dieses einfithrende Kapitel iiber die Grundlagen zu Lip-
schitzriumen mit der Bemerkung, dafl die soeben gefundene Art der Lage eines
kleinen Lipschitzraums im groflen — wie wir noch sehen werden — eine beson-
ders schone ist.
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Kapitel 2

Isomorphie zwischen
Lipschitzraiumen und den
Folgenriaumen ¢y und ¢

2.1 Die Schauderbasis in H

Wir haben in Abschnitt 1.2 gesehen, daf die kleinen Hélderriume HYO fiir
0 <a <1 eine von unten stetige Familie und eine normale Skala von Ba-
nachrdumen bilden. Um diese Eigenschaften auch am Rand a = 0 zu erhal-
ten, setzten wir H{ als den Raum Cp([0, 1]) aller in 0 verschwindenden stetigen
Funktionen auf [0,1]. (Da wir hier nur Isomorphie-Uberlegungen anstellen, ist
es einerlei, ob dieser Raum die Norm Lg(-) oder die dazu #quivalente iiblichere
Supremumsnorm tr#gt.) Weiterhin haben wir in 1.2 festgestellt, daf die (ra-
tionalen) Polygone dicht in den kleinen Holderrdumen liegen. Dieses Ergebnis
kennt man auch im Raum H 8, nur weifl man fiir diesen Raum noch mehr, denn
eine gewisse Menge spezieller einfacher Polygone bildet sogar eine Schauder-
basis in C([0,1]) bzw. in Cy([0,1]). Aufgrund der Tatsache, dafi Cp(]0,1]) mit
den kleinen Hélderrdumen in der oben genannten Weise zusammenhéngt, ist es
daher naheliegend, diese Schauderbasis als Teilmenge der Holderrdume néher
zu untersuchen. Genau dies hat Z. Ciesielski 1959/60 in [6] und [7] getan —
und er kam dabei auf bemerkenswerte Resultate.

Zu Beginn wollen wir die Schauderbasis in Cy([0,1]) (vgl. V.6.16 in [55]) ein-
fiihren. Seien x,, n = 1,2,..., die in L?(]0,1]) orthonormierten Haar-Funktio-
nen, definiert durch y; =1 und firm=0,1,...; k=1,...,2™:
VI fire e 223, 2,
xreeh(t) = =V fin o e (S5t 2
0 sonst.

)

I
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Seien weiter fiir x € [0,1] und n = 1,2,... die Funktionen ¢,, definiert durch

on(x) = /Or Xn(t)dt.

Man sieht, daf3 die Funktionen ¢,, einfache Polygone beschreiben, speziell fiir

n = 2" 4+ k > 2 liefert der Graph von ¢,, ein gleichseitiges Dreieck iiber dem

Intervall [gf‘nﬁ, 2,%’11 ], mit dem Intervall als Basis, der halben Basislénge Qm%,

mit der Spitze fiir z = gffl—ﬂ und der Hohe 2—%2:11 = 2\/12—7,1.

Satz 2.1.1. Die Menge {p,}, n = 1,2,..., ist eine Schauderbasis im Raum
Co([0,1]). Es gilt sogar

f= 2 [ /0 1 m(t)df(t)} o VI € Col[0,1)).

Beweis. Es sei eine Funktion f € Cy([0,1]) vorgelegt sowie g =0, 1 = 1 und

Tomyf = gfﬁl—ﬂ fir m=0,1,... und k =1,...,2™. Dann definiere p,, fiir n > 1
analog zum Beweis zu Satz 1.2.20 als das Polygon auf [0, 1], welches genau in
To,T1,...,Ty seine Knoten hat und f in diesen interpoliert. Es folgt aus der

gleichméBigen Stetigkeit von f wieder ||f — ppllco — 0 fiir n — oo, so dafl (mit
po = 0) die Reihe

[e.9]

Z(pn - pnfl)

n=1
gleichméfig gegen f konvergiert. Andererseits “differieren” p,, und p,_1 um ge-
nau eine “Polygonecke”, so dafl die Differenz nach Wahl der x9m 1 und Definiti-
on der ¢, gerade ein Vielfaches von ¢, ist. Mit gewissen reellen oder komplexen
an, n=1,2,..., gilt also
Pn —Pn—1 = Gn¥n

und

f(x) = Zanwn(x) Va € [07 1]- (2.1.1)
n=1
Die Koeffizienten a,, ergeben sich nun leicht aus f und kénnen abkiirzend als

Integral iiber die zugehorigen Haarfunktionen beziiglich f geschrieben werden.
Zunéchst sieht man

1
ar = f(1) — £(0) = /0 i (O (1) (2.1.2)

und weiter

2k —1 1 2k — 2 2k
=2 |1 (57) =3 (0 (57) 4 () )
X (2.1.3)
= [ xematoar
fir m = 0,1,...; k = 1,...,2™. Beachte, dal (2¢/2™)~! gerade die Hohe des

von @om 1, beschriebenen Dreiecks und der Term in [...] die Hohe des durch
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Pn — Pn—1 beschriebenen Dreiecks ist. (Es ist klar, wie man durch die a,’s das
f wiedergewinnen kann, denn jedes a, mit n = 2" 4+ k > 2 liefert bei schon
vorhandenen f(%2) und f(£) den Wert f(z,) = f(Z57), und {z,}52 liegt
dicht in [0, 1].)

Zur Eindeutigkeit: Sei f(z) = Y 07 bppn(z) = 0 Yz € [0,1] mit reellen oder
komplexen b, und b, # 0 fiir ein n € N, 0.B.d.A. n = 2™ + k kleinstmoglich.
Dann ist entweder b; # 0 und damit f(1) = by # 0 ein Widerspruch oder b,, # 0
fiir ein n = 2™ + k mit m > 0,k > 1, dann ist aber f(gff;}) = (2v/2™)7 b, ein

Widerspruch. O

Es ist klar, dafl man den gleichen Satz fiir C'([0, 1]) erhélt, wenn man zusétzlich
¢o = 1 und im obigen Beweis ag = f(0) setzt. Wir wollen nun die Menge
{pn}o in den Holderrdumen H, mit 0 < o < 1 ansehen, und es liegt nahe,
die ,,’s hierfiir zu normieren. Beachte, daf} jedes ¢, fiir n = 2™ 4+ k > 2 ein
Dreieck mit der Hshe — und der halben Basislinge zm% beschreibt. Daher

2v/2m
gilt mit der Definition Xga) = X1, w&a) = (1 sowie
(@ . 2mte (0) 2v2m

sz-i-k‘ = W X2m+k und 802m+k; = W QDQm_i_k.

fir m =0,1,...; k =1,...,2™, die Aussage La(gpga)) =1 Vn € N. Zudem ist
Satz 2.1.1 fiir Xﬁ{’) und <p£{’) anstelle von x, und ¢, richtig. Formuliert man

(2.1.3) fiir X,(f‘) und entsprechend (2.1.1) fiir ga,(f‘) um, so findet man sofort
llanlloo < La(f) falls f € Hy und a,, — 0 fiir n — oo im Falle f € H?. Die nun
aufkeimende Hoffnung findet ihre Erfiilllung in dem

Theorem 2.1.2. FEs sei 0 < o < 1. Dann gilt:
(i) Der Lipschitzraum Lipo([0,1]%) = H, ist isomorph zum Folgenraum (.

Der Isomorphismus
Ty : 0*° — H,,

st gegeben durch
To((an)) = Z anﬂﬂgf"),
n=1

wobei die Reihe beziiglich || - ||oo konvergiert.
T;': Hy — (>

st gegeben durch

Dabei gilt

2

d |14 =1
(2a _ 1)(217(1 _ 1) un ” @ ||

< ||T,| <
320 —1)(21—2 —1) — 1Tl =

41



(i) Der kleine Lipschitzraum fipo([0,1]%) = HY ist isomorph zum Folgenraum
co. Der Isomorphismus
Toz,O L Cco — Hg

st gerade die Finschrdinkung des obigen Ty, auf cg. Insbesondere bildet die
Menge {pn}, n=1,2,..., eine Schauderbasis von HY. Es gelten fiir Tw0
die gleichen Normabschdtzungen wie fir T,.

Beweis. Ist (ay) € £°°, so findet man schnell die gleichméfige Konvergenz von
Yooy ancpgla) mit einer geometrischen Reihe wegen Hcpgf,? silloo = W und
supp(pam k) N supp(pom ) = @ fir k # k' und festes m € N. Damit ist
F=>" ancpgla) eine wohldefinierte stetige Funktion. Aber f ist sogar Holder-
stetig. Seien z,y € [0, 1], z # y, gegeben, dann ist

co 2™

@) = FW) < @)l 3 ISl (@) — o5l ()] (2.1.4)

m=0 k=1

einfach. Der Leser geniefle die nun folgende virtuose Abschéitzung der rechten
Seite in (2.1.4) durch zwei geometrische Reihen. Sei dafiir j € Ny so gewéhlt,
daB

gilt. Dann kann man zunéchst
o(l—a)(m+1) |, _ s ;
() o —y| fir 0<m <
Z |902m_|_]g 902m_|_,lg(y)| S { 21 ag—ma fiir m Z ]

feststellen. Die fiir festes m durch (pgo,fl) +k beschriebenen Dreiecke “wandern”

mit steigendem k (disjunkt) iiber dem Intervall [0,1] von links nach rechts.
Damit kann man die Summe Zk 1 --- immer trivial durch die doppelte Hohe

2||g02m+k\|oo = QW der Dreiecke abschétzen. Dies wurde fiir m > j getan.
Fir 0 < m < j wurde die grofitmogliche Steigung in einem solchen Dreieck
abgeschétzt. Mit der halben Basisldnge m—+1) und der Hohe 5 +1)a betrigt
diese 20=®)(m+1)  Tjegen 2 und y nicht im gleichen Dreieck, sondern in zwei
benachbarten, so rechnet man leicht nach, dafl die Summe der zwei dann zu
berechnenden Steigungen auch 21" +1) igt Diese Abschitzungen liefern nun
nach einiger Detailarbeit den Beweis der Stetigkeit von T,, “doch ist dieser
Rand hier zu schmal, um ihn zu fassen” (siche [12, S. 3, II}). Wir aber wollen
ihn dennoch bringen.
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Man rechnet

EZMWHt ) — 8 ()]

y\o‘
Jj—1 o0
< 2(17a)(m+1)‘x _ y‘lfa + Z 217a27ma‘x . y’fa
m=0 m=j
(2.1.5) i-1 . e ,
< gl—a Z 2(17a)m27j(17a) + Z(2fa)m2(]+1)a
m=0 m=j
,:A 7
oo (e 43
=1 1=0
< 2l-e B N S S —
B 1 —2a-1 1—-2-« 1— 201 1—-2-¢@
21—04 2a+1 9 _ 21—04 +4— 21+o¢ 9

= <
ol-a —1 '2a_1 (2la_1)(20—1) — (2la—1)(20 —1)’
denn es gilt
2
o a2t =927 24 2%) = 2(V2Te - V27

Nun liefert (2.1.4) die Wohldefiniertheit und die Stetigkeit von T, mit

2
@ - DEe 1)

[Tall < (2.1.6)
Die Injektivitdt von T, folgt aus Satz 2.1.1. Aus (2.1.3) im Beweis zu diesem
Satz folgt ||an|lcc < La(f) fiir f € H,, womit die Surjektivitdt von T, und
dariiberhinaus ||7,;!|| < 1 gesichert ist. T}, ist also ein Isomorphismus. Die
Darstellung von T, ! ist nach Satz 2.1.1 auch klar.

Zur Einschrinkung von T, auf cp: Hier liefert (2.1.3) fiir f € H? wie schon
gesehen a,, — 0 fiir n — oo, so daB HY C T, (co) ist. Andererseits sieht man mit
dem Raum d aller abbrechenden Folgen in ¢q die Inklusion T, (d) € H?, denn
Elemente aus d werden unter T, auf Polygone, also sogar auf Elemente von
Hy C H? abgebildet. Aus der Stetigkeit von T, der Dichtheit von d in ¢y und
der Abgeschlossenheit von H? in H,, folgt damit T}, (cy) C HC. Insgesamt ist also
Tho = co — H?, die Einschrinkung von T, auf cg, ein Isomorphismus. Da die
Einheitsvektoren in ¢y eine Schauderbasis liefern, gilt dies auch fiir ihre Bilder
{4,0510‘)}, also auch fiir {¢,} in HY. Die Konvergenz von Y oo angoga) liegt also
im Falle (a,,) € ¢ sogar in der Holdernorm L, (-) vor. (Fiir (a,) = (1,1,1,...)
zum Beispiel ist dies sicher nicht so.)

Noch ein Wort zu den Normabschiitzungen von unten: Fiir T, ! sieht man am

Beispiel der kleinen Holderfunktion gaga) = 1 : ¥ +— x mit La(cpga)) =1
schnell HTojl(apga))Hoo = [|(1,0,0,...)|[cc = 1 (und dies gilt analog fiir alle
auf 1 normierten <p£?)), also ||T;|| = 1. Die Abschiitzung fiir T,, von unten ist
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nicht so einfach, und der Aufwand ihrer Herleitung iibersteigt noch den fiir die
Herleitung von (2.1.6) bei weitem. Der Leser sei deshalb um Nachsicht dafiir
gebeten, dafl statt einer Darstellung der Details (die sich in [7] finden) an dieser
Stelle nur die Idee aufgezeigt wird, die zum Erfolg fiihrt.

Man wird schnell auf die Vermutung kommen, daf} die kleine Hélderfunktion

2N+1

In= Z ol
n=1

fiir groBe N in einer Umgebung von 0 “sehr stark” steigt und demzufolge
womoglich eine “grofie” Holdernorm aufweist, obwohl stets fn = T, ((a,)) mit
H(an)Hoo = 1 gilt. Und dies erweist sich als richtig. Konkret kann man fiir
xj éylﬂ mit j € N die beileibe nicht offensichtliche Gleichheit (!)

In(ay) (4 T*3 -2« 1
Nxa - <§> 2 (22 -1)(21->—1)

J
la —
B A S -
2l—a —1 ' 2Na \3) 20 1

nachweisen. Wie bei der Herleitung von (2.1.6) erfolgt dies iiber verschiedene
geometrische Summen, diesmal getrennt fiir 0 <m < j, m =jund j <m < N.
Nach einigem Hin und Her sieht man auch

4\ 3 -2l 2
3 2 3’

und nun ist es einfach: Fiir € > 0 wéhle j so grof}, dafl

-«
I
ol-a —1 =

O™

gilt und danach N = N (j) so riesig, daf3 auch

1[2\* ;° oy
2Na \3) 20 -1 = 2

Bestand hat. Und damit ist alles gezeigt. O

Man beachte, dafl die Normabschétzungen auch fiir 7}, o nachgewiesen wurden.
Natiirlich ist die zuletzt behandelte Abschéitzung der Norm von T, von unten
fiir das Isomorphie-Resultat nicht notwendig. Da jedoch die untere Schranke,
die ihr Minimum fir o = % annimmt, von unten durch 3 beschrinkt bleibt,
ist weder T, noch Ty o ein isometrischer Isomorphismus. Daf} es einen solchen
auch gar nicht geben kann, werden wir in Abschnitt 2.4 sehen, in dem wir
einen Artikel von D. E. Wulbert [60] besprechen. Wulbert hat gezeigt, daf
Isomorphismen zwischen den groflen Lipschitzrdumen Lipy(K) und £ bzw.

zwischen den kleinen Lipschitzraumen fipo(K ) und c¢o nur “sehr selten”, d.h. nur
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unter sehr restriktiven Voraussetzungen an den zugrundeliegenden metrischen
Raum K, isometrisch sind.

Dennoch liefert unser Theorem viele Fakten iiber die Holderrdume, die wir in
Abschnitt 1.2 zusammengestellt haben, quasi nebenbei, darunter zum Beispiel
die Satze 1.2.1, 1.2.7 und 1.2.9. In vo6lligem Bewufltsein der Tatsache, damit alles
andere als mathematische Pionierarbeit zu leisten, konnte man sich die Frage
vornehmen, inwieweit die bisherigen Ergebnisse auch auf verallgemeinerte Hol-
derriume (siehe Definition 1.1.18) iibertragbar sind (aber natiirlich auch alle
weiteren Resultate dieser Arbeit, die sich nur auf die klassischen Holderrdume
beziehen). Fiir die Herleitung von (2.1.6) beispielsweise scheint die Forderung
w(%) < 1 nétig zu sein, so dafl man allgemeiner an eine Normierungsbedingung
w(1) = 1 denken konnte. Interessant scheinen die verallgemeinerten Holderréu-
me indes lediglich im Hinblick auf einige Resultate in Abschnitt 3.5 zu werden
(siehe die Sitze 3.5.8 und 3.5.9 und was danach noch folgt).

Hier verweilen wir noch ein wenig bei den kleinen Holderrdumen H? und blicken
noch einmal auf Theorem 2.1.2 zuriick. Als weitere Folgerung aus Teil (ii) des

Theorems erhalten wir ndmlich mit dem Darstellungssatz cj = ¢! eine Aussage

iiber den Dualraum von HY.

Satz 2.1.3. Jedes beschrinkte lineare Funktional £ auf Lipo([0,1]%) = HO mit
0 < a <1 hat die Gestalt

Z b / () (1
mit einem (b,) € £1. Es gelten die Abschitzungen

1] < I Tool IBa)ll und  [I(Ba)llx < | Taoll 1]l

wobei die Konstanten || Tyl und ||T(;5H (= 11) bestmaglich sind (d.h. der zu-

gehdrige Isomorphismus von (HQ) auf €' hat die Norm ||Ty || und seine Um-
kehrung die Norm 1).

Beweis. Der Isomorphismus
Tho:co— Hg
liefert den dazu adjungierten Isomorphismus (siehe I11.5.21 in [55])
o ¢ (Ha)' —
mit (T}, )" = (15, &)/, fiir den man unter Beriicksichtigung von cj = ¢!
wo(l) = (ba) €61 Vle (Hy)

schreiben kann. Aus der Normgleichheit || T7, || = ||, (siche IT1.4.2 in [55])
folgt dann [|(by)|l1 < ||Ta0l |4 H Welter erhiilt man nach Definition der Adjun-

gierten fiir jedes (a,) = <f0 Xn (t)df (t )) € c¢o mit einem f = Ty 0((ay)) aus
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¢y = (' die Darstellung

U(f) = UTa0((an) = Tan(0)((an)) = Y buan.
n=1

Dabei gilt supy,(p)<1 [€(f)] < supg, (p<1 1Tao(Flloo Bl < 1Tl
bzw. genauer £ = (T}, o)~ ((bn)) = (Tgé)’((bn)), wobei wieder die Normgleich-
heit H(Ta_l)’H = HTa_éH besteht. O
Dieser Satz mag ein kleiner Vorgeschmack auf unsere Arbeit in Abschnitt 2.4
und in Kapitel 3 sein, wo wir den Dualraum gewisser kleiner Lipschitzriaume
(mit Blick auf den zweiten Dual!) intensiver untersuchen werden.

Bemerkung 2.1.4. Nach Satz 1.1.6 erhalten wir fiir 0 < o < 1 auch die
Isomorphien Lip([0,1]%) ~ ¢*° und ¢ip([0,1]%) ~ ¢o. Man sieht schnell, da8
die Beweismethode fiir den Fall & = 1 versagt. Dennoch sind auch die Lip-
schitzraume Lip([0,1]) und Lipo([0,1]) = H; isomorph zu ¢*°, denn H; ist
nach Satz 1.2.3 sogar isometrisch isomorph zu L*([0,1]). Der Funktionenraum
L*°(]0,1]) wiederum ist isomorph zum Folgenraum ¢°°. Dies liegt zum einen
daran, dafl £*° isomorph zu einem Unterraum von L>°([0,1]) ist (das ist klar),
aber auch umgekehrt L>°([0, 1]) seinerseits isomorph zu einem Unterraum von
£ ist (das ist weniger klar, und zur Aufkldrung braucht man schon jemanden
wie Lindenstrauss, der eine Quotientenabbildung T': ¢! — L([0,1]), diskutiert
in [20, § 23.D], gefunden hat, mit welcher dann nach I1.5.17 und II1.1.10 in [55]
kanonisch L>([0,1]) 2 ker(T)* C (¢!) =2 ¢ gilt). Die Unterriume sind jeweils
komplementiert, da sowohl X = ¢ als auch Y = L*([0, 1]) injektiv ist (siche
S. 105 und S. 111 in [35]). Jetzt braucht man nur noch die einfache Tatsache
X 2 X By X sowie Y 2 Y G Y und schlieft mit einem geeigneten Unterraum
U C X und leicht zu verifizierenden “Rechenregeln”

XUsY U (YY)~ (UY)dY XY, (2.1.7)

was fiir Y genauso geht, mithin X ~ Y. Dies ist der Beweis von A. Pelczynski
fiir L*°([0, 1]) ~ ¢°, zu finden in [35, S. 54]. Der Beweis liefert unter der Voraus-
setzung X ~ X @ X und Y ~ Y @Y (die man nach einem vom W. T. Gowers
gefundenen Gegenbeispiel nicht ohne weiteres weglassen darf, siehe [58, S. 10])
eine Art Schroder-Bernstein-Theorem fiir Banachriume. Der, man mdchte sa-
gen “genial einfache”, Gedanke in (2.1.7), ist als Dekompositionsmethode von
Pelczyniski in die Geschichte der Banachraumtheorie eingegangen.

2.2 Lipschitzrdume iiber Kompakta in R™

Es ist angesichts des im letzten Abschnitt erhaltenen Isomorphie-Resultats von
Ciesielski naheliegend zu fragen, ob Lip(K) ~ ¢*° und fip(K) ~ cy neben
K = [0,1], versechen mit einer Holdermetrik, auch fiir allgemeinere metrische
Réume K gilt. Als erstes wird man dabei natiirlich an Teilmengen des R™,
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m € N, denken. Genau dies haben R. Bonic, J. Frampton und A. Trom-
ba in [5] im Jahre 1969 getan. Da ihre Uberlegungen auch fiir Banachraum-
wertige Lipschitzfunktionen gelten, wollen auch wir die Réume Lip(K“, X)
und lip(K*, X), 0 < a < 1, von Holderfunktionen, definiert auf einer kom-
pakten Teilmenge K des euklidischen (R™, || - ||2) mit Werten in einem Banach-
raum (X, | - ||) betrachten. Entsprechend sind die Folgenrdume ¢*°(N, X') und
¢o(N, X)) definiert, es sei denn es handelt sich um die {iblichen Rédume reell- oder
komplexwertiger Folgen. Um nicht in die Verlegenheit zu kommen, endlichdi-
mensionale Lipschitzrdume zu erhalten, sollten unsere Mengen K natiirlich stets
unendliche Méchtigkeit haben. Wie immer im Endlichdimensionalen ist indes
die Wahl der Norm (hier || - ||2) unerheblich. Im iibrigen sind die Lipschitzriume,
wie vereinbart, mit der Lipschitznorm || - ||z aus Definition 1.1.1 versehen.

Mit einer Konstruktion, die stark von der speziellen Struktur, sprich der End-
lichdimensionalitét, des zugrundegelegten Raums R™ ausgeht, erhalten Bonic,
Frampton und Tromba das folgende bemerkenswerte

Theorem 2.2.1. Sei 0 < a <1, m € N und X ein Banachraum. Dann gilt:

(i) Fir endliche m-Simplizialkompleze K C R™ ist der grof$e Lipschitzraum
Lip(K®, X)) isomorph zum Folgenraum (*°(N, X).

(ii) Der kleine Lipschitzraum lip(K<, X)) ist isomorph zu co(N, X) sogar fiir
alle (unendlichen) kompakten Teilmengen K des R™.

Bemerkung 2.2.2. Der Beweis dieses Theorems bendétigt einen technischen
Vorlauf, dessen Ergebnisse wir uns nicht in allen Details zumuten wollen, denn
einige Feinheiten sind fiir sich genommen wenig erhellend und zur Darstellung
der Beweisstruktur auch nicht notwendig. Der zugrundeliegende Beweisgedanke
ist indes durchaus einer Betrachtung wert und auch relativ leicht nachvollzieh-
bar. Allerdings soll schon an dieser Stelle zugegeben werden, daf} er einen Haken
enthiélt, der relativ hartnéckig zu sein scheint. Hierauf wird in dem 1999 erschie-
nenen Buch “Lipschitz Algebras” [52, 3.4] vom bereits bekannten Nik Weaver
hingewiesen. Dieser “improved” in aller Bescheidenheit den nun folgenden Ori-
ginalbeweis von Bonic, Frampton und Tromba “in some minor ways” (siehe
[52, 3.6]), indem er zum einen Kuben anstelle von Simplexen betrachtet und
schliellich den entsprechenden Isomorphismus etwas komplizierter definiert. Ob
diese Modifikationen unbedingt nétig sind — jedenfalls fithren sie zu einem was-
serdichten Beweis — oder ob die Schwachstelle im anschliefend dargestellten
Vorgehen “schonender” behoben werden kann, muf} hier offen bleiben. Wir wer-
den an der entsprechenden Stelle auf den Knackpunkt, der schon von manch
einem iibersehen wurde, hinweisen und im Zuge dessen auch etwas auf Weavers
verbesserten Ansatz eingehen.

Der Beweis des Theorems wird von Bonic, Frampton und Tromba, und darin be-
steht die Hauptarbeit, zunsichst fiir das Standardsimplex 7' = TP, aufgespannt
durch eine Orthonormalbasis {ey, ..., e, } des R™, gefiihrt. Uber ein Halbieren
seiner Kanten, bzw. iiber die Mittelpunkte seiner 1-Teilsimplexe, kann man
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dieses in 2™ Teilsimplexe (bzw. genauer systematisch in sogenannte “rechts-
m-Simplexe”) zerlegen, deren Durchmesser jeweils diam(7")/2 ist. Bezeichnet
man diese Zerlegung mit 7' und die Teilsimplexe mit Til7 1 <14 <2™ und
setzt dieses Verfahren fiir jedes der TZ-1 fort, so erhélt man fortgesetzte Zerle-
gungen 7™ von T' mit immer kleiner werdenden Teilsimplexen 77", 1 <4 < 2",
Nun sei fiir n = 0,1,... mit S™ die Menge aller in T™ auftretenden Kanten Iz,
j=1,...,s(n), irgendeines T* bezeichnet, mit V" entsprechend die Menge aller
auftretenden Ecken auf dem “Niveau” n. Und natiirlich fafit man zusammen:

S = GS” und V= GV".
n=0 n=0

Fir I € S definiert man noch ml als den Mittelpunkt und al und bl als
die Endpunkte von I und erhilt iiber zwei technische Lemmata das folgende
wichtige Teilergebnis.

Lemma 2.2.3. FEs gelte fiir die Funktion f:V — X

wup I (aD) = 11|

res ol —bI|3

< Q.

Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung von f zu einem Element aus dem
Lipschitzraum Lip(T“, X).

Beweisidee. Seien u,v € V gegeben. Dann gilt u,v € V" fiir ein n € N, und
es ist moglich, einen Weg zwischen u und v zu finden, der stiickweise entlang
der Richtungen der Koordinatenachsen {e1, ..., e} innerhalb von §™ verlduft,
hochstens 2m “Ecken” hat und dessen Linge man, unabhéngig von n (1), durch
(2m + 1)||u — v||2 abschétzen kann (dies ist das eine technische Lemma). Unter
Benutzung der Voraussetzung kann man dann eine Konstante M > 0 finden,

fiir die
50) 1Oy gy ey
|u —v|$

gilt (dafiir benotigt man das andere technische Lemma, welches “Umkehrungen”
gewisser Dreiecksungleichungen liefert, z.B. gilt fiir nichtnegative reelle a, b die
Ungleichung a® + b* < 217%(a + b)%). Damit ist f auf V gleichmiBig stetig,
besitzt also eine eindeutige stetige Fortsetzung auf den Abschlufl von V, und
der ist gerade T'. Diese Fortsetzung hat natiirlich die gleiche Lipschitzkonstante
(und das gleiche Supremum) wie f und liegt damit in Lip(T%, X). O

Jetzt definiert man fiir f € Lip(T?, X) die Folge Tx(f) = (n}), indem man
setzt:

n)(f)=f)) fir o€V’ (2.2.1)

und
2f(mI}) — f(al}) — f(bI})
2mI? — alll

ni (f) =

fiir n > 1. (2.2.2)

48



Natiirlich fallt diese Definition nicht vom Himmel. Ein kurzer Blick auf (2.1.3)
(worin man xom 1 durch X;Ofn) Tk ersetzt) geniigt, um einzusehen, daf es sich hier
um den Versuch handelt, den Isomorphismus von Ciesielski auch fiir 7' C R™
mit m > 2 zu erhalten. Und es konnte sein (siehe Bemerkung 2.2.9), dafl man
es sich an dieser Stelle zu einfach gemacht hat und die Definition fiir m > 2 “zu
schwach” ist, um die Aussage des folgenden Satzes sicherzustellen. Dennoch soll

er hier zusammen mit seinem Beweis zur Diskussion gestellt werden.

Satz 2.2.4. Die Abbildung Tx : Lip(T*, X) — (°(N, X) ist ein Isomorphis-
mus, unter welchem co(N, X) als Bild des kleinen Lipschitzraums Cip(T®, X)
auftritt.

Beweis. Es ist wie bei Ciesielski offensichtlich, da§ T'x : Lip(T%, X) — (*°(N, X)
eine wohldefinierte kontrahierende lineare Abbildung ist. Auch die Injektivitét
von T ist leicht, denn gilt Ty (f) = 0, so ist f = 0 auf V° und dann sukzessive
f =0 auf V" fiir alle n. Aus der Dichtheit von V in T folgt dann f = 0.

Fiir die Surjektivitit mufl man sich wie immer mehr anstrengen, und hierfiir
war auch der technische Aufwand, der zu Lemma 2.2.3 fiihrte, vonnéten. Zu
einer gegebenen Folge (n}) € £°°(N, X) konstruiert man induktiv eine Folge
stiickweiser linearer Funktionen (f,) von 7" nach X, indem man fo(v?) = 77?
setzt und fo sonst linear auf T' erweitert. Dies ist bei Simplexen immer moglich.
(Mit Quadern statt Simplexen wire diese Konstruktion denn auch etwas diffi-
ciler, siche Bemerkung 2.2.9.) Bei gegebenem f, definiert man auf V" zuerst
fn+1 = fn und dann gewissermaflen als Umkehrung von (2.2.2)

1
Farr(mlf) = S (falalf) + fu (b)) +nf[mlf — al}ll3,
so daB f, ;1 auf V"*! definiert ist und auf ganz T durch lineare Fortsetzung auf
jedem Ti"Jrl erweitert werden kann.

Jetzt wird gezeigt, daf die Folge (f,) gleichméBig auf T' gegen ein (aus diesem

Grunde) stetiges f konvergiert. Das gelingt genauso wie bei Ciesielski iiber eine

geometrische Reihe (vollig analog zu den “Dreiecken” (pgfn) 4 betrachtet man

hier f,+1 — fn). Da f, auf jedem I linear ist, haben wir zunéchst

2(fot1 = fo)(mI}) = fu(al}) + fo(bI}) + 205 [mI} — al}||§ — 2fn(mlI})

= 277?\\m[}‘ — aI}‘H%.
Die Linge eines jeden [} ist beschrénkt durch 27"\/m, so daf

o
m?2

| (frt1 — fn)(mIJn)H < H(’?;L)Hoom
folgt und damit wegen f,+1 — f, = 0 auf V" sogar

st = Falloo = sup |(fa+1 = fa) I < 107) oo Siya
J

49



Also gilt > 07 o[l fag1 — fulloo < o0, womit aus der Vollstindigkeit von X
zunichst die Existenz des punktweisen Grenzwerts f(z) = > 07 ((foy1—fn)(z)=
lim;, oo fn(2z) in X fiir z € T folgt und schliefflich auch die Stetigkeit von f (als
Funktion von T nach X) gesichert ist. Nach Konstruktion erfiillt f die Glei-
chungen (2.2.1) und (2.2.2), so da Tx(f) = (n}) gilt, wenn f € Lip(T*, X)
nachgewiesen werden kann. Und hier kommt Lemma 2.2.3 zum Zuge. Sei fiir

n € Ny zunéchst
1f(al) — f(BI)|
M,, = sup .
" resn lal —bIflg
Fiir I € 8™ gilt aber die Ungleichung

1f(mI) = flaD)|

Il = all3
< H2f(ml) — f(CLI) — f(bI)H + l Hf(bl) - f(CLI)H ( Hb[ _ GIHQ )a
< 2(|mI — al|g 2 oI —allly  \|lmI —al|
bl — I
< @) lloo +2°7" Hfﬁb;_ fI(H )

Nun ist es natiirlich alles andere als wahr, daf jedes Element von S™*! die
Form [al,mI] oder [mI,bI] fiir ein I € S™ hat, aber wére das der Fall, so
konnte man mit dieser Ungleichung nach Bilden des Supremums auf beiden
Seiten die Abschitzung

Mygr < [|()|loo + 2% My, (2.2.3)

gewinnen. Das ist der eingangs schon angekiindigte Knackpunkt des Beweises.
Wir wollen hier jedoch in Anerkennung der Ideen von Bonic, Frampton und
Tromba den Beweisgedanken zu Ende fiihren, bevor wir in Bemerkung 2.2.9
auf diese Beweisliicke gesondert zu sprechen kommen.

Durch Iteration erhalten wir unter Beriicksichtigung von (2(*+1))(@=1) <1 und
My < 2 aus (2.2.3) nach Definition von f(vg]) schlieflich

Mn+1 S H(’]’]‘?)Hoo(l + 2&71 + .o+ 2”(0‘71)) + 2(n+1)(0171)M0
< @) oo (X =227 7+ 2[5l oo
=2+ 1 =220} loos

d.h. eine Abschéitzung unabhéingig von n. Damit sind die Voraussetzungen zur
Anwendung von Lemma 2.2.3 erfiillt, welches nun f € Lip(T%, X) und damit
die Surjektivitdt von Tx liefert. Die Stetigkeit von T)zl folgt aus dem Satz
iiber die offene Abbildung. (Versucht man, iiber die obige Ungleichung und die
beteiligten Lemmata der Voriiberlegungen eine Abschétzung fiir die Norm von
T)El zu erhalten, so findet man fiir m = 1 die obere Schranke %,
die zumindest im Nenner an schon Dagewesenes erinnert.)

Wieder analog zu Ciesielskis eindimensionalem Fall erkennt man den Isomor-
phismus zwischen fip(T, X') und ¢o(N, X). Zunéchst bemerkt man, dafl nach
Definition Tx den Raum fip(T“, X) in ¢o(N, X) abbildet. Des weiteren ist das
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Bild Tx (¢ip(T*, X)) dicht in ¢o(N, X), denn zu (7}) € co(N, X) mit n} = 0 fiir
n > ng ist f, = fa, fiir alle n > ng, also T’y 1((77]")) = fn, stiickweise (genauer:
auf jedem 77') linear. Insbesondere erfiillt f,, auf 7' sogar eine Lipschitzbedin-
gung beziiglich der euklidischen Metrik || - || und liegt damit nach Satz 1.1.19
erst recht im Holderraum fip(T, X). O

Bevor wir in Bemerkung 2.2.9 etwas intensiver auf die aufgetauchte Beweisliicke
eingehen werden, wollen wir zunéchst — unter der Annahme, daf} sich der Be-
weis retten 148t — noch ein paar nette “Abfallprodukte” der obigen Gedan-
kengéinge einsammeln. Zieht man im Falle X = K (d.h. R oder C) die Einheits-
vektorbasis von ¢y mittels Tk zuriick in den Raum ¢ip(T%,K), sieht man mit
der letzten Uberlegung (vergleiche wieder Ciesielski):

Korollar 2.2.5. lip(T* K) hat eine unbedingte Basis, die aus stickweise li-
nearen Funktionen besteht.

Abbildungen mit endlichdimensionalem Bild spielen in der Banachraumtheo-
rie (und gewifl nicht nur dort!) eine besondere Rolle (vgl. I1.3.6 in [55]). Da
wir Banachraum-wertige Lipschitzfunktionen betrachten, konnen wir auch nach
Lipschitzfunktionen mit endlichdimensionalem Bild fragen. So erscheint in die-
sem Zusammenhang das folgende nebenbei erhaltene Ergebnis recht interessant.

Korollar 2.2.6. Die Funktionen in lip(T%, X) mit endlichdimensionalem Bild
liegen dicht in lip(T*, X).

Beweis. Zu f € Lip(T*, X) und (n}) = Tx(f) € co(N, X) betrachte einfach die
im Beweis zum obigen Satz konstruierte Folge (f,) stiickweise linearer Funk-
tionen (d.h. insbesondere Funktionen mit endlichdimensionalem Bild). T'x (f»)
ist dann eine Nullfolge mit nur endlich vielen nichttrivialen Eintrédgen, wobei
Tx(fn) — Tx(f) in co(N, X) gilt (“Auffiillen weiterer Eintrige”), also auch
fn — fin lip(T*, X). O

Da nach obigen Uberlegungen die betrachtete Folge (f,,) sogar Lipschitz-stetig
beziiglich der euklidischen Norm ist, erhélt man gleichzeitig eine (dort schon
angekiindigte) Verallgemeinerung des Satzes 1.2.7 von Musielak und Semadeni
(die spéter noch weiter verallgemeinert wird).

Korollar 2.2.7. Die Menge Lip(T, X) liegt dicht in lip(T%, X) fir 0 < a < 1.

Bemerkung 2.2.8. T kann (mittels linearer Transformation) auch als beliebi-
ges m-Simplex gewihlt werden, schliefflich auch als endlicher Simplizialkomplex.
(Hierfiir miiite der Beweis nur durch einen zusétzlichen Index fiir die Einzelsim-
plexe ergénzt werden.) Durch Triangulation kann man laut Bonic, Frampton
und Tromba das Resultat sogar fiir kompakte Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten erhalten. Wir werden unten jedoch einen anderen Weg gehen, um die noch
ausstehende Behauptung in Theorem 2.2.1 zu beweisen. Durch dieses Resultat
werden wir dann in Abschnitt 2.4 mit einem bemerkenswerten Ergebnis von
Waulbert Theorem 2.2.1 in seiner schénsten Form erhalten. Der obige Beweis
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bricht fiir o gleich 0 oder 1 iibrigens zusammen. Trotzdem liefert Tk auch im
Falle v = 0 analog zu Satz 2.1.1 eine Schauderbasis von C(T).

Bemerkung 2.2.9. Nun noch ein paar Worte zu der aufgetauchten Liicke im
Beweis von Satz 2.2.4. Offenbar wurde von den Verfassern des Beweises —
und nicht nur von diesen — die banale Tatsache {ibersehen, daf} ein Element
von 8" durchaus die Form [mIy,mly] fir I,Is € 8™ haben kann. Ja es
sind gerade die Elemente dieser Form, und das kann man schon bei der ersten
Zerlegung eines Dreiecks einsehen, welche die “entscheidenden” neuen Kanten
einbringen. Damit wird natiirlich die Herleitung einer Ungleichung der Gestalt
(2.2.3) erheblich verkompliziert, wenn nicht unméoglich gemacht. Es ist — und
diese Frage kann hier nicht beantwortet werden — sogar fraglich, ob mit der
vorliegenden Definition von T'x eine solche iiberhaupt existieren kann. Denn in
dieser Definition ist der obige Fehler schon im Keim angelegt, da sich mit dieser
der Wert fy,+1(mI7) als Umkehrung von (2.2.2) im Beweis von Satz 2.2.4 nur aus
“zwei Quellen” (némlich f,(al}) und f,(bl})) speist. Gliicklicherweise profi-
tieren wir hier von dem eigenartigen Phénomen, dafl man es in mathematischen
Veroffentlichungen viel 6fter mit falschen Beweisen denn mit falschen Aussagen
zu tun hat! Ein Blick auf den Ansatz von Weaver in Abschnitt 3.4 seines Buches
[52] zeigt sogar, dal auch der obige Beweis — es finden sich bei Weaver vollig
analoge Abschitzungen — “eigentlich richtig” ist.

Weaver behebt den obigen Mangel, indem er den Wiirfel [0, %]m im R™ einer
fortgesetzten Halbierungsmethode unterzieht. Im k-ten Schritt hat er es dann
mit neu konstruierten Ecken zu tun, deren Koordinaten sich alle als Briiche mit
dem Nenner 2% schreiben lassen. Ist n die Anzahl all derjenigen Koordinaten
einer solchen Ecke v, die sich nicht als Bruch mit dem Nenner 2~ schreiben
lassen, so heiflen die M := 2™ Punkte 21, ..., z), die sich aus v durch simultanes
Addieren von +27% zu diesen entsprechenden Koordinaten ergeben, die Quellen
von v. Diese sind schon Eckpunkte auf einem “niedrigeren Niveau” < k — 1,
so dafl man damit in Analogie zu (2.2.2) den Wert eines n : V — X durch die
Definition

M
n(w) = 2% (f(v) > f(z») (22.4)
=1

fiir Ecken auf “hdherem Niveau” festlegen kann, wenn fiir das erste die Defini-
tion in (2.2.1) ibernommen wird. Und dieser feinsinnige Ansatz, n(v) fir neue
Ecken v als “normalisierter Unterschied zwischen f(v) und dem Durchschnitts-
wert von f an den Quellen von v” zu definieren, ist solide genug, um eine zu
(2.2.3) vollig analoge Ungleichung und damit ein beruhigendes Beweisende zu
erhalten.

Nach diesen Absicherungen wollen wir fiir den Rest der Uberlegungen zu Theo-
rem 2.2.1 wieder auf den Originalartikel zuriickkommen, ohne zu verschweigen,
da auch Weaver in [52, 3.5], und zwar sehr detailliert, die nun dargestellten
Gedankengénge fiir seinen Fall nachvollzogen hat. Mit dem folgenden Resultat
von G. Glaeser aus [13, S. 27-33], welches wir hier allgemeiner (der Beweis ist
der gleiche) fiir Banachraum-wertige Funktionen formulieren, machen Bonic,
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Frampton und Tromba nun den Schritt von einem m-Simplex T zu einer belie-
bigen kompakten Teilmenge K des R™. (Vergleiche mit diesem Vorgehen auch
die wesentlich einfachere Beobachtung fiir den groflen Lipschitzraum im Fall
a =1 und m =1 in Bemerkung 2.3.6.)

Satz 2.2.10. Sei K eine kompakte Teilmenge des R™, T ein K enthaltenes
m-Simplex und X ein Banachraum. Dann existiert zu jeder kleinen Lipschitz-
funktion auf K¢, 0 < a < 1, mit Werten in X eine (“gutartige”) Fortsetzung
zu einer solchen auf T%. Genauer: Es gibt eine stetige lineare Injektion

Jlip(K“, X) — lip(TY, X),

so daf8 j(f)|x = f fir jedes f € lip(K“, X) ist.

Damit erhélt man jetzt erstaunlich schnell das begehrte Resultat:

Satz 2.2.11. Fiir unendliche Kompakta K C R™ gilt die Isomorphie

lip(K*,K) ~ cy.

Beweis. Mit der Restriktionsabbildung i : ip(T*, K) — fip(K,K) und der
Injektion j aus Satz 2.2.10 ist j o ¢ eine Projektion von fip(T'*, K) auf einen ab-
geschlossenen unendlichdimensionalen Unterraum von £ip(T'%, K), der isomorph
zu lip( K, K) ist. Wegen lip(T“, K) ~ ¢y folgt nun sofort auch fip( K%, K) ~ ¢y
aus der Tatsache, dal ¢y prim ist (siehe 2.a.3. in [35]: Pelczyniski und seine
Dekompositionsmethode!). O

Bemerkung 2.2.12. An dieser Stelle wollen wir den Ereignissen, insbesondere
Korollar 2.4.6 und Kapitel 3, etwas vorgreifen und darauf hinweisen, daff man
aus dem Ergebnis von Satz 2.2.11 auch sofort ¢ip(K %, K) ~ > schlieflen kann.
Dies wollen wir deshalb tun, um sicher zu gehen, dafl die Behauptung auf alle
Fille richtig ist, denn es bietet sich angesichts der obigen Argumentation eine
Moglichkeit an, sowohl Satz 2.2.10 als auch Satz 2.2.11 analog fiir den groflen
Lipschitzraum skalarwertiger Lipschitzfunktionen und £°° herzuleiten, die sich
bei ndherem Hinsehen aber als trugschliissiger Versuch erweist: Man kénnte das
Analogon zum Satz von Glaeser in der Anwendung des Fortsetzungssatzes 1.1.20
von McShane sehen (wenn auch fiir K = C die Einbettung nicht normgleich
wire). Lip(K“, K) ~ (> wiirde dann mit den gleichen Argumenten wie im Be-
weis zu Satz 2.2.11 aus der Tatsache, dafl £°° prim ist (vgl. 2.a.7. in [35]), folgen.
Der Haken an dieser Argumentation besteht in dem Umstand, daf} die Fortset-
zung von McShane nun leider im allgemeinen alles andere als eine lineare Fort-
setzungsabbildung liefert. Wie schon zum Beweis von Satz 1.1.20 bemerkt und
in Bemerkung 1.1.24 dargestellt, verhalten sich damit unsere Fortsetzungen von
Lipschitzfunktionen wie Hahn-Banach-Fortsetzungen. Wir werden iibrigens in
einem anderen Zusammenhang bei der Betrachtung von Dualrdumen von klei-
nen und grofien Lipschitzriumen (im Anschlufl an Lemma 4.1.4) auf einen Fall
stoflen, in der eine (lineare) Hahn-Banach-Fortsetzungsabbildung auftaucht.
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Jetzt seien noch ein paar Worte zu dem allgemeinen Ergebnis (ii) des Theorems
2.2.1 fiir einen beliebigen Zielbanachraum X gesagt. Dieses erhélt man durch
Verwendung von Tensorprodukten iiber den folgenden

Satz 2.2.13. Ist K eine kompakte Teilmenge des R™ und X ein Banachraum,
dann gilt
lip(KY K)® X = lip(K*, X).

X @Y bezeichnet hierbei das Tensorprodukt, das durch Vervollstindigung des
algebraischen Tensorprodukts X ® Y beziiglich der Norm entsteht, die durch
die natiirliche Injektion von X ® Y in £(Y’, X) induziert wird. (Mittels dieser
Injektion wird x ® y auf (y" — 3/(y) x) abgebildet.) Wir wollen jedoch an dieser
Stelle nicht weiter auf das Hantieren mit Tensorprodukten eingehen. Es sei hier
lediglich festgehalten, dafl in den Beweis der Isomorphie (nach einer Anwendung
des Satzes von Hahn-Banach) der Satz 2.2.10 und das Korollar 2.2.6 Eingang
finden.

SchlieBlich folgt mit den “Rechenregeln” fip(K*, X) ~ lip(K* K)® X und
co ® X = c¢g(X) mit dem Ergebnis lip(K*,K) ~ ¢y der

Satz 2.2.14. Es ist lip(K®, X) ~ co(X) fiir kompaktes unendliches K in R™.

Wegen cp(cp) = ¢ (einzusehen mit dem ersten Cantorschen Abzahlbarkeitsver-
fahren) hat man als

Korollar 2.2.15. Ist X isomorph zu ¢y, so auch lip(K“, X).

Bemerkung 2.2.16. AbschlieBend sei noch die Behauptung von Bonic, Framp-
ton und Tromba wiedergegeben, daf fiir einen beliebigen kompakten metrischen
Raum (K, d) und einen Banachraum X zumindest immer eine Einbettung von
Lip(K“, X) in £*°(N, X)) existiert, die fip(K%, X) in ¢o(N, X) einbettet. Diese
wird folgendermaflen skizziert: Zu jedem € > 0 kann man eine Folge von Paaren
(x5,vi) € X x X, x; # y; Vi € N, wéhlen, so dafl zu jedem Paar (z,y) € X x X,
x # y, ein k € N existiert mit d(z,z) < ed(x,y) und d(y,yx) < ed(z,y). Die

Abbildung
g (Ld=t00)
d*(x;,y;)

sei dann fiir geniigend kleines ¢ die gewiinschte Einbettung (modulo Konstan-
ten, die man ja noch in die angegebene Folge einbringen kann). Wie man konkret
das € und die Folge der Paare (z;,y;) wihlen kann bzw. muf, so dal man das f
aus j(f) rekonstruieren kann, d.h. die Abbildung wirklich injektiv wird, bleibt
aber unklar. Interessanterweise blieb dies auch J. A. Johnson, zu dessen Arbei-
ten wir im néchsten Abschnitt kommen werden, schleierhaft. Gliicklicherweise
konnten seine Zweifel in einer privaten Unterredung mit Professor Frampton
ausgerdumt werden. Dieser offenbarte in dem Gespréch einen richtigen Beweis,
wofiir jener ihm dankte (siehe [27, S. 177]). Das Bestreben, diesen richtigen
Beweis auch zu bekommen, miindete in einen anfangs recht vielversprechen-
den email-Kontakt mit Frampton, der allerdings dann mit dem Hinweis, dafl
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Tromba schliellich auch noch da sei, im Sande verlief. Tromba seinerseits war
offenbar derart indisponiert, daf er erst gar nichts von sich hoéren liefl. Aus der
Behauptung kann man jedenfalls mit Satz 2.a.2. in [35] schliefen, dafl fip(K )
wiederum einen komplementierten Unterraum enthélt, der seinerseits isomorph
zu ¢ ist. Wir werden einen solchen im folgenden Abschnitt fiir weitaus allge-
meinere metrische Rdume K konkret angeben.

2.3 ¢y und (> als Unterrdume von Lipschitzriumen

Es wurde bereits in obiger Bemerkung 2.2.12 angedeutet, und wir werden die
Argumente dafiir im n#chsten Abschnitt 2.4 und auch in Kapitel 3 kennen-
lernen, dafl das Isomorphie-Ergebnis von Bonic, Frampton und Tromba fiir
Réume skalarwertiger Lipschitzfunktionen in folgender Allgemeinheit gilt: Fiir
kompakte Teilmengen K endlichdimensionaler Banachriume ist Lip(K®) ~ {°
und lip(K®) ~ ¢y. Es ist nur natiirlich, nach weiteren Verallgemeinerungen zu
fragen, zum Beispiel danach, ob dieses Ergebnis fiir beliebige kompakte metri-
sche Rdume K gilt. Diese Frage ist in der Literatur nach wie vor noch nicht
beantwortet. Allerdings hat man ein schwicheres Resultat, ndmlich den folgen-
den Einbettungssatz von J. A. Johnson aus dem Jahre 1972. Dieser gilt jedoch
in grofler Allgemeinheit; man beachte, wie wenig iiber den metrischen Raum
vorausgesetzt wird.

Theorem 2.3.1. Sei (K, d) ein metrischer Raum mit inf 4, d(x,y) = 0. Dann
enthdlt Lip(K) einen zu £>° isomorphen Unterraum, und lip(K®) enthdlt fir
0 < a <1 einen zu ¢y isomorphen komplementierten Unterraum.

Das Theorem ist insofern geradezu perfekt, als es praktisch alle metrischen
Réume abdeckt. Diejenigen K némlich, fiir welche die Minimalvoraussetzung
inf,2, d(x,y) = 0 nicht erfiillt ist, produzieren lediglich die “trivialen” Lip-
schitzrdume Lip(K) ~ lip(K) ~ (*°(K), wie man schnell sieht.

Der auf den ersten Blick etwas technisch anmutende Beweis von Johnson ist
ausgesprochen trickreich. Er involviert fiir K@ ein Jonglieren mit Metriken d",
“nahe bei” d?%, fiir die aber d* eine Holdermetrik bleibt (also 3, > «) und die
damit zu Lipschitzfunktionen auf K¢ fiihren.

Es stellt sich heraus, dafl man zwei Fille unterscheiden muf3. Im ersten Fall, wir
wollen ihn den diskreten Fall nennen (jeder Punkt besitzt eine Umgebung, “die
alleine ihm gehort”), hat K lediglich Cauchyfolgen, welche ab einem Grenzin-
dex konstant sind. Wir wollen den Beweis fiir diesen Fall, der in [26] skizziert
ist, durchexerzieren. Der Beweis fiir den Fall, in dem K einen Haufungspunkt
besitzt, ist in [27] detailliert beschrieben. (Man beachte, da8 dies alle Fille sind,
da man 0.B.d.A. nach Satz 1.1.8 davon ausgehen kann, dafl K vollstindig ist.)
Aufgrund der Tatsache, dafl man es im “Alltagsgeschift” gewohnt ist, metri-
sche Rdume mit mindestens einem Haufungspunkt vor sich zu haben, verlangt
es der Anstand, auch den Beweis fiir den zweiten Fall, der als nichtdiskreter
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Fall bezeichnet sei, zumindest anzusehen. Dies ist auch gewinnbringend, wenn
man den Beweis des diskreten Falls erfolgreich absolviert hat.

Beweis fiir den diskreten Fall. Unter einer trivialen Folge wollen wir hier eine
Folge verstehen, die ab einem Index n € N schliefllich konstant bleibt. Das
Gegenteil sei eine nichttriviale Folge. Wir nehmen also an, dal K nur triviale
Cauchyfolgen hat. In diesem Fall enthélt jede nichttriviale Folge (x,) C K eine
Teilfolge (2r,) mit d(zn,,xn,,) > 6 fiir k # k' und einem geeigneten 6 > 0.
Sonst gibe es zu jedem ¢ > 0 nur endlich viele Folgeglieder von (x,,), die
diese Ungleichung (mit ¢ statt §) erfiillen, und (z,) wire eine Cauchyfolge, also
trivial.

Seien nun geméifB Voraussetzung (z,) und (y,) Folgen in K mit x,, # y, fir
alle n € N und d(zp,y,) — 0 fiir n — oco. Wire (x,,) trivial, so wére (yp)
eine nichttriviale Cauchyfolge, also ist (z,) nichttrivial, und wir nehmen gleich
an, daB d(xm;,,x,) > 0 fiir m # n und ein § > 0 gilt. (Man sieht, dafl in
unserem Fall K nicht kompakt sein kann.) Wir nehmen 0.B.d.A. d(z,,yy) <
g <1 Vn € N an und setzen r,, = 1d(zp,y,) sowie B, = {z : d(z,z,) < 1, }
(diese Kugeln dienen uns als Triiger gewisser Funktionen). Nun vereinbaren
wir noch d(A,B) = inf{d(z,y) : * € A,y € B} sowie d(z,B) = d({z}, B)
und bezeichnen mit B das Komplement von B in K. Es gilt nun die wichtige
Ungleichung

1)
d(Bp, Bn) > 3 fir m#n (2.3.1)
wegen 1, < g und r,, < g sowie d(Zpm,Ty) > 0 fiir m # n.
Da die Funktion ¢ +— % fiir 8 > 1 nicht subadditiv, d.h. d° im allgemeinen
keine Metrik mehr ist, behandeln wir zunéchst den Fall o < 1. Es sei (,,) eine
Folge mit a < 6, <1 Vn € N und §, — « fiir n — oo, so daf

1 ~
pPnma > 5 und  d?~%(z,, B,) > (2.3.2)

N |

gilt. Definiere nun mit f,, : « — d°(z, B,) ¥n € N und mit a = (a,) € £

T(a) = fq = Zanfn.
n=1

Dies ist, da die Kugeln B), paarweise disjunkt sind, eine wohldefinierte Funktion
mit dem Triger |J2°, By, die |fo(z)| < |an|d® (z, By) < |an|ry < ||lal|l« fiir alle

fa@)=faWl < o ynd damit
do(z,y)

fa € Lip(K?), zu zeigen, miissen wir drei Fille unterscheiden.

T € Bp, also [|falleo < |lafleo erfiillt. Um sup,_,

1. Fall: z € B,,, und y € B, mit m # n und G, < . Dann gilt

[fa(z) = fa)l _ |am|d®" (2, Bin) + |an|d* (y, Bn)

d*(z,y) d*(z,y)
(2.3.1) P Bn Bm —o
a5 <2 (1) (3) ol <2l
)
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2. Fall: z,y € B,. Damit haben wir

fal@) = fa@)]  lanl|d® (2, Bn) — d(y, Bn)|
de(x,y) d*(x,y)

3. Fall: z € B, und y ¢ |J°°_, B,,. Hier kann man wegen d® (y, B,,) = 0 wie im
zweiten Fall abschétzen:

|fa($) _fa(y)| — |an||dﬁn($?§n)| < HaH dﬁn('x’y)
d*(z,y) d*(zy) T d(w,y)

Andererseits gilt nach Definition von r, und B,, sowie nach Wahl der (,, mit
(2.3.2) die Abschétzung

< Jlalloo-

La(f) 2 Fol@n) = fun)] _ lanlld™ (e Bu)

d(zp, Yn) d(Tn, yn)
lan|ri" _ Mrgn_a S |an|
= (2rp)e 20" T 9lta

fiir alle n € N. Insgesamt erhalten wir damit

27 alle < IT(a)llz < 2'7*lall, (2.3.3)

womit T : {° — T'(¢>°) C Lip(K®) ein Isomorphismus ist.

Jetzt zeigen wir T'(co) C lip(K®). Sei hierfiir a = (a,) € ¢p mit 0.B.d.A.
la]lsc <1 und ein € > 0 gegeben. Dann gibt es ein N € N, so daf |a,| < 5 fiir
n > N ist. Wihle weiter ein ¢ € (0,1) mit (§')%~* < £ fiir 1 < n < N. Fiir
d*(z,y) < (0")* folgt dann W < e. Wieder unterscheiden wir die drei
Félle.

1. Fall: x € B, und y € B,, mit m < N < n. Damit greift die Abschéitzung
‘fa(x) — fa(y)’ < ‘am‘dﬁm(xvy) + ’an’dﬁn(%x)
d*(x,y) d*(z,y)
< Jam|d (2, y) + |an|d*™ = (z,y) <1

_|_

N ™
N ™

Fir m <n < N oder N < m < n schétzt man entsprechend ab.

2. Fall: z,y € B,. Hier rechnet man wie im obigen zweiten Fall

|fa(@) — fa(y)] Bn—a 3
W < lan|d (z,y) < 5

sowohl fiir n < N als auch fiir n > N.

3.Fall: x € By, y ¢ U,»_, Bm. Mit diesen Vorgaben schitzt man wieder genauso
wie im zweiten Fall ab.
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Bei dem Versuch, aus einem f, die Folge a € /> wiederzugewinnen, st63t man
auf die folgende Projektion P in Lip(K %) mit P(Lip(K®)) = T'(¢*°), definiert

durch
f(zn) — f(yn)

Ist || f|lz <1, so gilt unter Beriicksichtigung von (2.3.2)

P(f):= ibnfn mit b, = (2.3.4)
n=1

|f(zn) = fyn)| < d%(Tn,yn) = (2rn)® < 2°d" (21, Bn)
< 2'edln(x,, By) = 21 fo(2).

Man hat also ||(bn)|le < 2'F%, woraus mit (2.3.3) und (b,,) anstelle von a die
Abschétzung ||P|| < 4 folgt.

ann(l’n)_o

Gilt bereits f = f, fiir ein a = (ay,) € £*°, so erhélt man b,, = P = an

also P(f,) = fa, so daBl P? = P und P(Lip(K®)) = T(¢>) gilt.

Es gilt schliellich P(¢ip(K®)) = T(cp), und um dieses einzuschen, reicht es
wegen T'(cp) C lip(K*) nach dem gerade Gezeigten P(¢ip(K®)) C T'(co) fest-
zustellen. Sei also f € lip(K“) gegeben und (b,,) € ¢>° geméiB (2.3.4) berechnet.
Eingedenk der gerade hergeleiteten Ungleichung d®(z,,,yn) < 2% f,.(z,) er-

halten wir
_ f@n) = fn) _ gita f(n) = fyn)
K o BT ey

fiir n — oo, also (by,) € ¢p. Und damit ist fiir o < 1 alles gezeigt.

— 0

Um zu zeigen, dafl auch Lip(K) eine Kopie von £*° enthélt, verwenden wir den
obigen Beweis mit der Modifikation £, > o = 1, wobei wir fiir ein beliebiges
6 > 1 alle 8, < B wihlen konnen. Man erhélt nach kurzer Rechnung die
Ungleichung

2’ —y?| < Blz—y| Vr,ye(0,1], (2.3.5)

fiir alle 8 > 1, und diese ersetzt im zweiten und dritten Fall die umgekehrte

Dreiecksungleichung fiir d®, so dafi wir dort die Abschétzungen mga)(;xf;&/)l <

B||al|os erhalten (man beachte, daf d(zy, By) < 1 fiir alle n gew#hlt wurde). Im
ersten Fall mul man jetzt 8, > (3, wahlen. Alles weitere gilt vollig analog. [

Bei genauem Hinsehen fillt auf, dafl man im Falle « = 1 die Einbettung von
£ in Lip(K) “fast isometrisch” wéhlen kann, d.h. den Banach-Mazur-Abstand
von ¢* und T'(¢*°) beliebig nahe an die 1 heranbekommt. Man wihlt dafiir
am Anfang des Beweises 0.B.d.A. d(zy,yn) < g < 1 Vn € N und setzt fiir
0 < A < 1dann 7, = Ad(zy,yn). Damit gelten nach wie vor die wichtigen
Tatsachen d(By,, B,) > g fir m # n und d(yn, B,) = 0 Vn € N. Im ersten

|fa ()= fa(

Fall erhdlt man fl(x;;)y)l < M|al|co, insgesamt also || fu|lz < Bllal/co. Fir die

Abschétzung von unten mufl man die 3, so wéhlen, dafl sogar rﬁ”_a > A und
dPr=(x,,, B,) > X fiir alle n € N ist. Dann erhéilt man Ly (f,) > A19jal|sc.
Fiir die Projektion ergibt sich damit ||P]| < 3 (%)Ha. Da die Metrik d beliebig
war, gelten die gerade gemachten Aussagen fiir alle Lip(K) im diskreten Fall.
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Dies darf allerdings nicht dariiber hinweg tduschen, dafl im nichtdiskreten Fall
der gleiche Schlu3 mit der benutzen Beweistechnik nicht gezogen werden kann.

Man beachte, dafl trotz (oder gerade wegen) der Benutzung von Ungleichung
(2.3.5) unser Beweis der Einbettung ¢p < ¢ip(K) am zweiten Fall scheitert. Dies
entspricht der Beobachtung aus Kapitel 1 (siche Bemerkung 1.1.14), da8 ¢ip(K)
eindimensional ist, wenn K zum Beispiel ein Intervall in R ist. Der Beweis geht
allerdings durch, wenn man den zweiten Fall ausschlieBen kann. Dies ist bei
gewissen “verkriimelten” metrischen Rdumen moglich, z.B. wenn im diskreten
Fall fiir unsere Folgen (z,) und (y,) ein A € (0, 1) unabhéngig von n existiert, so
dal mit r,, = Ad(zp,yn) stets B, = {x,} gilt. Wenn man in “stark verkriimel-
ten” Fillen A beliebig nahe bei 1 wihlen darf, so kann man auch hier die Giite
der Einbettung, sprich den Banach-Mazur-Abstand von ¢g und T'(¢y) C lip(K),
sowie die Norm der Projektion beliebig nahe an die 1 bringen. In diesem Zu-
sammenhang ist der Hinweis angebracht, dafl wir im n#ichsten Abschnitt das
Vergniigen haben werden, die Frage nach der isometrischen Isomorphie zwi-
schen ¢y und lipy(K) genauer zu studieren. Unter natiirlichen Voraussetzungen
werden wir dabei zu ganz klassischen “verkriimelten Ridumen” gefiihrt, ndmlich
zu nirgends dichten Teilmengen der reellen Achse vom Lebesgue-Maf 0.

Der Beweis des nichtdiskreten Falls erfordert noch einige weitere technische
Finessen, die uns aber, nachdem wir den diskreten Fall hinter uns gebracht ha-
ben, keine groflie Angst mehr einfléen miissen. Wir haben nédmlich das Gliick,
daf} sich die grundlegenden obigen Beweisgedanken auf den nichtdiskreten Fall
iibertragen lassen. Wie im diskreten Fall werden Kugeln B,, C K definiert, die
als Trager der Funktionen f, dienen, welche fiir a € £°° genauso wie im obigen
Beweis definiert werden. Auch die Projektion P kann voéllig analog erklirt wer-
den. Lediglich die Abschétzungen im Fall 1 brechen beide Male zusammen, da
nur dort die Lage der Kugeln zueinander und damit die wichtige Eigenschaft
(2.3.1), die im nichtdiskreten Fall natiirlich nicht aufrechterhalten werden kann,
eine Rolle spielt. Johnson 16st dieses Problem, indem er die Folge der Kugeln so
geschickt “auf den Hiufungspunkt zu” konstruiert, dafi diese nicht nur immer
kleiner werden, was sie sowieso miissen, sondern dariiber hinaus noch jeweils
einen “relativen Sicherheitsabstand” voneinander haben. Es bezeichne B(x,r)
die abgeschlossene Kugel um = mit dem Radius r, das Innere von B(z,r) sei
mit int B(x,r) bezeichnet.

Beweisskizze fiir den nichtdiskreten Fall. Der metrische Raum K besitze einen
Haufungspunkt zg. Wéhle 1 € K mit 0 < d(z1,20) < % und setze damit
zunichst 71 = 3 d(zg,21) und By = B(z1,71) (wie im obigen Beweis) sowie
p1 = d(zg, B1). Definiere bei gegebenem x,, induktiv z,,41 mit der Eigenschaft
0 < d(xpy1,20) < %pn, wenn r,, B, und p, wie fiir n = 1 definiert sind. Man

verifiziert nun nacheinander fiir alle n € N die Tatsachen

1 . 1
Tn < Pny Pngl < Epna Byy1 C lntB(l'O, §pn)

und )
d(Bp,, By) > 2 Pn fir m>n (2.3.6)
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sowie

d(z,B,) < 3p, firalle zeK. (2.3.7)

Mit den letzten beiden Ungleichungen erhélt man schliellich leicht die entschei-
dende Abschétzung (endlich einmal mit einer schénen oberen Schranke!)

d(z, Bp) + d(y, B)
d(By, By)

<7 firxz e By, y € B, und m # n. (2.3.8)

Wieder ergibt sich nach Konstruktion d(z, By,) < 1 fiir alle # € K (siehe (2.3.7))
und n € N, und man sieht, dafl nur noch die beiden “ersten Fille” abzuhan-
deln sind, wenn man sonst alle weiteren Definitionen aus dem obigen Beweis
iibernimmt.

Um die Beschrénktheit von ||T’|| von oben zu zeigen, rechnen wir fiir |ja]|o < 1,
x € B, und y € B,

ful@) = ful)] _ @ (2, B) + (5, Br) _ d*(0, Bn) +d°(9, Bu) 2
de(z,y) - d*(z,y) - d*(z,y) 2
d(z, By) + d(y, By) \ "
=2 ( 2d(Byn, By) ) <7

wobei die vorletzte Abschitzung aus der Konkavitdt der Funktion ¢ +— t* folgt.
Man beachte, dal hier der Fall o = 1 auch abgedeckt ist.

Der erste Fall fiir den Nachweis von T'(cg) C lip(K) ist gegeniiber dem obigen
Beweis nur durch das Einfiihren eines 6” > 0 zu ergéinzen, fiir welches m > N
und n > N aus d(Bp, B,) < ¢” im Falle m # n folgen soll (ein solches §”
existiert wegen (2.3.6)). Sei nun d®(z,y) < (min(¢’,6”))*, dann folgt fiir z € B,,
und y € B, mit m # n nach Wahl von ¢” die Tatsache m,n > N und damit

fal@) = fa)l _ (|am|+|an|)dﬂ'”(fv,§m)+dﬁ"(y,§n)

d*(z,y) d*(z,y)
e €
<|l=4+=)-T=
= (2 + 2) T="Te
wie gerade schon gesehen.
Jetzt bleibt nur noch festzuhalten: Alles weitere geht vollig analog. O

Eine “fast-isometrische” Einbettung von ¢*° in Lip(K) la8t sich, wie schon
angedeutet, im nichtdiskreten Fall mit dieser Beweistechnik nicht finden. Der
Versuch, r, = Ad(x,,xo) fiir ein A knapp unterhalb der 1 zu setzen, récht sich
spétestens in Abschétzung (2.3.8), wo sich dann eine weitaus schlechtere obere
Schranke als 7 ergibt. Allerdings gibt es, und hier sei wieder auf Abschnitt 2.4
verwiesen, nichtdiskrete Fille, in denen Lipg(K) = ¢*° gilt. Der hier konstru-
ierte Unterraum 7'(¢*°) von Lip(K) wird im allgemeinen nach der vorliegenden
Konstruktion “sehr klein” ausfallen. Dasselbe gilt fiir T'(¢p). Was die Einbett-
barkeit von ¢y in fip(K) angeht, gelten qualitativ die gleichen Aussagen wie
im diskreten Fall: Es geht, wenn die Punkte z,, “gleichméfig isoliert” gewihlt
werden koénnen.
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Bemerkung 2.3.2. Man weif} natiirlich von vornherein, daff es (fiir 0 < a < 1)
eine Projektion von Lip(K®) auf T'(£*°) gibt, da jede isomorphe Kopie von £
in einem Banachraum automatisch in diesem komplementiert ist. Letzteres ist
gerade die Injektivitidt von ¢°° (siehe 2.f.2. in [35]), denn dieser Raum ist sogar
ein P;-Raum, d.h. es existiert eine Projektion P : X — ¢°° mit ||P|| = 1, wenn
¢>° Unterraum eines Banachraums X ist (sieche zum Beweis S. 2 in [34] sowie
I11.5.22 a) in [55]). Wir werden in Kapitel 3 (Satz 3.1.9) sehen, dafl fip(K®)
separabel ist, wenn K (prd)kompakt ist. Johnson zeigt in [27] sogar die Umkeh-
rung. Im Falle der Separabilitéit von lip(K®) ist die Existenz einer Projektion
von lip(K%) auf T(cp) auch schon im vorhinein gesichert, denn nach einem
Satz von Sobczyk (siehe 2.£.5. in [35]) gibt es eine Projektion P : X — c¢g mit
IP|| < 2, wenn ¢y Unterraum eines separablen Banachraums X ist (verglei-
che dazu I11.5.22 b) in [55]). Das Theorem von Johnson gilt indes fiir beliebige
metrische Rdume.

Unter den Voraussetzungen des Theorems erhalten wir zwei Korollare, wovon
eines eine Aussage iiber die Lage von £ip(K %) in Lip(K®) macht und das andere
angesichts von Satz 1.1.22 einen Unterschied zwischen fip(K“) und Lip(K®)
aufzeigt.

Korollar 2.3.3. Sei0 < a < 1 und K wie in Theorem 2.3.1. Dann ist Lip(K )
nicht isomorph zu einem Dualraum.

Beweis. Nach Lindenstrauss [34, S. 16] ist ein Banachraum X komplementiert
in seinem Bidual, wenn er komplementiert in einem Dualraum Y ist (wobei die
Umkehrung auch gilt). Dies liegt daran, dafl die Adjungierte (iy)" der natiirli-
chen Einbettung iy : Y — Y” eine (sogar normerhaltende) Projektion von Y’
auf Y liefert, letztlich also auch eine Projektion von X" auf X (vergleiche den
detaillierten Beweis von 3.2.23 in [40]). Im Falle X = ¢p und Y’ ~ lip(K“) wire

also ¢o komplementiert in ¢fj = > — ein Widerspruch. U

Korollar 2.3.4. Sei 0 < a < 1 und K wie in Theorem 2.3.1. Dann ist lip(K®)
nicht komplementiert in Lip(K®).

Beweis. Angenommen, es gibe eine Projektion P Lip(K%) — lip(K?%), so
wiére mit der Projektion P : Lip(K®) — T'({>°) aus dem Beweis des Theorems
die Einschrinkung von PP : Lip(K®) — T(cp) C lip(K®) auf T(£>°) eine
Projektion von T'(¢£*°) auf T'(cy) — Widerspruch. O

Wir notieren noch eine wesentliche Verallgemeinerung von Satz 1.2.1 (siche
auch Bemerkung 1.2.2).

Korollar 2.3.5. Lip(K) enthdlt eine isomorphe Kopie von £*° und ist daher
inseparabel, es sei denn der metrische Raum K ist endlich und damit Lip(K)
endlichdimensional.

Bemerkung 2.3.6. Wie bereits zu Beginn dieses Abschnitts angedeutet wur-
de, gibt es bis heute noch einige offene Fragen hinsichtlich der Klassifikation
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von Lipschitzraumen in Isomorphietypen. Eine der wichtigsten lautet sicher:
Ist fiir kompakte metrische Rdume K und 0 < a < 1 stets fip(K®) ~ ¢y und
Lip(K%) ~ ¢°7 Um dies zu zeigen, reicht es, die Isomorphie fiir den kleinen
Holderraum nachzuweisen, denn wir diirfen uns jetzt schon auf die bemerkens-
werte Aussage lip(K®)”" = Lip(K®) (fiir kompakte K) freuen, die wir in Kapi-
tel 3 ausfiihlich diskutieren werden. Man weif} allerdings noch nicht einmal, ob
lip(K?) eine Schauderbasis besitzt. Fiir nichtkompaktes K ist dies, und auch
lip(K®) ~ ¢, nie richtig, denn in diesem Fall ist fip(K %), wie oben (siehe
Korollar 2.3.4) schon bemerkt und in Satz 3.1.9 notiert, noch nicht einmal se-
parabel. Kénnte man die Injektivitéit von Lip(K®) zeigen, so hiitte man geméif
Johnson [27] auch die Isomorphie Lip(K %) ~ (.

Fiir den Fall a = 1 kénnen wir bisher lediglich Lip([0, 1]) ~ £°° nach Pelczyniski
(sieche Bemerkung 2.1.4) als “positives” Ergebnis festhalten. Dieses gilt aller-
dings (mit dem Vorgehen wie in Satz 1.2.3) fiir jedes kompakte Intervall I C R
und nach einer Beobachtung von Johnson damit auch fiir jedes nichtendliche
Kompaktum K C R. Ist dieses ndmlich in einem kompakten Intervall I ent-
halten, kann man jedes f linear und normgleich in jeder Komponente von I'\ K
zu einem Element j(f) € Lip(I) fortsetzen (siche auch Satz 1.1.20). j ist da-
mit ein Isomorphismus von Lip(K) auf j(Lip(K)) C Lip(I) = ¢*° und jo1
(wenn ¢ : Lip(I) — Lip(K) die Restriktionsabbildung ist) eine (normerhalten-
de) Projektion von Lip(I) auf j(Lip(K)). Es ist somit Lip(K) (isometrisch) iso-
morph zu einem komplementierten Unterraum von £°°. Hieraus folgt aber sofort
Lip(K) ~ £, denn £*° ist prim (nach Theorem 2.a.7. in [35], fiir dessen Be-
weis einmal mehr die Dekompositionsmethode von Petczyriski zur Anwendung
kommt). Dieser Beweisgedanke ist uns natiirlich aus Abschnitt 2.2 (vergleiche
mit dem Beweis des Satzes 2.2.11 und dem miflgliickten Versuch in Bemerkung
2.2.12 — hier ist j linear!) bereits bestens vertraut.

Leider ist der Versuch, dieses Ergebnis auch nur “eine Dimension héher zu he-
” zum Scheitern verurteilt, denn der Fall a = 1 ist auch fiir die groflen
Lipschitzraume (und nicht nur, wie schon in Bemerkung 1.1.14 gesehen, fiir
die kleinen) ein besonderer. So findet man zum Beispiel in einem Artikel von
E. Mayer-Wolf [38] aus dem Jahre 1981 die Bemerkung, Y. Benyamini (sein
Doktorvater) und P. Wojtaszczyk hitten beobachtet, dafl aus einer Arbeit von
S. V. Kislyakov [30] die Tatsache Lip(I?) % ¢* folgt, wenn I? das Einheits-
quadrat im euklidischen R? ist. Ein etwas greifbareres, aber “unendlichdimen-
sionales”, Beispiel findet sich wieder bei Johnson in [28], der fiir den bekann-
ten (kompakten) Hilbertwiirfel K in ¢2 (mit der von dort geerbten Metrik)
die Nicht-Injektivitdt von Lip(K) zeigt. In der gleichen Arbeit wird sogar ein
Lipschitzraum Lip(K), der die Approximationseigenschaft nicht besitzt, ange-
geben. Leider ist K zu diesem Zweck recht unhandlich, wiewohl fiir den Be-
weisgedanken nach Lindenstraufl “kanonisch” einfach als die Einheitskugel des
beriihmt-beriichtigten von Per Enflo gefundenen Raums ohne Approximations-
eigenschaft gew#hlt. Fiir kompakte K kennt man bislang keinen grofien Lip-
schitzraum ohne die Approximationseigenschaft. Insgesamt scheinen die obigen
Beispiele und die bisher zusammengestellten Ergebnisse nahezulegen, daf3 die

ben

62



Klasse der Lipschitzriume eine relativ grofie ist, wohingegen die Holderrdume
offenbar leichter zu handhaben sind.

2.4 Isometrische Darstellung von Lipschitzraumen

Im Unterschied zu den bisherigen Ergebnissen soll nun die Frage untersucht wer-
den, wann gewisse Lipschitzraume isometrisch isomorph zu den Folgenridumen
£%° bzw. ¢g sind. Die einzige Quelle hierzu scheint die Arbeit von Daniel E. Wul-
bert [60] aus dem Jahre 1972 zu sein. Dieser betrachtet reellwertige Funktionen
auf einem kompakten metrischen Raum (K, d), die dort eine Lipschitzbedin-
gung beziiglich d erfiillen, wobei er allgemein a > 0 zuldft. Inwieweit dies
sinnvoll ist, wenn d® keine Metrik mehr ist, soll hier nicht weiter diskutiert
werden, jedenfalls liegen in einem solchen Fall keine Lipschitzfunktionen in der
iiblichen Definition (siche Abschnitt 1.1) mehr vor und in gewissen Fillen (ver-
gleiche Bemerkung 1.1.14) iiberhaupt keine kleinen Lipschitzfunktionen mehr.
Natiirlich ist fiir jedes o > 1 mit der Holdermetrik d’ = da auch (d')™ wieder ei-
ne Metrik, und man kann sich bei einer gegebenen Metrik d fragen, ab welchem
« > 1 kleine Lipschitzfunktionen beziiglich d* schliefflich konstant sein miissen.
Zu solchen Fragestellungen sei auf die Artikel von J. D. Stein [46] und A. G.
O’Farrell [11] verwiesen (Letzterer hat in Kapitel 1 schon Eingang gefunden,
siche Satz 1.1.16).

Dennoch wollen wir die Séatze von Wulbert in der gleichen Allgemeinheit wie-
dergeben, in welcher er sie formuliert hat. Fiir die Hauptaussagen indes ist
ohnehin a < 1 vorausgesetzt. Wulbert betrachtet die mit der Lipschitznorm
L,(-) halbnormierten Réume Lip(K®) und fip(K®), die analog wie in Kapi-
tel 1 (vergleiche die Definitionen 1.1.1 und 1.1.18) definiert sind (auch wenn d*
keine Metrik mehr ist). Genauso wie in der Herleitung von Satz 1.1.6 wird dann
der Unterraum N der konstanten Funktionen herausfaktorisiert und

H(K®) = Lip(K“)/N sowie A(K®)=lip(K*)/N

definiert. Diese Rdume sind auch fiir « > 1 Banachrdume, und es gilt Satz
1.1.6 gleichermaflen. Wir werden in der konkreten Beweisarbeit die Elemente
von H(K®) meist als Funktionen im pseudonormierten Raum Lip(K“) (d.h.
modulo Konstanten) auffassen. Diese kénnen bei uns sowohl reell- als auch
komplexwertig sein.

Um einen ersten Eindruck von Wulberts Leistung zu bekommen und damit auch
die Motivation, seine Gedankengéinge nachzuvollziehen, wollen wir an dieser
Stelle gleich sein beeindruckendes Hauptergebnis vorstellen.

Theorem 2.4.1. Fir 0 < a < 1 und einen kompakten metrischen Raum K
betrachte die folgenden drei Eigenschaften:

(i) A(K®) ist isometrisch isomorph zu co und trennt die Punkte von K.
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(ii) Es existiert ein isometrischer Isomorphismus von £°° auf H(K®), der cy
auf A(K®) abbildet, und A(K®) trennt die Punkte von K.

(iii) =1 und K ist isometrisch zu einer nirgends dichten unendlichen Teil-
menge der reellen Achse.

Dann gelten die Implikationen (i) = (ii) = (iii) und dariberhinaus (iii) = (i),
wenn in (ii) zusdtzlich K als Lebesgue-Nullmenge angenommen wird.

Dieses Theorem hat es in sich, und es sei schon an dieser Stelle darauf hinge-
wiesen: Wir werden es nicht ganz verstehen. Die Implikation (i) = (ii) wird in
einem Punkt mysterios bleiben. Die intensive Auseinandersetzung mit der Be-
weisliicke, auf die wir an der geeigneten Stelle natiirlich heftig eingehen werden
(und zwar im Anschluf an den Beweis zu Satz 2.4.3), fiihrte schliefflich zu dem
Bestreben, ein Gegenbeispiel zu finden. Im Zuge dessen tauchte jedoch statt
eines Gegenbeispiels ein Fehler im Beweis eines anderen zu diesem Theorem
gehorigen Satzes auf (woraufhin die Suche nach dem Gegenbeispiel aufgegeben
wurde). Der Beweis dieses Satzes konnte korrigiert werden, was allerdings auch
eine Korrektur der Aussage des Satzes nach sich zog (siehe die Bemerkungen
2.4.8 und 3.5.6). Deshalb kommt obiges Theorem nicht mehr, wie von Wul-
bert gewiinscht, als die schéne Aquivalenzaussage (i) < (ii) < (iii) daher und
bleibt nach wie vor in einem entscheidenden Beweisschritt unklar. Da ist es erst
einmal beruhigend zu wissen, dafl der Beweis dieses Theorems héppchenweise
durchgefithrt wird. Wir werden auf mehrere Zwischenergebnisse stofien, von de-
nen einige Allgemeineres liefern und zudem auch fiir sich genommen schon von
Interesse sind, d.h. es lohnt sich auf alle Fille weiterzulesen!

Besonders auffillig an dem Theorem ist sicher die Information, daf isometrische
Isomorphismen zwischen den betrachteten Lipschitzriumen und den entspre-
chenden Folgenrdumen “praktisch nie” vorliegen. Warum dies so ist, konnen
wir erst nach einiger aufwendiger Vorbereitung einsehen. Weiter sticht die Zu-
satzvoraussetzung der Punktetrennung von A(K %) ins Auge. Der Grund hierfiir
liegt in der Notwendigkeit, die Menge der Extremalpunkte ext B (xay der Ein-
heitskugel von A(K®)" genau zu kennen. (Dies ist, wenn es um isometrische
Isomorphismen geht, “oft” der Fall. Zum Beispiel liefert ein isometrischer Iso-
morphismus 7' : X — Y mit seiner Adjungierten 7" und T’ (ext By+) = ext Bx/
stets eine Bijektion zwischen den Extremalpunkten der beteiligten Einheits-
kugeln in den Dualrdumen; vergleiche hierzu Lemma 2.4.13.) Als zentral auf
dem Weg dahin werden sich die im folgenden definierten Funktionale £(z,y)
auf A(K®) und deren Fortsetzungen &(z,y) auf H(K®) heraustellen.

Definition 2.4.2. Mit 2,y € K, x # y, ist das Funktional £(x,y) € H(K®)'
durch

() = LT g e ey

erklért. Seine Einschrankung auf A(K®) sei mit &(z,y) bezeichnet. Die Funktio-
nale &(z,y) seien in der Menge E C H(K®) und ihre Einschrinkungen &(z,y)
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in B/ C A(K®)" zusammengefafit. Weiter setzen wir

Ex = {B¢&(x,y) : B € Sk, &(z,y) € E'},

wobei Sk die Einheitssphére in K = R oder C bezeichnet.

Mit der Voraussetzung der Punktetrennung ist keines der &(z, y) im Annihilator
von A(K®). Des weiteren erweist sich E’ als reichhaltig genug, um fiir K = R
alle Extremalpunkte der Einheitskugel B () zu enthalten (es gilt sogar noch
mehr, siehe Lemma 2.4.4). Im Falle K = C benétigen wir hierfiir Ef, wohinge-
gen Ep = E' wegen —§(x,y) = &(y,x) gilt. Wir werden zudem im Beweis des
niichsten Satzes 2.4.3 sehen, da8 die Funktionale &(z,y) auf natiirliche Weise
Anlafl zu einem “Ersatz” fiir die Punktauswertungsfunktionale geben, die es
ja auf A(K®) bzw. H(K®) nicht gibt, denn dort sind die Funktionen nur bis
auf eine additive Konstante bestimmt. (Die Menge E’ beinhaltet also in gewis-
sem Sinne die einfachsten Funktionale, die man sich auf A(K“) oder H(K®)

vorstellen kann.)

Der néchste Satz liefert — mit dem schon angekiindigten liickenhaften Beweis —
insbesondere die Implikation (i) = (ii) im obigen Theorem. Wir werden jedoch
sehen, daf} er noch mehr bringt, und er ist von Wulbert in voller Allgemeinheit
ohne Einschriankung an o > 0 formuliert.

Satz 2.4.3. Fir einen kompakten metrischen Raum K und ein o > 0 sei A(K®)
isomorph zu ¢y und trenne die Punkte von K. Dann gibt es einen isometrischen
Isomorphismus von H(K®) auf A(K®)", der A(K?%) auf seine natiirliche Ein-
bettung in A(K*)" abbildet.

Wir fangen beim folgenden Lemma an, das zur “Entlastung” des Beweises die-
sem vorgeschaltet werden soll. Es betrifft die Reichhaltigkeit der oben definier-
ten Mengen E’ bzw. E’K, und wir werden nachher sehen, dafl zu seinem Beweis
alleine die Kompaktheit von K ausreichen wiirde. Im folgenden sei co A wie
iiblich die konvexe Hiille von A, die Norm in A(K®)" sei mit || - || und die Norm
in A(K®)” mit ||-||"” bezeichnet.

Lemma 2.4.4. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4.3 gilt
ext BA(Ka)/ - Eﬁg

und dartiberhinaus )
BA(Ka)/ C co Eﬁg” L .

Der Beweis besteht aus einer Abfolge von Argumenten, die fiir Koénner sicher-
lich zum Standardriistzeug zdhlen und daher bisweilen gar nicht mehr eigens
genannt werden.

Beweis. Zunichst beobachtet man, dafl jede Funktion in A(K?®) ihre Norm
an einem Punkt von E' C A(K®) annimmt. An dieser Stelle benutzt man
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neben der fip-Bedingung die Kompaktheit von K. Versiecht man E’ mit der
w*-Topologie, schlieft man damit, da§ A(K®) isometrisch isomorph zu einem
Unterraum von Cy(E’) ist. Dies geschieht kanonisch (vergleiche den Beweis zu
VIIL.3.13 in [55]) vermittels der Abbildung j : f +— j(f) mit j(f)(&(z,y)) =

§($, y)(f)? mit welcher ”](f)”oo = Supf(x,y)EE’ ’f(l’, y)(f)‘ = La(f) gﬂt'

Um nachzuweisen, da8 j(f) fiir alle f € A(K®) tatséichlich in Cy(E") liegt, muf
man zu jedem € > 0 eine w*-kompakte Teilmenge E} C F’ finden, mit der
&(z,y)(f)] < e fiir alle {(z,y) ¢ EY gilt. Sei also € > 0 gegeben. Dann finden

wir ein 6 > 0, so daf3 % < € aus d*(z,y) < 0 folgt, und betrachten die
Menge
By = {€(y) : d(a,y) = 52},

mit welcher dann [{(z,y)(f)| < e fir {(z,y) ¢ E} gilt. DaB E tatséchlich
w*-kompakt ist, sieht man durch Betrachtung der auf K = K?\ diag(K?) of-
fensichtlich stetigen Abbildung (z,y) — %
tigkeit der durch (z,y) — &(z,y) definierten Abbildung = : K — A(K®)'. Aus
der Kompaktheit von {(z,y) : d(z,y) > 5é} folgt nun die w*-Kompaktheit von
By = Z({(x.y) : d(z,y) 2 5%}).

Mit dem Ergebnis, da§ A(K®) isometrisch in Cy(E’) einbettet, kann man nun

ein. Diese liefert die w*-Ste-

ext BA(KO‘)’ g EI/K (241)

schliefen. Auch dies ist Standard. Zun#chst kann man mit der obigen Abbildung
Z leicht einsehen, dafl E’ lokalkompakt ist, denn ist mit gewissen f; € A(K®),
t=1,...,n, und einem € > 0 eine w*-Umgebung

eines Punktes &(x,y) € E' gegeben, so findet man ein § > 0, so dafl mit der
kompakten Umgebung (¢ sei hierfiir klein genug gewéhlt)

Viz,y) ={(,9) : (d(z,7) <o Nd(y,9) <6) =

von (z,7) € K die Relation Z(V (z,y)) C U(£(x,y)) gilt. Jetzt kann man den
Rieszschen Darstellungssatz (I1.2.5 und S. 89 in [55]) auf Cy(E’) anwenden und
erhilt (siehe Beispiel (f) auf S. 350 in [55])

ext BCO(E’)/ = {555(14;) |8l =1},
wobei fiir jedes j(f) € Co(E’) mit einem f € A(K®) die Gleichheit
B¢y (3(f)) = BI(N)E(x,y)) = BE(2,y)(f)

folgt. Da ein Element von ext Bjz(kay stets die Einschrénkung eines Elements
von ext B, gy auf j(A(K®)) ist (dies ist eine Anwendung von Hahn-Banach
und Krein-Milman, siehe VIII.6.28 in [55]), erhalten wir damit schlielich die
Relation (2.4.1).
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Weil A(K®) ~ ¢} = ¢! ein separabler Dualraum ist, folgt mit (2.4.1) jetzt aus
dem Satz von Bessaga-Pelcyzniski (siehe 23.C. in [20]), daf sich jedes Funktional
in der Einheitskugel von A(K%)" im Norm-Abschlufl der konvexen Hiille von Ej
befindet. O

Man sieht schnell, daf§ zum Beweis des Lemmas nur die Kompaktheit von K
und die Separabilitit des Dualraums A(K®)" benstigt wurde. Anwenden werden
wir dieses Lemma im Beweis von Satz 2.4.3 und zum Nachweis der Implikation
(ii) = (iii) des Theorems 2.4.1, und dort ist die Isomorphie von A(K?) zu ¢
vorausgesetzt, also auch die Separabilitit von A(K®)". Interessanterweise ist es
aber gar nicht nétig, diese Zusatzvoraussetzung an A(K“)" zu stellen, da sie
bereits von alleine erfiillt ist. Wir werden nédmlich in Abschnitt 3.1 zeigen (und
die Uberlegungen dort gehen fiir beliebiges o > 0 durch), da88 schon aus der
Kompaktheit von K die Separabilitét von fip(K)' folgt (siehe Satz 3.1.9). Mit
Satz 1.1.6 erhalten wir damit auch die Separabilitéit von A(K®)’.

Es wurde oben bereits angedeutet, dafl man mit den £(z,y) die Punktauswer-
tungsfunktionale, die es ja auf A(K®) gar nicht gibt, simulieren kann. Statt einer
Punktauswertung wird man mit einer Verankerung in einem Punkt z¢ € K das
“Differenzenfunktional” f — f(x) — f(xzg) an der Stelle x betrachten. Genau
dies wird im folgenden getan, und dabei tritt eine Abbildung I in Erscheinung,
die wir in vollig analoger Form und mit den entsprechenden Eigenschaften be-
reits in Bemerkung 1.1.23 kennengelernt haben (deshalb benutzen wir hier die
gleichen Bezeichnungen) und mit der man aus Elementen von A(K“)” Funk-
tionen auf K machen kann. Die Beziehung von I mit den Funktionalen &(x,y)
bzw. £(x,y) in (2.4.2) zeigt nun, wo man mit diesen Funktionen landet.

Beweis von Satz 2.4.3. Mit einem beliebigen Punkt xg € K definiere die Ab-
bildung
I:AK"" — H(K?%)
I(F)(z) = d*(z, x0) F({(x, x0)).

Ist F' = iy(xe)(f) fiir eine Funktion f € A(K?), so gilt offensichtlich I(F)(x) =
d*(z,x0)&(z,z0)(f) = f(z) — f(zo), d.h. modulo Konstanten I(F) = f. Dies
liefert spéater die Aussage des Satzes iiber die natiirliche Einbettung. Wendet
man F € A(K%)"” auf die offensichtliche Gleichung

da($,$0)§($,$0) - da(y,$0)§(y,$0) - da(x,y)f(a;, y) =0

an, so ergibt sich

(@, y)I(F)) = F(&(x,y)) VE(z,y) € E'. (2.4.2)

Wegen [|€(z,y)|" < 1 folgt damit I(F) € H(K®) und L,(I(F)) < ||F||”. Hier
gilt aber sogar Gleichheit, d.h. I ist isometrisch.

Gezeigt wird hierfiir, dafl die Informationen durch die £(z,y) schon ausreichen,
um die Norm ||F||” zu bestimmen, und an dieser Stelle fliet das obige Lemma
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ein. Dieses liefert namlich mit (2.4.2) die Normgleichheit

IF)" = sup |F(©)] = sup [F()] = sup [F(©)] = sup [€I(FN)]| = LaI(F)).
Eccoby EE€EL ger’ écE'

Zum Beweis der Surjektivitéit von I wird eine Inverse angegeben:

Hierfiir benutzt man nun, daf§ es einen Isomorphismus 7" : A(K®) — ¢q gibt,
und wendet einmal mehr das obige Lemma 2.4.4 an, diesmal konkret auf das
auf 1 normierte Element % € Sp(key, wobei mit e; das Funktional auf ¢,
welches die i-te Koordinate auswertet, bezeichnet sei. Man findet also Elemente

;Lq@i,,q € Ej und )\Iiw > 0 mit ZZ;ql )‘;,q = 1, so daB in der Norm-Topologie
von A(K%)
n;,
hmzqﬁ;qA;q LR (2.4.3)
P 2 Ooandtoa = e, o

gilt. Sind zu den Funktionalen gth die Punkte x;q und yll;,q in K assoziiert
und betrachtet man deren Fortsetzungen 5},7(1 € H(K®), so hat man fiir jedes
f € H(K?) die Abschétzung

i ﬁ;7q)\i f(m;),q) - f(yzl;q) < La(f),
p=1

)

d.h. fiir jedes ¢ € N ist das Netz der Funktionale

Ni,q

Piq = Z ﬁ;q)‘zi),qg;,q (2.4.4)
p=1

in der w*-kompakten Einheitskugel By (fay, so dafi ein Teilnetz (piq) davon
(dieses muf ja, obwohl (¢; 4)qen “nur” eine Folge ist, keine Teilfolge sein, siehe
S. 438 f in [55]) im w*-Sinne gegen ein Funktional b; € Bp(gay konvergiert.
Nun ist fiir jedes f € H(K®) die Folge (b;(f)) € €2 mit ||(b;(f))]lco < Lalf)
wegen b; € By(gay Vi € N. Mit dem (adjungierten) Isomorphismus

T" : A(K®)" — £ = ¢j
existiert zu jedem f € H(K®) damit ein eindeutig bestimmtes Element J(f) €
ACK®)" mit T"(J(f)) = (bj(F)llej o TIl')jen (€ £° wegen |[ej o T||" < [IT). Wir
haben also eine Abbildung
J:H(K*) — A(K*)”

vorliegen, fiir welche man bei Anwendung von 7" (J(f)) auf ein Koordinaten-
auswertungsfunktional e; € ¢f = ¢! auf die folgende Gleichung stoBt:

J(f)(eioT) = J(f)(T'e;) = T"(J(f))(ei) = (b;(f)llejoTN') (e:) = bi(f)lleioT".
Nun ist ein Funktional auf ¢! durch seine Werte auf den e; fiir alle i € N
eindeutig bestimmt, so da3 damit auch J durch

e;oTl

J(f) (W) =bi(f) VieN (2.4.5)
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fiir jedes f € H(K®) eindeutig bestimmt ist.

Jetzt beweisen wir J o I = Id auf A(K®)”, und nach dem gerade Gezeigten
reicht hierfiir der Nachweis, daf fiir jedes ¢ € N die Aussage

e;oT "

Fl—— | =b{(F VF e A(K®
(fecsy) ey vrenu

richtig ist. Da fiir alle ¢ € N aber b; = w*-limy ¢; o gilt, folgt fiir alle I(F') €

H(K?) in K die Gleichheit

n '
bi(Z(F)) = lim > N B G (T(F)).
p=1

Wegen (2.4.2), der Linearitit und der Stetigkeit von F : A(K®)" — K ist dies
nach Satz B.2.3 in [55] (“Netzstetigkeit”) gleich

n’q/
F hqr,nz)‘p,q’ﬁp,q’gp,q’ ’
p=1

und letzteres ist (der Grenzwert liegt jetzt in der Norm | - ||” auf A(K®)" vor)

mit (2.4.3) wie gewiinscht
7 ( e;oT )
lei o T’

An dieser Stelle endet der Beweis von Wulbert und jagt den Leser, der nicht
genau hingesehen hat, ins Bockshorn. Gezeigt wurde nédmlich mit J oI = Id
nicht die Surjektivitit, sondern einmal mehr die Injektivitdt von I. Nun ist mit
J als Linksinverser von I zwar der einzig mogliche Kandidat fiir die Inverse von
I gefunden, der Beweis fiir die Injektivitat von J steht aber noch aus. Aufgrund
der Tatsache, da8 J durch (2.4.5) fiir jedes f € H(K®) eindeutig bestimmyt ist,
weifl man, was noch zu zeigen ist, namlich die Implikation

O

(bi(f)=0VieN)= f=0. (2.4.6)

Wulbert selbst liefl auf Nachfrage hierzu lediglich folgendes wissen: “It has been
quite a long time since I thought about that topic, and I have forgotten the de-
tails of the arguments used there.” So darf also noch dariiber spekuliert werden,
ob er es nun wuflte oder nicht. Bis zur Klarung dieser Frage jedoch bleibt man
wohl oder tibel auf eigene Untersuchungen angewiesen. Wegen bjjz(ga) = %
ist die Implikation (2.4.6) jedenfalls fiir alle f € A(K) richtig. Die Aufgabe
besteht also darin, sie von A(K®) nach H(K®) “hochzuheben”, und hierfiir
wird es notwendig sein, im Raum A(K“) geniigend viele Elemente zu haben,
die “aussagekriftig” genug sind, um (2.4.6) auch fiir alle grofen Lipschitzfunk-
tionen auf K® zu gewéhrleisten. Die Voraussetzung A(K“) ~ ¢q alleine reicht
dafiir nicht, wie schon ein Blick auf den noch ausstehenden Satz 2.4.7 und des-
sen Beweis suggeriert: Hangt man an C noch ein Intervall [b, ¢] und betrachtet
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C:=CU [b, c], so entstehen dadurch “praktisch” keine neuen kleinen Lipschitz-
funktionen (A(C®) = A(C®)!), wohl aber neue grofie Lipschitzfunktionen. In
Kapitel 3 wird deutlich werden (siehe Theorem 3.5.3 und Bemerkung 3.5.6),
dafl hier die Punktetrennung von A(K®) unbedingt einflielen mufl. Diese si-
chert ja zumindest (mit Satz 1.1.3) nach dem Satz von Stone-Weierstra8, da8
A(K®) beziiglich der Supremumsnorm dicht im Raum der stetigen Funktionen
C(K)/N (faktorisiert nach den konstanten Funktionen) und damit natiirlich
(beziiglich dieser Norm) auch dicht in H (K ) liegt. Hierbei sei die Supremums-
norm auf natiirliche Weise durch

[flloo := sup [f(x) = f(y)| VfeCK)/N

z,yeK

definiert, wodurch man sofort die Abschitzung
[flloc < La(f) diam(K) Vf € H(K®)

erhilt.

Wir wollen nun, da uns zunéchst nichts anderes iibrig bleibt, den Beweis von
Satz 2.4.3 am Beispiel des einfachen von Ciesielski (siche Abschnitt 2.1: Satz
2.1.1 und Theorem 2.1.2) betrachteten Isomorphismus 7" : A([0,1]%) = H? — ¢
durchgehen. Bezeichnen wir mit {c,, }nen die kanonische Einheitsvektorbasis im
Folgenraum ¢, so erhilt man in der Menge {T !¢, }nen gerade die Schauder-
basis {cpga) bnen in HY, die ja auch eine Schauderbasis in Cy([0,1]) beziiglich
der Supremumsnorm ist. Man hat also

o0
F=>an()T " en VfeH(0,1]%) (2.4.7)
n=1
in der || ||co-Norm mit gewissen a,(f), von deren gleichméfiger Beschrénkt-

heit wir ja schon wissen. Wichtiger aber ist die Art ihrer Berechnung, ge-
geben in (2.1.3) (bzw. (2.1.2)) als einfache Konvexkombination von nur zwei
(u,v) € H([0,1]*), nimlich als 3(£(2n,yn) + &E(Tn, 2,,)) mit gewissen ., Yy,
und z, (wobei x,, = %(yn + zy,) ist), angewandt auf f. Beachte nun, dal man
aufgrund der Konvergenz der Reihe Y07 ; a,,(f) T~ 1e, im Raum A([0, 1]%) fiir
jedes ¢ € N die einfache Gleichheit

eoT(f) =0T (Z an(f) T) — ai(f) Vf e A(0,1]%)
n=1

ermittelt. Im Hinblick auf (2.4.3) bzw. (2.4.4) und die gerade gemachte Beob-

achtung ist damit jedes ;4 fiir festes ¢ € N konstant als die einfachen Summe
2(&(wi,ys) + &(w4, 2;)) wahlbar, womit dann auch b; diese Gestalt hat — man
beachte hierfiir noch die Tatsache e; o T(gpga)) = 1 mit La(cpz(a)) =1VieN,

also |le; o T||' =1 Vi € N, da hier ||T|| = 1 gilt. Damit sind aber die b; Vi € N
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sogar stetig beziiglich der Supremumsnorm, und man erhélt mit (2.4.7) einfach

b; <Zl an(f) T_lcn> = Zl an(f)bi(T_lcn)

B o) eiOT . —Lf)_ |
_;an(f)m(T le,) = ool a;(f),

bi(f)

woraus mit (2.4.6) sofort die Injektivitét von J folgt.

Wir bemerken noch, daf8 diese Uberlegungen genauso fiir den in Abschnitt 2.2
besprochenen von Bonic, Frampton und Tromba definierten Isomorphismus im
Fall von m-Simplexen K C R" durchfiihrbar sind. Da jedoch dieser Isomorphis-
mus (sieche Bemerkung 2.2.2) vielleicht gar keiner ist, beruhigt es zu wissen, da8
auch Weavers Ansatz (siche Bemerkung 2.2.9) mit obiger Methode behandel-
bar ist, wenn dabei auch die ¢; 4 geméf (2.2.4) Konvexkombinationen (gewisser
Elemente in F/) von grofferem Kaliber sein konnen.

Hier sind wir mit unserer Weisheit, den Satz 2.4.3 mit Wulberts Ansatz “beweis-
immanent” herzuleiten, schon am Ende. Es sei jedoch darauf hingewiesen, daf3
sich das gesamte Kapitel 3 ausschliefllich um die Aussage dieses Satzes dreht,
allerdings mit Vorgehensweisen, die sich von der hier behandelten stark un-
terscheiden — wiewohl natiirlich die gleiche Abbildung I betrachtet wird. Im
Vorgriff insbesondere auf Abschnitt 3.5 (siche Theorem 3.5.3 und Bemerkung
3.5.6) sei an dieser Stelle die folgende Eigenschaft (S) eines kompakten metri-
schen Raums K (mit einem Basispunkt ) genannt:

Es gibt eine Konstante ¢ > 1, so daB fiir jede endliche Menge {z; }?:1 C K und
jede Funktion h € H(K®) eine Funktion g € A(K®) existiert mit

h(zj) — h(zo) = g(xj) — g(xo) VjeN
und L,(g) < ¢ Lo(h).

Es ist klar, daf} die Eigenschaft (S) insbesondere die Punktetrennung von A(K )
nach sich zieht. Und in Kapitel 3 wird ausfiihrlich begriindet, dafl diese Eigen-
schaft fiir die Aussage von Satz 2.4.3 genau die richtige ist, denn sie stellt sich
als dquivalent zu jener heraus (vergleiche Theorem 3.5.3, insbesondere den Be-
weis von (v) = (iv), und Bemerkung 3.5.6). Fir Holderrdume A(K?), d.h. fiir
0 < a < 1, ist sie sogar von vornherein erfiillt (vergleiche Lemma 3.2.6 und
Korollar 3.3.1).

Mit diesen Informationen stellt sich jetzt natiirlich die Frage, ob denn tatséch-
lich aus den Voraussetzungen A(K®) ~ ¢y und der Punktetrennung von A(K“)
auf die Eigenschaft (S) des metrischen Raumes geschlossen werden kann. Die
Suche nach einem Gegenbeispiel in dieser Sache fithrte nicht zum Erfolg, dafiir
aber auf Bemerkung 2.4.8. Weiter verlangt es einen natiirlich danach, mit der
Eigenschaft (S) und Wulberts Beweisansatz direkt auf die Injektivitét von J zu
schlieBen, sprich (2.4.6) aus (S) herzuleiten. Alle der nicht wenigen Versuche,
dies zu tun, sind gescheitert. So miissen diese Fragen hier leider offen bleiben.
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Beruhigend ist jedenfalls bis zur (moglicherweise noch lange ausbleibenden)
Kldrung dieser Fragen, dafl mit der sogenannten “gleichméfligen Punktetren-
nung” (S) anstelle der gewohnlichen Punktetrennung alle Behauptungen dieses
Abschnitts richtig sind.

Mit einer anderen Lesart kann man das Ergebnis des Wulbertschen Beweises
von Satz 2.4.3 auch so fassen: Im Zusammenhang mit der Konstruktion der
Abbildung J wurde mittels

T oJ: H(K®) — £
T(J(f)) = (bi(f)llei o T )ien
die gegebene Abbildung T : A(K®) — ¢o von A(K®) auf H(K®) fortgesetzt.

Dies liegt daran, da8 fiir alle i € N das Funktional b; € H(K®)" als eine Fortset-
zung von % € A(K“) gefunden wurde, so da8 fiir f € A(K®) die Gleichheit

(0i(f)llei o T|"ien = (ei 0 T(f))ien

gilt, deren rechte Seite nur die ausfiihrliche Schreibweise fiir T'(f) ist. An-
ders ausgedriickt liefert diese Gleichheit zusammen mit (2.4.5) die Tatsache
JiA(re) = ia(Ke), Was wir natiirlich schon seit der Definition der Abbildung I
wissen, deren Inverse — zumindest auf I(A(K*)”) D A(K®) — ja gerade J ist.
Mit der Anwendung der Aussage

T" 0iip(goy =g 0T
aus I11.4.3 in [55] erhélt man damit einen (zweiten) Beweis von

Korollar 2.4.5. Ist
T:AKY) — ¢
ein (isometrischer) Isomorphismus, dann folgt mit der obigen Isometrie
J:H(K*) — AK*)",
dafs
T"oJ: H(K®) — (=

ein (isometrischer) Isomorphismus ist, welcher T fortsetzt, also A(K®) auf co
abbildet.

Nach allem, was passiert ist, haben wir dieses Korollar wohlweislich unter der
Annahme formuliert, dal die Abbildung J tatséchlich injektiv ist. Wie in den
obigen Ausfiihrungen angedeutet und dort im Spezialfall auch bewiesen, ist dies
aber immer gesichert, wenn Holderrdume vorliegen, und damit 148t sich Satz
2.4.3 auch unabhingig von der (nach wie vor wackeligen) Implikation (i) = (ii)
des Theorems 2.4.1 auf folgende Weise mit Leben fiillen.

Korollar 2.4.6. Sei 0 < a <1 und K CR™ kompakt. Dann gilt:
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(i) H(K®) ist auf natirliche Weise isometrisch isomorph zum zweiten Dual

von A(K?).

(i) Es gibt einen Isomorphismus von H(K®) auf £>°, der A(K®) auf ¢y ab-
bildet.

Da aufgrund des Theorems 2.2.1 von Bonic, Frampton und Tromba und mit
Satz 1.1.6 die Voraussetzung des Satzes 2.4.3 (im Falle von Holderrdumen!)
erfiillt ist, haben wir mit (i) zum ersten Mal den schon einige Male beschwo-
renen Isomorphismus, der Inhalt des néchsten Kapitels sein wird, fiir gewisse
Lipschitzrdume konkret vorliegen. Auf natiirliche Weise bedeutet natiirlich: im
Sinne von Satz 2.4.3. Mit dem zweiten Ergebnis (ii) (aus dem gerade formu-
lierten Korollar 2.4.5) haben wir zusétzlich eine schéne Verallgemeinerung des
Theorems 2.2.1 von Bonic, Frampton und Tromba bewiesen.

Als néchstes wird nun unter starken Voraussetzungen ein konkreter isometri-
scher Isomorphismus zwischen £°° und einem H(K®) konstruiert und damit die
in Theorem 2.4.1 behauptete Implikation (iii) = (i) unter der Zusatzvorausset-
zung, da} K eine Lebesgue-Nullmenge ist, gezeigt. Stellt man sich K als die
Cantormenge C in [0, 1] zusammen mit den offenen Intervallen (ay,by), k € N,
vor, aus deren Vereinigung das Komplement [0,1]\C besteht, so kann man je-
de Lipschitzfunktion f auf C' durch die Kenntnis ihrer Steigungen zwischen ay,
und by, fiir alle £ € N (beginnend bei f(0) durch "Hochhangeln” und Nutzen
der Dichtheit der a; und b in C’) bis auf eine additive Konstante rekonstru-
ieren. Andererseits kann man durch Vorgabe solcher Steigungen, die natiirlich
beschrénkt sein miissen, eine Lipschitzfunktion konstruieren. Diese Idee liegt
dem Beweis des folgenden Satzes zugrunde.

Satz 2.4.7. Sei C C R eine unendliche kompakte nirgends dichte Lebesgue-
Nullmenge und o > 1. Dann trennt A(C®) die Punkte von C, und es ezistiert
ein isometrischer Isomorphismus von £*° auf H(C®), der ¢y auf A(C*) abbildet.

Beweis. Ist I das kleinste C' umfassende Intervall, so kann man die Menge
{I}32, aller Zusammenhangskomponenten (némlich offener Intervalle (ay, by))
des Komplements I'\C' betrachten. Das sind unendlich viele, da C' unendlich ist,
und C' besteht gerade aus dem Abschlufl der Endpunkte all dieser Intervalle. Die
Folge der I sei (der Einfachheit halber) so indiziert, daf ihre Intervalllingen
mit steigendem Index hochstens kleiner werden. Nun definiert man die lineare
Abbildung
T:0° — H(C?)

fir z € C durch
(T(ex)) (@) = > exlbx — ar)™.

>by,

Mit I = [a, b] gilt dann T'(c)(a) = 0, d.h. mit a als Basispunkt hat man T'(cy) €
Lipy(C%) =2 H(C®). Die Wohldefiniertheit von 7" und | T|| < 1 folgt, da wegen
a > 1 (also der Konvexitdt der Funktion ¢ — t%) die “Dreiecksungleichung
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umgekehrt” gilt. Fiir x,y € C,x < y, erhilt man

(T(er)(@) = (T < D lewlbr = ar)™ < ll(ew)llolz —y|.

Andererseits sieht man die Inverse von 7', indem man fiir alle f € H(C®)

T (o —ap)e

berechnet. Fast unbemerkt benutzt man hier die absolute Stetigkeit von f €
H(C*) C H(C') (die fiir @ < 1 im allgemeinen nicht mehr gilt, siche Be-
merkung 4.2.19). Fiir ¢, = W Vk € N folgt namlich nur (T'(cg))(z) =
> usb, (f(br) — f(ag)), und gezeigt werden muf, daf§ diese Reihe den Grenzwert
f(z)— f(a) = f(z) hat (daB sich gewissermafien f(by) und f(ax ) fiir “aufeinan-
derfolgende” by und ays wie in einer Teleskopsumme “wegheben”). Wihle also
zu vorgegebenem € > 0 ein § > 0 so, dal aus

S laj -yl <6 stets > |f(zy) — fly)l <e
j=1 =

fiir beliebige z;,y; € C'und n € N folgt. Da CN[a, 2] eine (kompakte) Nullmenge
ist, kann man nun in [a, z] endlich viele (aufeinanderfolgende) Intervalle I}, =
(ak/,bk/) S {Ik}zozl, kK = 1, e ,n', finden mit ZZ:;ll(ak/H — bk/) < 0. (ES ist
U, <z Ik gerade das Komplement der Nullmenge C'N [a,z] in [a,z]!) Hieraus
folgt also ZZ:;% |f(@pr41) — f(bp)| < & und damit

(f(x) = fla)) = > _(f(bw) — f(am)' -
k'=1
n'—1
fl@) = f(ba) + (Z flagr1) — f(l;k/)> + f(a1) — f(a)| < 2e,
k'=1

wenn man |z — B"’L und |a; — a| geniigend klein wéhlt. Fiir alle Teilmengen
M C {I}}p, <o mit Iy € M VE' =1,...,n gelten dann die Abschitzungen erst
recht, und man schlieft T'(c) = f.

Da in H(C?) fiir a > 1 “globale” Steigungen immer durch “lokale” Steigungen
abgeschétzt werden koénnen (siehe Bemerkung 4.2.19), gilt

La(f) = sup |f(bx) — f(ay)|

keN  (br —ap)® v e H(CT).

Hiermit sieht man sofort, daf$ auch || 77! < 1 gilt und daher T ein isometrischer
Isomorphismus ist.

Dartiber hinaus gilt T'(co) = A(C®): Um “D” einzusehen, nehme man die Exi-
stenz eines f € A(C®) mit T-1(f) = (c) ¢ co an. In diesem Fall giibe es eine
Teilfolge (cg,) mit inf|cg,| = € > 0, womit aber f nach Definition von T~}
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die fip-Bedingung nicht erfiillt. Fiir den Beweis von “C” betrachte ein Element
(ci) im Teilraum d aller Folgen in ¢p, in denen fast alle Eintréige 0 sind. Dann
ist T'(cy) konstant in einer 6-Umgebung eines jeden Haufungspunktes von C
und steigt nur zwischen endlich vielen aj und by, folglich T'(¢x) € A(C?). Da d
dicht in ¢ liegt und T stetig ist, folgt nun auch “C”.

Schliellich liegt zwischen zwei Punkten in C' immer ein I} fiir ein k& € N. Die
Funktionen f, auf C, definiert durch

0 firx<z,

fz(x):{ 1 fiirz> 2.

sind dann fiir alle z € I\C' (modulo Konstanten) in A(C%) und trennen die
Punkte von C. O

Bemerkung 2.4.8. Satz 2.4.7 wurde von Wulbert ohne die Zusatzvorausset-
zung, dafl K eine Nullmenge ist, formuliert und auch mit einer Skizze des gerade
durchgefiihrten Beweises begriindet (natiirlich unter Aussparung der Passage, in
welcher TT~Y(f) = f mit der absoluten Stetigkeit von f und der Nullmengen-
Eigenschaft von C gezeigt wird; 71T (c) = (cx) ist ja klar). Der Beweis ist
aber falsch ohne diese Voraussetzung, genauer gesagt ist die im Beweis ange-
gebene Abbildung 7" im Falle a = 1 (und alles andere ist ja nicht sehr interes-
sant) tatséchlich genau dann ein Isomorphismus, wenn C' eine Nullmenge ist.
Man nehme als Beispiel einfach die H(C!)-Funktion f : x — x. Ist C kei-
ne Nullmenge, dann gilt (mit den Bezeichnungen des obigen Beweises) fiir das
Komplement J3~; I, von C in [a, b] offenbar

1 <U Ik) = ull) = (g —ar) <b—a,

also 32, —yop, (f(0r) = f(ak)) < f(b) — f(a), sprich

() L)

Man kann also eine H(C')-Funktion iiber die Steigungen mittels 7' im allge-
meinen nicht rekonstruieren. Schlimmer noch: Da obiges f auf jedem I die
Steigung 1 hat, kommt nach Definition von T" hochstens die konstante Folge
(1,1,1,...) als Urbild von f in Frage — und das kommt ja gerade nicht in
Frage: T' ist also nicht sujektiv.

Eine ganz andere Geschichte ist die Entstehung dieses Gegenbeispiels. Urspriing-
lich sollte ndmlich daraus ein Gegenbeispiel zu Satz 2.4.3 und zur dort behaup-
teten Injektivitét von J werden. Zu diesem Zweck sollte eine Menge C' gefunden
werden, auf der A(C'®) zwar die Punkte trennt (zum Beispiel wenn C' C R nir-
gends dicht ist), dies aber “nicht besonders gut”, wofiir C' wiederum eine gewisse
“Grofe”, also zum Beispiel ein grofles Maf}, haben sollte, was bei nirgends dich-
ten Mengen ja durchaus moglich ist (vergleiche S. 23 f, S. 35 und S. 200 in [3]).
Was eine nicht besonders gute Punktetrennung sein soll, und wieso man im
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Hinblick auf ein Gegenbeispiel zu Satz 2.4.3 iiberhaupt nach einer solchen Men-
ge Ausschau hélt, wurde oben bereits in der Diskussion seines Beweises und
dessen Liicke mit der Eigenschaft (S) angedeutet. Begriindet wird das Ganze
in Kapitel 3, insbesondere in Bemerkung 3.5.6. Dort wird auch klar, wieso die
Aussage von Satz 2.4.7 fiir nirgends dichte Mengen von positivem Maf} immer
falsch ist. Insbesondere fallen damit auch alle verfiigbaren Kandidaten (aufler
den in Korollar 2.4.6 und Satz 2.4.7 gegebenen sind bisher keine bekannt) fiir
ein Gegenbeispiel zu Satz 2.4.3 aus.

Jetzt wollen wir im Hinblick auf die Implikation (ii) = (iii) des Theorems 2.4.1
die Frage in Angriff nehmen, wie denn ein punktetrennender (!) Raum A(K®)
fiir 0 < a < 1 aussehen muf, um iiberhaupt isometrisch isomorph zu ¢q sein
zu konnen, d.h. umgekehrt, wie man einem solchen kleinen Lipschitzraum un-
ter Umsténden sofort ansehen kann, dafl er nicht isometrisch isomorph zu c¢q
ist. Dies unternimmt man nicht direkt, sondern iiber den schon gesehenen Zwi-
schenschritt, denn nach Satz 2.4.3 ist eine notwendige Bedingung sicher, daf} es
einen isometrischen Isomorphismus 7' von ¢*° auf H(K®) gibt, der ¢y auf A(K®)
abbildet. Es wird sich herausstellen, dafy auch dies nur moglich ist, wenn o = 1
ist. Um letzteres einzusehen, braucht man allerdings zunéchst Informationen
dariiber, was im Falle &« = 1 noch passieren kann — und das ist nicht viel!
Demjenigen jedoch, der, mit einem Auge auf das Ergebnis schielend, vermutet,
da8 der Weg dahin steinig wird, muf} (leider) recht gegeben werden. Wir wer-
den daher dort, wo er uns durch allzu karges Terrain fiihrt, einige Abkiirzungen
nehmen. Beginnen wollen wir damit gleich bei den beiden ersten technischen
Schritten.

Im ersten Schritt konstruiert man sich ausgehend von der Metrik d des Raumes
K eine Familie von Funktionen in der Einheitssphire von H (K1), die ihre Norm
in genau einem Punkt (x,y) € K x K annehmen. Diese Funktionen benutzt man
dann im zweiten Schritt zum Beweis eines Lemmas, dem die folgende Definition
vorgeschaltet ist.

Definition 2.4.9. Fiir 0 #t € By mit X € {A(K"'), H(K')} sei durch

facet = {h # 0 in Bx: es gibt ein k € Bxs und
ein A € (0,1], so daBB Ah + (1 — Nk = t}.

die von t erzeugte Seite in Bx: definiert.

Diese Definition ist natiirlich mafigeschneidert, um
facet = {t} <=t € ext Bx/

zu erhalten.

Wir werden fiir die weiteren Uberlegungen ausgiebig mit den Elementen der in
2.4.2 definierten Menge E;K von Funktionalen (¢(z,y) auf H(K®) und deren
Einschrénkungen auf A(K®) zu arbeiten haben. Es sei an dieser Stelle darauf
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hingewiesen, dafi Wulbert selbst in seinem Artikel nicht zwischen den Funktio-
nalen &(x,y) € A(K®) und &(z,y) € H(K?®)" unterscheidet. Dieses Vorgehen
ist aber im Verlauf des Beweises von Satz 2.4.3 und auch im Zusammenhang
mit den noch folgenden Gedankengéingen mindestens verwirrend. Gerechtfertigt
im Hinblick auf die Benutzung von Lemma 2.4.11 unten ist es aufgrund von

Lemma 2.4.10. Unter der Voraussetzung der Punktetrennung von A(K®) gilt

BE(u,v) € face BE(x,y) <= B¢(u,v) € face BE(x, y).
Beweis. Mit der Punktetrennung von A(K<) ist &(u, V)|age) = (u,v) #0. O

Nun lautet das oben bereits angekiindigte

Lemma 2.4.11. Fir Funktionale aus E/K gelten die folgenden Implikationen.

(i) Wenn BE(u,v) € face B€(x,y) mit gewissen 3,3 € Sk erfillt ist, so gilt
die Gleichung
d(z,y) = d(z,u) + d(u,v) + d(v,y).

(ii) Umgekehrt kann man fir alle 3 € Sk aus dieser Gleichung B¢(u,v) €
face B¢(z,y) schliefen.

Die beiden Aussagen gelten analog fir die Funktionale aus Ej .

Beweisgedanke. Fiir die erste Implikation beweist man die Kontraposition, d.h.
man nimmt an, dafl eine echte Dreiecksungleichung gilt, und zeigt unter Ver-
wendung von speziellen im ersten Schritt konstruierten Funktionen in H (K %),
daB damit 3€(u,v) nicht in face 8€(z,y) sein kann.

Die zweite Implikation wird durch konkrete Angabe eines k € By(g1) und eines
A € (0,1], welche sich aus der “Dreiecksgleichung” ergeben, gezeigt. Hierfiir
verifiziert man einfach die (noch mit § zu multiplizierende) Gleichung

d(z,u) + d(u,v)\ =
A0) )é‘(v,y)

L

d(u,v)
(z,y)

(z,u)
(z,9)

§(ﬂc,y) = g(a:,u) +

E(u,v) + (1 -

=
=

O

Nun definiert man noch die “Linie” L(x,y) zwischen zwei Punkten z,y € K
und greift sich dann die (im Sinne dieser Definition “exponierten”) Elemente
aus Ef heraus, “zwischen denen sich (siche néchstes Lemma) keine weiteren
Elemente aus Ef befinden”.

Definition 2.4.12. Zu zwei verschiedenen Punkten z,y € K sei die Linie
L(x,y) durch

L(z,y) ={z € K :d(z,2) + d(z,y) = d(z,y)}
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und damit auch die Mengen

E = {Bé(z,y) € By : L(z,y) = {z,y}}

E = {B¢(x,y) € Eg : L(z,y) = {z,y}}

erklart.

Wie schon angekiindigt gehen wir bei den nun anstehenden Uberlegungen und
Lemmata stets von folgendem aus:

Annahme: Es sei A(K!) punktetrennend und es existiere ein isometrischer Iso-
morphismus 7 : (> — H (K1), dessen Einschriinkung 7} gerade ¢y auf A(K?!)
abbildet.

Unter dieser Voraussetzung erhalten wir mit der soeben definierten Menge
E C A(K') das bemerkenswerte

Lemma 2.4.13.
ext BA(Kl)’ = E

Beweis. “C”: Lemma 2.4.4 liefert zunéchst
ext BA(Kl)’ Q EI/K7

und nun wird im Licht des obigen Lemmas 2.4.11 (Teil (ii)) klar, daf§ diese
Teilmengenrelation sogar fiir E anstelle von E gilt, da fiir 3¢(z,y) € Ex\E
ein z € L(z,y)\{z,y} existiert, fiir das d(z,z) + d(z,y) = d(z,y) und damit
BE(x, z) € face B (w,y) ist, so daB BE(z,y) ¢ ext Bp(x1y folgt.

“D”: Hierfiir betrachtet man das Bild von 3¢(z,y) € E C H(K') unter dem
adjungierten isometrischen Isomorphismus

TI . H(Kl)l N (600)1

und benutzt jetzt die Identifikation von £*° mit dem Raum C(ON) der stetigen
Funktionen auf der Stone-Cech-Kompaktifizierung SN von N, versehen mit der
diskreten Metrik. (Siehe zu diesem Thema S. 113 f in [9] und S. 113 f in [20];
das ist kein Druckfehler!) 7"(3¢(z,y)) kann dann mit dem Rieszschen Darstel-
lungssatz (vgl. I1.2.5 in [55]) als reguléres Borelma$l auf SN aufgefafit werden.
Man unterscheidet zwei Fiélle:

1. T'(B&(z,y)) hat einen Triiger, der die homdomorphe Einbettung von N in
OGN, ndmlich gerade die Menge aN aller Koordinatenauswertungsfunktionale e;
auf ¢*° fiir i € N nichtleer schneidet. Damit setzt sich T'(3£(z,y)) aber als
Summe zweier Mafie A(ad;) und (1 —A)p mit 0 < A < 1 und |a| = 1 zusammen,
wobei ¢; ein Punktma$ ist, welches auf ein Element von C(GN) gerade wie e; auf
das entsprechende Element von £°° wirkt, und letzteres ist die Fortsetzung des
entsprechenden Auswertungsfunktionals auf ¢g. (Man beachte, dafi die Hahn-
Banach-Fortsetzung eines Funktionals von ¢y auf £°° eindeutig ist, zum Beispiel
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weil ¢y ein M-Ideal in £°° ist; siehe Satz 4.1.2 und die Bemerkungen im Anschlufl
an Lemma 4.1.4). Nun ist bekannt (siche Beispiel (f) auf S. 350 in [55]), dafl
ad; € ext Bggny ist, womit nach Anwendung des isometrischen Isomorphismus
(T")~! (der die gerade gefundenen Verhiltnisse von £*° bzw. ¢y auf die Situation
in H(K') bzw. A(K!) iibersetzt) die Gleichung

BE(w,y) = MT')"Had;) + (1= N (T) " (w)

entsteht. Darin ist (T7) "' (ad;) = of mit einem Extremalpunkt £ von By g1y,
der die Fortsetzung eines Extremalpunktes von By g1y, also gemif Ergebnis
“C” gleich einem (3€(u,v) € E' ist. Es existert also ein B'&(u,v) € ext By(gy,
welches in face B¢(x,y) enthalten ist. Dies impliziert aber mit Lemma 2.4.11
(Teil (i)) wegen L(z,y) = {x,y}, daB = = u, y = v, ' =  und p&(z,y) =
B'E(u,v) € ext By ist.

2. Der Triger von T"(3¢(z,y)) ist enthalten in BN\aN. Die Einbettung von cg
in C(PN) ist aber gerade die Menge derjenigen stetigen Funktionen auf SN, die
auf SN\aN verschwinden, so daf8 hieraus

T'(BE(w,y))(cr) =0 ¥ (ex) € co
und damit B
BE(x,y) T(er) =0 V(cr) € co
folgt. Dies fiihrt jedoch wegen T(cp) = A(K') auf
Be(w,y)(f) =0 ¥ [fe K,

d.h. auf die Aussage B&(x,y) € A(K')*, die aber der Punktetrennung von
A(K?') widerspricht. O

Definition 2.4.14. Eine Teilmenge N C K wird in Linie genannt, wenn fiir
jede dreielementige Menge L C N Punkte x,y € L existieren mit L C L(x,y).

Nun betrachtet man alle Punktepaare in K, “zwischen denen” sich kein weiterer
Punkt von K befindet (in dem Sinne, da8 L(z,y) = {z,y} gilt), und erhélt ein
Ergebnis, das erst im Lichte des darauffolgenden seine volle Wucht entfaltet.
Der Abschluf} einer Menge A € K sei hier mit cl A bezeichnet.

Lemma 2.4.15. Die Menge
N =cl{z € K: esgibt einy € K mit {(x,y) € E}
ist in Linie.
Beweis. Es seien z,y,u, v paarweise verschiedene Punkte von K mit L(z,y) =

{z,y} und L(u,v) = {u,v}, d.h. {(x,y),£{(z,u) € E. Dann ist nach dem gerade
bewiesenen Lemma 2.4.13 mit der Einschrénkung

T AKYY — ¢y =0t
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des isometrischen Isomorphismus 77 : H(K') — (¢°) das Bild T/ (¢(x,y)) =
Be; mit |f] = 1 und einem Koordinatenauswertungsfunktional e; auf ¢q fiir
ein i € N. Dies liegt daran, dafl die Extremalpunkte der Einheitskugel von ¢
gerade die Menge {fe;} aller mit einem Vorfaktor vom Betrag 1 versehenen
Einheitsvektoren e; sind und E = ext By (x1) durch die Isometrie T! auf diese
abgebildet wird. Es folgt mit dem (eingeschréinkten) isometrischen Isomorphis-
mus T : ¢cg — A(K?') die Existenz eines f € By (k1) (konkret f = B~ T,.c; mit
dem i-ten Einheitsvektor ¢; in ¢g), so daf

§(z,y)(f) =1 und h(f) =0 Vhe E\{B¢(z,y)} 151

gilt. Speziell hat man f(u) = f(v) und f(z) # f(y) und 0.B.d.A. f(u) # f(x)
(sonst gilt f(u) # f(y), und man kann die Rollen von x und y durch Be-

trachtung von £(y, x) = —&(z,y) vertauschen). Es sind dann &(z, u) und &(z, v)
Funktionale mit &(z,u)(f) # 0 und &(z,v)(f) # 0. In £} =2 A(K!) entsprechen
diese Funktionale Vektoren mit nichttrivialen Eintrédgen in der i-ten Stelle, ge-
nauer T} (&(x,u)) = NfBei + (1 — N)py, und T (E(z,v)) = N'3"e; + (1 — Ny
mit 0 < X, N < 1, |f'] = |0"] = 1 und py, py € Spr. Es folgt nach Anwen-
dung von (T!)~! auf diese Gleichungen zusammen mit 77 (¢(x,y)) = Be;, daB
B'&(xz,y) in face SE(z,u) und B"E(x,y) in face BE(x,v) liegt. Die gleiche Argu-
mentation fithrt auf §1&(u,v) € face B¢(x,v) und B26(u,v) € face B¢(y, v) mit
geeigneten 1 und 3y (oder dhnliches mit der Vertauschung & (v, u) = —&(u,v)).
Mehrmalige Anwendung von Lemma 2.4.11 liefert jetzt die Tatsache, dafl die
vierpunktige Menge {z,y,u,v} in Linie ist.

Sind w, z weitere Punkte aus K mit L(w,z) = {w,z} bzw. {(w,z) € E, so
fithrt die obige Argumentation durch Betrachtung aller Fille schlielich auf das
Ergebnis, dal {x,y,u,v,w, z} in Linie ist. Mit einer Indizierung der Elemente
der Form {(z,y) von E (dies ist eine abzdhlbare Menge, da es nur abzihl-
bar viele Auswertungsfunktionale e; aus ¢, gibt) kann man nun eine Induktion
durchfiihren (oder auch nicht; wir entscheiden uns fiir letzteres) und schliefllich
durch Ubergang auf den AbschluB (die “Dreiecksgleichung” iibertrigt sich auf
die Haufungspunkte) insgesamt nachweisen, da§ N in Linie ist. O

Lemma 2.4.16. K = N.

Beweis. Angenommen, es gibt ein z € K'\N, dann existiert aufgrund der Ste-
tigkeit von d(-, z) auf N und der Kompaktheit von N ein w € N mit

d — min d > 0.
(w, 2) min (y,2)

Betrachte nun die Funktion f auf K, definiert durch

Fa) = { d(z, z) —Od(w,z) isrélnftz%lle d(z,z) < d(w,2)

(Aus Funktionen dieser Bauart werden iibrigens die Funktionen, die im Beweis
von Lemma 2.4.11 zum Zuge kommen, konstruiert.) f ist in By k1) und lie-
fert bei Anwendung des Funktionals &(w, z) seine Norm L(f) = 1. Da f auf N

80



verschwindet, verschwindet es bei Anwendung aller Funktionale aus E. Nach
Lemma 2.4.13 verschwindet 7'(f) damit bei Anwendung aller (von ¢¢ auf ¢*°
fortgesetzten) Koordinatenauswertungsfunktionale. Mithin ist 7'(£(w, 2)) ein
Funktional in (£°°)', d.h. mit (£>°)’ = C(ON) ein MaB auf SN, dessen Tréger die
Einbettung aN von N in SN nicht schneidet. Im gegenteiligen Fall wére (verglei-
che 1. im Beweis zu Lemma 2.4.13) fiir ein Koordinatenauswertungsfunktional
e; € (£°°)" mit einem A € (0,1] und |a| = 1 nimlich &(w, 2) = Aae; + (1 — A\)p
mit ||| = 1 und [£(w, 2)(f)| = [(1 = Mu(f)| < 1. Wie unter 2. im Beweis
zu Lemma 2.4.13 schlieBt man damit &(w,2) € A(K')* im Widerspruch zur

Punktetrennung von A(K1). O

Jetzt wird klar, welche grofle Einschrénkung es fiir einen punktetrennenden
metrischen Raum K bedeutet, wenn ein isometrischer Isomorphismus zwischen
co und A(K?) existiert:

Lemma 2.4.17. K ist isometrisch zu einer Teilmenge M der reellen Achse.

Beweis. Da K nach den letzten beiden Lemmata in Linie ist, folgt mit der
Kompaktheit von K die Existenz zweier zq,yo € K, so dal L(xg,y) = K ist.
Ordne nun mit der Metrik d auf K jedem = € K die reelle Zahl h(x) = d(z, z¢)
zu. Dann ist, aufgrund der Wahl von xg und da K in Linie ist, die Abbildung
h isometrisch. O

Es folgt also aus diesem Lemma A(K') = A(M?!) sowie H(K') = H(M"). Und
mit der Annahme, daf8 A(K!) die Punkte von K trennt, erhilt man nun eine
noch stiarkere Bedingung an M & K.

Lemma 2.4.18. M ist nirgends dicht.

Beweis. Sonst ldge ein Intervall I im Inneren von M (man beachte, dal M
abgeschlossen ist), und jedes f € flipo(M') = A(M?') wire aufgrund der fip-
Bedingung auf I differenzierbar mit Ableitung 0, d.h. dort konstant. Damit aber
wire A(M*1) auf I N M nicht punktetrennend. O

Zum Schlufl werden, wie schon angekiindigt, die Ergebnisse fiir « = 1 herange-
zogen, um zu zeigen, daf} iiberhaupt nur dieser Fall eintreten kann.

Lemma 2.4.19. Es existiere fir ein a mit 0 < a < 1 ein isometrischer Iso-
morphismus von £ auf H(K®), der ¢y auf A(K®) abbildet. Dann ist o = 1.

Beweis. Ist a < 1, so ist mit d auch d“ eine Metrik auf K und H(K?,d) ist
(isometrisch isomorph zu) H(K*',d*). Damit ist nach den obigen Ergebnissen
(K,d™) isometrisch zu einer Teilmenge (M, |-|) der reellen Achse. Da d eine

Metrik auf K ist, muff dann aber auch | - ]é eine Metrik auf M sein. Die Funktion
2z za auf Rg ist aber streng konvex, d.h. die Dreiecksungleichung gilt gerade

umgekehrt. Mithin ist \|é fiir mindestens dreielementiges K keine Metrik.
Widerspruch. O
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Nach miihsamer Arbeit haben wir nun auch die Implikation (ii) = (iii) des
Wulbertschen Theorems 2.4.1 eingesehen. Das Ergebnis mag diirftig erschei-
nen, sagt aber einiges iiber die “Eigensténdigkeit” der Lipschitzriume A(K®)
und H(K®) aus. Auch wenn diese (siche Abschnitte 2.1 und 2.2) zumindest in
endlichdimensionalen Fiéllen — und vielleicht ja auch in allgemeineren — bis
auf Isomorphie mit den Folgenrdumen ¢y und £°° zusammenhéngen, diirfen sie,
was die isometrische Reprisentation angeht, bis auf wenige Ausnahmen nicht
mit diesen “iiber einen Kamm geschert” werden — und das ist auch “gut” so,
denn sonst hitten wir ja nur die Trivialitdt unseres Betrachtungsgegenstands
nachgewiesen.

Trotz der Allgemeinheit des Theorems 2.4.1 fallt auf, dafl insbesondere die Ar-
gumentation fiir den Beweis der Implikation (ii) = (iii) steht und f&llt mit der
Zusatzvoraussetzung der Punktetrennung von A(K®). Diese sichert im Hinblick
auf den Satz von Stone-Weierstrafl ja zumindest eine gewisse Reichhaltigkeit
dieses kleinen Lipschitzraums. Andererseits scheint diese Voraussetzung recht
natiirlich zu sein, denn man koénnte sich ja den Anteil von K, auf dem die Ele-
mente von A(K®) “nichts tun”, wegfaktorisiert denken. Dies wurde von Weaver
in [49] getan. Um nach dieser “Behandlung” des metrischen Raums K den ur-
spriinglichen kleinen Lipschitzraum (bis auf isometrische Isomorphie) wieder
zu erhalten, mufl man jedoch den entsprechenden Quotientenraum von K mit
einer neuen Metrik versehen.

Wir werden im nun folgenden Kapitel erleben, dafl ein Vergleich zwischen den
Folgenrdumen ¢y und £*° und den Lipschitzriaumen nach einem anderen Aspekt
auf natiirliche Weise zu einer stérkeren gleichméfigen Art der Punktetrennung
kleiner Lipschitzfunktionen fithrt. Mit dieser erscheint dann — wie schon an-
gekiindigt — auch Satz 2.4.3, dessen Aussage wir alleine aus dieser neuen Be-
dingung an A(K?) erhalten werden, in einem neuen helleren Licht. Verfolgen
wird uns dabei wieder die Abbildung I, deren Surjektivitéit uns ja im Beweis zu
Satz 2.4.3 einiges Kopfzerbrechen bereitete. Dies wird auch im néchsten Kapitel
— dort aber ohne Beweisliicke! — so bleiben.
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Kapitel 3

Die Dualitét lip(K)"” = Lip(K)

3.1 Der Ausgangspunkt von de Leeuw

Es ist in Kapitel 2 deutlich geworden, dafl man den kleinen Lipschitzraum mit
dem Folgenraum ¢y in Verbindung bringen kann, wohingegen der grofie Lip-
schitzraum einiges mit dem Folgenraum ¢*° zu tun hat. So liegt zum Beispiel
nach Theorem 2.2.1 und Korollar 2.4.6 (ii) fiir Kompakta K aus endlichdimen-
sionalen Réumen und 0 < a < 1 bis auf Isomorphie ¢ip(K %) in Lip(K®) wie der
Folgenraum c¢g in £°°. Wenn man nun bedenkt, dafy £°° der zweite Dualraum von
co ist, so konnte man die Frage stellen, ob dhnliches auch auf der “Lipschitz-
raumebene” gilt. Diese Frage ist hochst berechtigt, denn wir wissen ja bereits
fiir kompakte K C R™ seit Korollar 2.4.6 (i), dafi A(K)"” = H(K®) richtig ist.
Wir werden in diesem Kapitel sehen, dafl £ip(K)"” = Lip(K) fiir sehr allgemeine
Kompakta K stimmt, und wir werden am Ende dieses Kapitels die Kompakta,
fiir die diese Dualitdt gilt, sogar charakterisieren. Dies steht im Gegensatz zu
Kapitel 2, wo einige Fragen nach der Isomorphie zwischen Lipschitzraumen auf
Kompakta und den Folgenrdumen cy und £°° offen bleiben muf3ten.

Wir wollen bei den Anfangsgriinden zu diesem Thema starten, und diese finden
sich, wie schon einige Male erwéhnt, in einem Artikel von K. de Leeuw [33]
aus dem Jahre 1961. Es sollte darauf hingewiesen werden, dafl natiirlich auch
D. E. Wulbert, von dem Satz 2.4.3 stammt, Kenntnis von de Leeuws Arbeit
hatte. Wulbert mufite dariiber hinaus das Theorem 2.2.1 von Bonic, Frampton
and Tromba bemiihen, um sein Korollar 2.4.6 (i) zu folgern. De Leeuw hingegen,
zumindest seinem Literaturverzeichnis in [33] nach zu urteilen, nahm noch nicht
einmal von dem kurz vorher erschienenen Isomorphieresultat von Ciesielski [7]
Notiz, welches er fiir seine Beweisidee freilich auch nicht benotigt.

De Leeuw betrachtet, dhnlich wie Ciesielski, recht einfache Lipschitzriaume,
nédmlich fiir 0 < a < 1 die Rdume Lip o aller Holder-stetigen Funktionen zum
Exponenten « auf R mit Periode 1 und die zugehérigen kleinen Holderrdume
lip o, jeweils versehen mit der Norm

1fllze = max(|[flloos La(f))
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aus Definition 1.1.2 bzw. Definition 1.1.18. Mit unseren bisher benutzten Begrif-
fen sieht man schnell ein, da8 Lip oo = Lip(Sg) gilt, wenn Sc die Einheitssphére
in C mit der durch die Bogenlinge d(e>™%?, e?™%) := min(p — ¥, 1 — (¢ — 1))
zwischen €2™ und >™¥, (0 < 1) < ¢ < 1, gegebenen Metrik d ist.

Wieso de Leeuw ausgerechnet periodische Funktionen betrachtet, wird in Ab-
schnitt 3.2 deutlich werden. Dort sehen wir seinen Beweis zur Surjektivitit
und Normerhaltung des von ihm definierten isometrischen Isomorphismus zwi-
schen (Yip«)” und Lip«, in welchem er auf Ergebnisse aus der Theorie iiber
Fourierreihen zuriickgreift. Der Nachweis der Injektivitdt und der Kontrakti-
vitéit dieser Abbildung h#ingt indes nicht von der speziellen Gestalt der von
de Leeuw betrachteten Réume ab und kann vollig allgemein gefiihrt werden.
Diese Tatsache hat sich zum Beispiel T. M. Jenkins in seiner wunderbaren und
vielfach zitierten Doktorarbeit [24] zunutze gemacht, in der er die Ergebnisse
aus dem Artikel von de Leeuw stark verallgemeinert. Wir wollen daher an die-
ser Stelle den grundlegenden Ansatz von de Leeuw in einer so weit als moglich
generalisierten Form darstellen und die weiteren noch offenen Fragen, die von
unterschiedlichen Autoren auf verschiedensten Wegen angegangen wurden, in
den folgenden Abschitten beantworten.

Wir beginnen mit der Definition einer uns mittlerweile bereits wohlbekannten
Abbildung (vergleiche Bemerkung 1.1.23 und den Beweis des Satzes 2.4.3).

Definition 3.1.1. Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum und 6, =z € K,
das Punktauswertungsfunktional auf ¢ip(K) an der Stelle z. Definiere nun die
Abbildung

I:lip(K)" — Lip(K)

fiir F € lip(K)" durch

I(F)(z) = F(5,) Vz€K.

Zur Untersuchung dieser Abbildung (bzw. zur nachtriglichen Rechtfertigung
der Definition) benétigen wir das folgende Lemma, dessen einfacher Beweis als
Zweizeiler im Beweis von Satz 1.1.22 bereits enthalten ist. Von nun an sei mit
|-]|" die Norm in ¢ip(K)" und mit | - ||” die Norm in ¢ip(K)"” bezeichnet.

Lemma 3.1.2. FEs gelten fiir alle x,y € K die Abschditzungen

101" <1 und |6z — 0" < d(,y).
Dies liefert mit einem weiteren Blick auf den Beweis von Satz 1.1.22 und die
Bemerkung 1.1.23 das

Lemma 3.1.3. Die in Definition 3.1.1 angegebene Abbildung I ist wohldefi-
niert, linear und kontraktiv und bildet die natirliche Finbettung von lip(K) in
lip(K)" wieder auf lip(K) ab.

Wir néhern uns nun dem zweiten Dualraum von fip(K ), indem wir zunéchst ver-
suchen, den Dualraum fip(K)" etwas in den Griff zu bekommen. Nun kennt man

84



ja Dualrdume gewisser Rdume von stetigen Funktionen nach dem Rieszschen
Darstellungssatz (siche Theorem I1.2.5 und S. 89 in [55]) sehr genau. De Leeuws
weiteres Vorgehen basiert auf der Idee, sich dieses Wissen zunutze zu machen,
und zu diesem Zweck hat er seinen Einbettungssatz formuliert, den wir in Ka-
pitel 1 (Satz 1.1.10) bereits kennengelernt haben. Dieser besagt, dafl mit dem
lokalkompakten Raum K = K U (K2\ diag(K?)) die durch &f(z) = f(x) und

Of(x,y) = W definierte Abbildung @ : Lip(K) — C?(K) den kleinen

Lipschitzraum isometrisch isomorph auf einen Unterraum @(£ip(K)) in Co(K)
abbildet. Der Dualraum von Co(K) ist nach Riesz der Raum (M (K), || - [|v) al-
ler reguléiren BorelmaBe auf K, versehen mit der Variationsnorm || - [|y. Damit
erhalten wir das gewiinschte

Lemma 3.1.4. Es sei ¢ ein Funktional auf lip(K). Dann existiert ein Maf§

A

p € M(K) mit ||ullv = |lell', so daf
SD(f)Z/Kf(m)du(a:)+/ f@) =)

dp(z,y
K2\ diag(k?)  d(T,Y) (@)

fiir alle f € lip(K) gilt.

Beweis. Nach dem oben zitierten Satz 1.1.10 gibt das Funktional ¢ € lip(K)’
Anlafl zu einem normgleichen Funktional ¢ auf @(¢ip(K)). ¢ kann nach dem
Satz von Hahn-Banach unter Erhaltung seiner Norm zu einem Funktional auf
ganz Co(K) fortgesetzt werden, welches nach dem Rieszschen Darstellungssatz

A

einem MaB p € M(K) entspricht. Mit diesem Maf gilt also ||u||v = [|¢|" und

o(f) = / S(f)du Y € tip(F),

K

und nichts anderes wurde behauptet. O

Da zur Beschreibung der Funktionale auf C'(K) die Mafie auf K ausreichen,
besteht natiirlich die Wunsch, die Aussage des obigen Lemmas noch dahinge-
hend zu verbessern, daf man Funktionalen auf ¢ip(K’) alleine durch Mafie auf
K beikommen kann. Die néchsten beiden Lemmata zeigen, dafl dieser Wunsch
mehr als in Erfillung geht.

Definition 3.1.5. Es wird mit £ip(K)! die Menge all derjenigen Elemente
¢ € lip(K)' bezeichnet, fiir die

<p(f):/de1/ Vf e lip(K) (3.1.1)

mit einem Mafl v € M(K) gilt. Weiter wird durch £ip(K);, der Teilraum aller
Funktionale aus ¢ip(K)!, bezeichnet, fiir die (3.1.1) sogar mit einem Mafl v mit
endlichem Triger gilt.

tip(K);, ist also der von den Punktauswertungsfunktionalen {,}.er aufge-

spannte Unterraum von £ip(K)'.
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Lemma 3.1.6. lip(K),, liegt dicht in lip(K)'.

A

Beweis. Sei ein Funktional ¢ € ¢ip(K) mit einem zugehorigen Mafl p € M (K)
gemifl Lemma 3.1.4 gegeben. Die Einschrankungen von p auf K bzw. auf
K?\ diag(K?) seien mit g’ bzw. mit p” bezeichnet. Weiter seien fiir n € N
die aufsteigende Mengenfolge

Ap = {(z,y) € K* :d(,y) > 1/n}
und die (zu dieser in K?\ diag(K?) komplementiire) absteigende Mengenfolge
Zy=A{(z,y) € K*: 0 < d(z,y) < 1/n}

erklirt. Definiere nun fiir n € N das Funktional ¢,, € lip(K)" durch

eulf) = [ s+ [ LI vr e tiptro),

Es gilt dann
on (D] < I loo (i llv + 20l lv),

was bedeutet, dafl ¢, mit Hahn-Banach zu einem Funktional auf C'(K) fortge-
setzt werden kann, so dafl mit einem MaB u,, € M (K) sogar

eoll) = [ T@)dnala) V£ € tip(E)
und folglich ¢,, € lip(K)}, gilt. Weiter hat man fiir f € ip(K) mit ||f|r <1

() — f(y)

wwMFMWm»

Aus Z1 D Z3 D ... und der Stetigkeit des Mafies " folgt schliefSlich

o
lim [1"(Zn) = |u”| (ﬂ ZN> = |u"(2) =0,
n—oo =1
also || — pn|" — 0, womit die Aussage des Lemmas bewiesen ist. O

Als ob Lemma 3.1.6 nicht schon genug wire, hat man auch noch die folgende
Verschérfung seiner Aussage. Diese bildet nun das Fundament, auf dem wir
die Beweise zur Injektivitdt und spéter vor allem zur Surjektivitdt unserer in
Definition 3.1.1 erklédrten Abbildung I aufbauen koénnen.

Satz 3.1.7. lip(K), liegt dicht in Lip(K)'.

Man beachte in den nachfolgenden Gedanken die Asthetik im Zusammenspiel
des Satzes von Arzela-Ascoli und des Satzes von Krein-Milman!
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Beweis. Sei € > 0 gegeben, weiter ein Mafl v € M(K) und ¢ € lip(K)' durch
(3.1.1) definiert. Setze &’ := m. Nach Lemma 3.1.6 reicht es zu zeigen, dafl ¢
in der Norm von £ip(K)" durch Elemente aus £ip(K);, angenihert werden kann.
Betrachte hierzu die Einheitskugel By, k), welche in C(K) eine beschrinkte
und offensichtlich gleichgradig stetige Funktionenmenge ist. Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli ist sie also prikompakt, so dafl eine endliche Menge N C By, (k)
existiert, fiir die, wenn B(f,¢’) := {g € C(K) : ||g — flloo < €'} gesetzt wird,
UfeNB(f’ €') 2 Byip(k) gilt. Die Tatsache, daf (vgl. S. 350 Beispiel (f) in [55])
die Extremalpunkte der Einheitskugel Bk bis auf Faktoren vom Betrag 1
aus den Punktmaflen bestehen, liefert nun zusammen mit dem Satz von Krein-
Milman (vgl. VIII.4.4 in [55]) die Aussage, daf} diejenige Teilmenge der um
lv||v gestreckten Einheitskugel

[l Buy = {n € M(K) = [lnllv < |v[lv},

welche aus Maflen mit endlichem Triger besteht, beziiglich der w*-Topologie
dicht in [|v|lv By liegt. Es existiert also ein Maf§  mit endlichem Tréiger auf
K und ||n||v < ||v||v, so dal

‘/deu—/den‘gg Vfe N

gilt. Hieraus folgt nun fiir alle f € By, (k)

‘/del/—/den‘Sa,

denn zu einem f € By, (k) findet man ein feNmit [[f — flloo < m

'/dev—/den'S'/K(f—f)dv +‘/del/—/den'+'/K(f—f)dn‘

~ I ~
< F = Flloclvlly + 5 +1F = fllsclvllv < e.

, also

Damit erfiillt das durch
wr) = [ fan vt e i)
definierte Funktional + € £ip(K);, die Abschétzung ||¢ —¢|" <. O

Da wir die Abbildung [ in Definition 3.1.1 iiber die Punktauswertungsfunktio-
nale definiert haben, erhalten wir als Abfallprodukt von Satz 3.1.7 jetzt das
begehrte

Korollar 3.1.8. Die gemdfl Definition 3.1.1 gegebene Abbildung I ist injektiv.

Beweis. Der Kern der Abbildung I ist trivial, denn ist I(F) = 0 fiir ein
F € tip(K)", dann gilt F(6,) = 0 Vz € K, so daB F nach Satz 3.1.7 auf
der in lip(K)" dichten Menge (ip(K); mit dem Nullfunktional {ibereinstimmt
und aufgrund seiner Stetigkeit eben dieses ist. O
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Das “Wulbertsche Analogon” zu Satz 3.1.7 ist Lemma 2.4.4, welches Wulbert
fiir den Beweis seines Satzes 2.4.3 benétigt. Auch dort hat man die Aussa-
ge, dafl eine gewisse Menge leicht handhabbarer Funktionale (konkret der von
den Funktionalen £(z,y) aufgespannte Teilraum), iiber die man die Abbildung
I definiert hat, dicht im Dualraum des kleinen Lipschitzraums A(K®) liegt.
Natiirlich sind die Funktionale £(x,y) gegeniiber den Punktauswertungsfunk-
tionalen etwas “aussagekréiftiger”, so dal Wulbert mit Lemma 2.4.4 bereits die
Normerhaltung seiner Abbildung I nachweisen kann, wozu wir mit unserem Satz
3.1.7 noch nicht in der Lage zu sein scheinen (siehe jedoch den Beweis zu Theo-
rem 3.3.2). Andererseits bendtigt Wulbert als Voraussetzung in Lemma 2.4.4
die Separabilitit von A(K*)', die wir mit Satz 3.1.7 “geschenkt” bekommen.

Satz 3.1.9. Fiir kompaktes K ist lip(K)" und damit tip(K) separabel.

Beweis. Die Separabilitéit von fip(K) folgt ganz allgemein (mit Satz I11.1.12
in [55]) aus der von lip(K)". Da |6, — d,||" < d(z,y) Vz,y € K nach Lemma
3.1.2 gilt und K aufgrund seiner Kompaktheit separabel ist, ist auch die Menge
{62 }zex der Punktauswertungsfunktionale in fip(K)’ separabel. Hieraus folgt
mit Satz 3.1.7 die Separabilitit von lip(K)'. O

Wie in Bemerkung 2.3.2 schon erwéhnt, zeigt J. A. Johnson in [27], dafl im Falle
0 < a < 1 aus der Separabilitédt von lip(K®) wieder die Prikompaktheit von
K folgt. Dafiir weist Johnson (unter Verwendung der kleinen Hélderfunktionen
x — d(z,x9), z9 € K, auf K) nach, daf fiir nicht prikompaktes K die Ein-
heitskugel in lip(K®) nicht w*-metrisierbar ist, und hieraus kann man (siehe
VIIL.6.15 (e) in [55]) die Nicht-Separabilitét von fip(K®) schliefen.

Man beachte, daf} alle in diesem Abschnitt gemachten Aussagen, einschliellich
Satz 3.1.7 und Korollar 3.1.8 nur die Kompaktheit von K erfordern und sonst
keine weiteren Anforderungen an den metrischen Raum stellen. Dies wird sich
in den folgenden Abschnitten, in denen wir die Surjektivitéit und die Normer-
haltung von I nachweisen wollen, &ndern. Und dies muf} sich auch dndern, denn
im Falle K = [0, 1] zum Beispiel ist ja (siche Bemerkung 1.1.14) ¢ip(K) und
damit auch £ip(K)"” eindimensional, und viel weiter kann dieser Raum von einer
isometrischen Isomorphie mit Lip([0,1]) ~ L>°([0,1]) (siehe die Sétze 1.1.6 und
1.2.3) wohl kaum entfernt sein! Man kann sich jedoch solch krasser Gegenbei-
spiele entledigen (und nicht nur solcher!), wenn man dafiir Sorge trigt, daf der
metrische Raum angenehm genug gestaltet ist, um eine gewisse gleichméfige
Annéherung von grofien Lipschitzfunktionen durch kleine zu erlauben.

3.2 Der isometrische Isomorphismus durch
Approximationsansitze

Es geht in diesem Abschnitt darum, unter gewissen Einschrinkungen an K zu
zeigen, daB die in Definition 3.1.1 erklérte Abbildung I : ¢lip(K)"” — Lip(K)
tatséchlich surjektiv und isometrisch, also ein isometrischer Isomorphismus ist.
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Grundlage dafiir ist wieder das Vorgehen von de Leeuw in [33], dessen Essenz
spater von Jenkins in [24] im Hinblick auf eine wesentliche Verallgemeinerung
herausgearbeitet wurde.

De Leeuw lief sich in seinem Ansatz offenbar durch einen kurz vorher erschiene-
nen Artikel von H. Mirkil [41] inspirieren, in dem bewiesen wird, daf fiir jedes
a € (0,1) die trigonometrischen Polynome dicht im kleinen Lipschitzraum Zip o
liegen. Zur Erinnerung (siehe S. 83): Lip « ist der Raum aller Holder-stetigen
Funktionen zum Exponenten « mit Periode 1 auf R, und #ip « ist der zugehorige
kleine Holderraum.

Bemerkung 3.2.1. Eigentlich beweist Mirkil etwas anderes, und sein lehr-
reiches Ergebnis ist an dieser Stelle zumindest einer Erwdhnung wert. Mirkil
betrachtet Banachrdume X von 27-periodischen Funktionen auf R (d.h. auf
R mod 27), welche translationsinvariant sind, d.h. welche mit f auch das um x
nach links verschobene T,(f), definiert durch T,(f)(y) = f(z +y) Vy € R
(eventuell bis auf eine Nullmenge), enthalten. Weiter soll die Verschiebung die
Norm einer Funktion nicht beeinflussen, womit man in {7, },cr eine Gruppe
von [sometrien auf X vorliegen hat. Jetzt kann man natiirlicherweise nach derje-
nigen Teilmenge 7 (X) von Funktionen f € X fragen, fiir welche die Abbildung
x +— T,(f) stetig ist. Anders ausgedriickt (vgl. 1.1 in [57]) fragt man nach dem
grofiten invarianten Teilraum 7 (X) von X, auf dem die Gruppe {7 }»er stark
stetig ist.

Hier einige nette Ergebnisse (wir definieren die Funktionen aus X auf dem
Intervall [0,27] und wissen, was gemeint ist): Ist X der Raum aller Funktio-
nen von beschrinkter Variation auf [0, 27] mit der Gesamtvariation als Norm,
so ist 7(X) gerade der Teilraum aller absolut stetigen Funktionen. Startet
man bei X = L*([0,27x]), so landet man bei 7(X) = C([0,2n]), weiter ist
T(LP([0,27])) = LP([0,27]) fiir 1 < p < oo und 7 (M([0,27])) = L([0,2n]),
wenn mit M([0,27]) der Raum aller reguldren Mafle auf [0, 27] bezeichnet ist.
Fiir den “normalen” Lipschitzraum Lip([0,27]) erhélt man nach kurzer Rech-
nung 7 (Lip([0,27]) = C1([0,27]), und schlieflich mit 0 < a < 1 fiir die Holder-
funktionen — wie sollte es auch anders sein — 7 (Lip([0, 27]*) = ip([0, 27]*).
Dieses Ergebnis beweist nun Mirkil (iibrigens in stark generalisierter Form) mit
Hilfe des folgenden grundlegenden Satzes: Bezeichnet P die Menge aller tri-
gonometrischen Polynome auf [0, 27], so ist fiir jeden translationsinvarianten
Banachraum X (mit verniinftigen Zusatzbedingungen, die fiir die Holderrdume
erfiillt sind) der Teilraum 7 (X) gerade der Abschlufl von P N X in X. Und
damit haben wir das Resultat, an welchem de Leeuw sich erfreute.

Natiirlich (oder zum Gliick!) benétigen wir den Satz von Mirkil in unserer nun
folgenden Argumentation nicht wirklich. Fiir uns reicht die Erkenntnis, dafl
trigonometrische Polynome kleine Holderfunktionen sind, und dies liegt im we-
sentlichen an den Sétzen 1.2.3 und 1.1.19, denn trigonometrische Polynome
sind stetig differenzierbar und damit sogar Lipschitzfunktionen zum Exponen-
ten o = 1. (Man beachte, dafl wir fiir 0 < o < 1 in Abschnitt 1.2, Korollar
1.2.18, die Dichtheit der C'*°-Funktionen in H?, also ein Analogon zum Dicht-
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heitsergebnis von Mirkil, bewiesen haben.) De Leeuws Idee, die Surjektivitét
von I zu zeigen, besteht nun darin, ein vorgegebenes h € Lip o durch die n-ten
Partialsummen g,, n € N, seiner Fourierreihe anzunéhern, genauer durch das
n-te Cesaro-Mittel dieser Summen. Da diese in fip a liegen, kann man nach
Definition von I (siche 3.1.1) F,, = ipipalgn) € (Yipa)” mit I(F,) = g, finden,

und wegen g, gm., h besteht die Hoffnung, aus den F, ein F € (fipa)” zu
konstruieren, fiir welches dann I(F) = h gilt. Hierfiir erweist sich Satz 3.1.7
einmal mehr als hilfreich. Weiter wird durch die Theorie der Fourierreihen die
Normerhaltung von I gleich mitgeliefert.

Theorem 3.2.2. Die Abbildung I : (lipa)” — Lipa gemdf Definition 3.1.1
ist ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Es bleibt nach Lemma 3.1.3 nur zu zeigen, dafl I surjektiv und nicht
echt kontraktiv ist. (Die Injektivitit folgt daraus, so daf§ Korollar 3.1.8 hier gar
nicht noétig ist.) Sei also h € Lip o gegeben. Wir betrachten das n-te Cesaro-
Mittel bzw. die n-te (C,1)-Partialsumme o,(h) der Fourierreihe von h und
verweisen hierzu auf die Standardliteratur [61, Kapitel I11], speziell auf die Sei-
ten 74-76, und als Verstérkung noch auf [55, S. 129-134], dort insbesondere auf
S. 133/134. Es sei an dieser Stelle vor der Verwirrung gewarnt, die de Leeuw
durch die Angabe der zwar richtigen Literatur aber der falschen Transformati-
on stiftet (abgesehen von der absolut iiblichen Verwirrung iiber die von Fejér
gesetzten Akzente). Richtig lautet der von [—, 7] auf [0, 1] transformierte Fejér-
Kern (siehe S. 88/89 in [61])

)2
>, teR, neN.

Ky Kn(t) = 1 <Sin(n +1)(nt — z

n+1 sin(mt — %)

Mit diesem gilt dann fiir die Faltung K,, * h
1
K, xh(z) = / h(x 4+ t) K, (t)dt = op(h)(2),
0

also nach dem Satz von Fejér

lim K, % h(z) = h(x) (3.2.1)

n—oo

fir alle x € R (und dies sogar gleichméflig, was fiir unsere Argumentation
jedoch keine Rolle spielt). Die beiden wichtigen Eigenschaften der Fejér-Kerne,
namlich ihre Nicht-Negativitéit und die Tatsache

1
/ K,(t)dt=1 VneN
0

liefern einerseits

1 1
K, ()] < /O (a4 K ()t < oo /0 Kn(t)dt < oo
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fiir alle x € R und andererseits

[ K+ h(z) — K+ h(y)| S/l Az +1t) = h(y +1)
0

|z — y|* |z — y|«

| K )ldt < La(h)

fiir alle z,y € R, x # y, also insgesamt
Ky * bz, <|hl|lL, VneN. (3.2.2)

Da K, x h ein trigonometrisches Polynom ist, liegt es in fip , und es existiert
mit der kanonischen Einbettung igypa @ lipa — (Cipa)” fiir jedes n € N ein
Funktional Fj, = igipq (K * h) mit

Fo(p) = o(Ky xh) Yo e (tipa).

Aus (3.2.2) und der Tatsache, da8l iy, isometrisch ist, folgt die gleichméBige
Beschréanktheit der F,:

| Full” = |1 K * Bl|z, <|hllL, V¥neN. (3.2.3)
Jetzt definieren wir
F(p) = lim F,(p) (3.2.4)

fiir alle ¢ € (¢ip )’ fiir die dieser Grenzwert existiert. Es folgt aus (3.2.1) und
der Definition der F,, die Existenz dieses Grenzwerts

F(6;) = lim F,(0,;) = lim 0,(K, *xh) = lim K, xh(x) =h(z) (3.2.5)

n—oo n—oo n—oo

fiir alle Punktauswertungsfunktionale ¢, und aus der Linearitéit der F), da-
mit auch fiir alle Elemente aus (fipa);, (siche Definition 3.1.5). Nun liegt
aber (fipa);, nach Satz 3.1.7 dicht in (fipa)’ und die F), sind wegen (3.2.3)
gleichmiiBig beschrinkt. Also gibt es zu jedem ¢ > 0 und ¢ € (¢ipa)’ ein
Y € (lipa), mit [jo — 9| < m, und man folgert

1Fn () — Fn(@)] < |Fu(p) — Fn(¥)| + [Fo(¥) — Fn(¥)] + |Fn (V) — Fin()|

éﬂ%hﬂw—wW+wmw—whwﬂgg+gge

fiir m,n > M mit einem geeigneten M € N, da (F},(v)),, konvergiert. Damit ist
auch (F,(¢)), eine Cauchyfolge, also konvergent in R oder C, so dal F' wegen
(3.2.3) und (3.2.4) ein Funktional in (¢ip a)” mit

IEI” < JAL, (3.26)
ist, fiir das aufgrund von (3.2.5) zudem
I(F)(x) = F(0z) = h(x) VxeR
gilt. Aus diesen beiden Tatsachen folgern wir nun die Surjektivitdt und mit

Lemma 3.1.3 die Normerhaltung der Abbildung I. O
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Bemerkung 3.2.3. Man gerét natiirlich schnell in die Versuchung, der Freu-
de iiber die wunderschénen funktionalanalytischen SchlufSweisen, derer sich
de Leeuw in der Herleitung seines Ergebnisses bedient, dadurch Ausdruck zu
verleihen, nach einer mdoglichen Verallgemeinerung von Theorem 3.2.2 zu fra-
gen. Selbstverstindlich wird man sich schwer tun, auf allgemeinen metrischen
Réumen K eine Faltung, so wie sie im obigen Beweis benutzt wurde, iiberhaupt
erst zu definieren, denn diese setzt ja die Existenz einer Gruppenstruktur auf
K voraus (oben ist es die Addition auf R), mit der man Translationen von
Funktionen erhélt.

Gliicklicherweise héngt der rote Faden in de Leeuws Uberlegungen nicht auf
Gedeih und Verderb von der Existenz der Faltungen mit Fejér-Kernen ab. Viel-
mehr erhélt man aus den Eigenschaften dieser Faltungen zuniéchst die Tatsache
(3.2.2) und damit die wichtige gleichméBige Beschrianktheit (3.2.3) der F,,. Wei-
ter liefert der Satz von Fejér die Tatsache (3.2.1), womit die Grundlage fiir die
erfolgreiche Definition (3.2.4) des Funktionals F' gelegt ist. Alle weiteren Argu-
mente hdngen dann nur noch von Satz 3.1.7 und eben in letzter Konsequenz von
(3.2.1) und (3.2.2) ab. Dabei reicht zur Herleitung der Surjektivitit von I die
Beschrinktheit der Menge {||Fy,||"” }nen zusammen mit (3.2.1), wohingegen fiir
die Normerhaltung von I die genaue Kenntnis der kleinsten oberen Schranke
von {||F,.||" }nen — némlich ||h||z, — erforderlich ist (sonst hétte man I nur
als Isomorphismus erkannt). Viel kann man also an der Bedingung (3.2.2) nicht
riittteln, damit man den Beweis, so wie er vorliegt, noch durchfithren kann —
allenfalls so viel, dafl man diese Bedingung wenigstens “im Limes” fiir n — oo
noch fordert. Jedenfalls liefert diese Beweisanalyse, dafl mit (3.2.1) und (3.2.2)
im wesentlichen die Bedingungen gegeben sind, welche vollig unabhéngig von
der konkreten Gestalt des Kompaktums K mit de Leeuws Beweis auf die Sur-
jektivitdt und Normerhaltung von I fithren. Es soll hier nicht versdumt werden
darauf hinzuweisen, dafl das Verdienst, dies als erster gesehen zu haben, T. M.
Jenkins (siche [24]) gebiihrt. Mit Lemma 3.1.3 erhélt man also das

Lemma 3.2.4. FEs existiere fir ein kompaktes K zu jedem h € Lip(K) eine
Folge (gy) C tip(K), so daf§ die Bedingungen

lim g,(x) =h(z) Ve K (3.2.7)

und
lim inf gz < [ (3.2.8)

erfillt sind. Dann ist die Abbildung I : lip(K)" — Lip(K) aus Definition 3.1.1
ein isometrischer Isomorphismus, der die natiirliche Einbettung von lip(K) in

lip(K)" auf tip(K) abbildet.

Die Bedingungen dieses Lemmas fordern also die Moglichkeit, jedes h € Lip(K)
punktweise derart durch Elemente g, aus fip(K) anndhern zu koénnen, daf
die Norm der g, beliebig wenig {iber der von h liegt. Um diese Moglichkeit
iiberhaupt haben zu konnen, miissen natiirlich kleine Lipschitzfunktionen auf
K erst einmal in einer “ausreichenden Menge” vorhanden sein. Erinnert man
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sich nun an die in Kapitel 1 mit Satz 1.1.13 und Bemerkung 1.1.14 begonnene
Diskussion iiber die “Grofle” von lip(K), so wird man vermuten, dal man
zumindest fiir Holderrdume £ip( K<) mit 0 < o < 1 im Sinne des obigen Lemmas
“auf der sicheren Seite” sein konnte. Suggeriert wird diese Vermutung durch
Satz 1.1.19 und durch die Ergebnisse (1.2.1) und (1.2.2). Man kénnte ndmlich
versuchen, die kleinen Lipschitzfunktionen g,, € lip(K®), die das h € Lip(K®)
approximieren sollen, durch groBe Lipschitzfunktionen aus Lip(K?) C tip(K®)
fiir @« < B <1 zu konstruieren. Zu diesem Zweck ben6tigen wir im Hinblick auf
die Bedingungen in Lemma 3.2.4 ein allgemeines Analogon zur Abschitzung
(1.2.2), und dies legt Jenkins in der folgenden Form vor.

Lemma 3.2.5. Sei 0 < a < <1 und f € Lip(K”). Dann gilt

1F e < 2079 |,

Beweis. Seien x,y € K mit x # y gegeben. Nach Bemerkung 1.1.7 und Satz
1.1.8 (angewandt auf K* und (K?%)) kann man o0.B.d.A. von d%(z,y) < 2
ausgehen. Damit folgt einerseits

[f(@) = fW) _ 1f@) = fW)] [ p-a afa o
da(l"y) B dﬁ(‘r’y) (dﬁ (-T,y)> S 2(IB )/ HfHLB

Andererseits gilt wegen 206/ > 1 sowieso

1f oo < 2072 fI L,

also insgesamt die Aussage des Lemmas. U

Um das weitere Vorgehen von Jenkins in [24] zu motivieren, verweilen wir noch
etwas bei den einfachen Holderriumen H, und H? auf [0, 1] und den Ergebnis-
sen aus Abschnitt 1.2. Zunéchst kann man wegen L (f) = max(||f| o, La(f))
fiir f € Hy, 0 < a < 1, den Raum H? als Unterraum von £ip([0, 1]%) auffassen
und damit jedes Funktional auf H? als Einschrinkung eines Funktionals auf
lip([0,1]¢) ansehen. Da zudem die Punktauswertung dp das Nullfunktional auf
HY ist, haben wir auch die Wohldefiniertheit der gem#8 3.1.1 definierten Abbil-
dung I : (HY)"” — H, sowie die restlichen Aussagen von Lemma 3.1.3. Genauso
gilt Satz 3.1.7 fiir HY, und der Beweis zu Theorem 3.2.2 geht dann véllig analog
durch (im iibrigen auch fiir allgemeine Lipschitzraume fipg(K)), wenn fiir HO
die Bedingungen (3.2.7) und (3.2.8) des Lemmas 3.2.4 erfiillt sind. Und bei die-
sen landen wir, wenn wir uns den Beweis zu Satz 1.2.20 und die darauffolgenden
Korollare ansehen. Dort wird klar, da$ man als Folge (g,,) € H? sogar Polygone
(aus Hp!) wihlen kann, die A in endlich vielen Punkten, d.h. auf einer Partiti-
on von [0, 1], interpolieren. Und die Bedingung (3.2.7) ist, durch fortgesetztes
Verfeinern der Partition, sogar gleichméfig fiir alle = € [0, 1] erfiillt.

Fiir ein allgemeines Kompaktum kann man eine derart einfache Konstrukti-
on natiirlich nicht durchfiihren, aber man kann statt zu interpolierenden Po-
lygonen zu interpolierenden Hg-Funktionen mit o < 8 < 1 greifen. Wegen
limg~ o 2(f—a)/a — 1 besteht die Hoffnung, die Bedingung (3.2.8) erfiillen zu
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konnen, und da man jedes Kompaktum fiir jedes € > 0 durch ein endliches
e-Netz rastern kann, scheint auch die Bedingung (3.2.7) in Reichweite zu sein.
Die noch offene Frage, wie man zu einem gegebenem h € H, konkret zu einem h
approximierenden g € Hg mit g(x;) = h(x;) fir ein e-Netz {x;}}' ; in K kom-
men kann, wird von Jenkins mit einem Satz beantwortet, der uns bereits seit
Kapitel 1 (Satz 1.1.20) wohlbekannt ist, dem Fortsetzungssatz von McShane!

Lemma 3.2.6. Sei ein reellwertiges h € Lip(K®) fir ein kompaktes K und
0 < a < 1 gegeben. Dann existiert zu jedem € > 0 eine reellwertige Funktion
g € lip(K®), so daf

lg = Rlloo < (3.29)

und
lgllr. < (1+e)?[R]lL, (3.2.10)

erfillt ist.

Beweis. Sei h € Lip(K“) nicht die Nullfunktion (sonst setzen wir g = h) und
0.B.d.A. 0 < € < 1. Betrachte die Kugel U, = {y € K : d*(z,y) < m}
zu jedem x € K. Aus der Kompaktheit von K folgt dann die Existenz einer
endlichen Menge M = {z;}"; von Punkten z; aus K, so da8 {U, : = € M}
eine endliche Teiliiberdeckung von K ist. Sei A = min{d(z,y) : x,y € M,z # y}
und 0.B.d.A. A < 1. Dann wiéhle ein § mit o < # < 1 so nahe bei «, dal sowohl

N < 1
“14¢

(3.2.11)

als auch
gl—a)/e <9 4 ¢ (3.2.12)

gilt. Fiir die Einschréinkung hjy; von h auf M ist by, € Lip(M?) klar. Konkret
schlieft man aus (3.2.11) (mit einer schon oft durchgefiihrten Rechnung) die
Abschitzung

1Pl < (L&)l -

Fiir das reellwertige h|y; € Lip(M #) erhilt man nun aus Satz 1.1.20 eine reell-
wertige Fortsetzung g € Lip(K%) mit lgll, = lPallLs, so daB insgesamt
lgllL, < (1 +¢e)|hlL, ist, und Lemma 3.2.5 liefert schliefilich mit (3.2.12)

lgllz. <287 *|gllz, < (1+2)? )AL,

Um zu zeigen, dafl h durch g gleichméBig angendhert wird, wéhle zu gegebenem
z € K ein x; € M mit x € U,,. Dann kann man wegen g(z;) = h(z;) und
lgllz., < 4[|h|L, (nach Wahl von € <1)

l9(z) — W) < lg(x) — g(zi)| + |[h(zi) — h(z)]

o 9
< (llgllza + IAllLa)d® (z, y) < 5AllL, <e

ShllLa —

abschétzen. O
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Aus Lemma 3.2.4 und Lemma 3.2.6 folgt nun sofort die folgende Verallgemei-
nerung des Ergebnisses von de Leeuw.

Theorem 3.2.7. Sei Lip(K®) ein Raum reellwertiger Holderfunktionen auf
einem Kompaktum K. Dann ist die durch Definition 3.1.1 gegebene Abbildung
ein isometrischer Isomorphismus.

Bemerkung 3.2.8. Wie in Kapitel 1 in Bemerkung 1.1.21 bereits besprochen,
kann man dieses Theorem fiir Hélderrdume komplexwertiger Funktionen mit
der obigen Beweistechnik nicht gewinnen, da der Fortsetzungssatz von McShane
fiir komplexwertige Lipschitzfunktionen nur mit dem Zusatzfaktor v/2 richtig
ist. Fiir die Bedingung (3.2.8) des Lemmas 3.2.4 ist allerdings die (zumindest
“fast”) normgleiche Fortsetzbarkeit von hjy; € Lip(M ) zu einem g € Lip(K?)
unabdingbar. Jenkins gibt (sieche Bemerkung 1.1.21) mit der Lipschitz-vier-
Punkt-FEigenschaft genau diejenigen metrischen Rdume an, fiir die der Fortset-
zungssatz von McShane in der “scharfen” Form — und damit ebenso obiges
Theorem — auch fiir die komplexwertigen Lipschitzfunktionen gilt. Der Fort-
setzungssatz in seiner allgemeinen Form liefert nach der Analyse von de Leeuws
Beweis zu Theorem 3.2.2 (in Bemerkung 3.2.3) die Abbildung I lediglich (aber
immerhin!) als Isomorphismus.

Die sich aufnétigende Frage ist also: Ist die Abbildung [ auf allgemeinen Holder-
raumen Lip(K %) (fiir kompakte K) in Wirklichkeit immer isometrisch (und wir
koénnen es mit unserer Beweistechnik nur nicht zeigen) oder deutet das Defizit
in Theorem 3.2.7 tatséchlich auf Gegenbeispiele hin? Die Antwort lautet: Wir
miissen uns mehr anstrengen! Und konkreter: Wenn wir uns mehr anstrengen,
dann reicht die Aussage des Fortsetzungssatzes auch mit dem Zusatzfaktor v/2,
ja sie wiirde sogar mit einem beliebigen Zusatzfaktor ¢ > 1 ausreichen! Und
die Miihe lohnt sich: So werden wir am Ende (sieche Bemerkung 3.5.5) vor
der grotesken Tatsache stehen, dafl Lemma 3.2.6 wundersamerweise auch fiir
komplexwertige Funktionen gilt.

3.3 Beweisvarianten fiir Raume komplexwertiger
Lipschitzfunktionen

In diesem Abschnitt soll das Defizit des Theorems 3.2.7 von Jenkins ausge-
merzt werden, denn das Ergebnis gilt auch fiir Réume komplexwertiger Holder-
funktionen. Als erster hat dies der uns schon bekannte J. A. Johnson (siehe
Abschnitt 2.3) in seiner Dissertation gesehen, deren wichtigste Ergebnisse in
[25] zusammengefaBit sind. In seinem Ansatz stiitzt er sich auf den Satz 1.1.22,
der ja von ihm stammt, aber er greift auch auf die Ergebnisse von de Leeuw
und Jenkins, insbesondere auf Satz 3.1.7 und auf Lemma 3.2.6 zuriick. Bei
Johnson findet sich denn auch erstmals diejenige Eigenschaft der Holderrdume
auf Kompakta K, die sich im Hinblick auf allgemeine Diskussion der Dualit&t
lip(K) = Lip(K) in Abschnitt 3.5 als entscheidend erweisen wird. Sie ist nichts
anderes als ein Destillat aus dem Beweis zu Lemma 3.2.6 von Jenkins und liefert
(angesichts dieses Beweises) auch wieder die Eigenschaften (3.2.9) und (3.2.10).
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Lemma 3.3.1. Sei K ein kompakter metrischer Raum, 0 < a < 1 und € > 0.
Dann existiert zu jeder reellwertigen Funktion h € Lip(K®) und endlich vielen
Punkten x; € K, i = 1,...,n, eine reellwertige Funktion g € lip(K*) mit
g(x;) =h(z;)) Vi=1,...,n, und ||g||lL, < (1 +¢)||h|L,. Im komplexen Fall gilt

Analoges mit || g1, < (V2 +¢)|hlL, -

Theorem 3.3.2. Sei K ein kompakter metrischer Raum und 0 < a < 1. Dann
ist die Abbildung I : lip(K*)" — Lip(K®) aus Definition 3.1.1 auch fiir Riume
komplexwertiger Funktionen ein isometrischer Isomorphismus.

Wir wollen ehrlich sein und in Wiirdigung der von de Leeuw und Jenkins ge-
leisteten Arbeit einrdumen, dafl wir uns den grofiten Teil des nun folgenden
Beweises sparen konnten, denn nach Bemerkung 3.2.8 folgt bereits aus dem
verallgemeinerten Ansatz von de Leeuw die Tatsache, dafl auch fiir komplexe
Holderrdume die Abbildung I zumindest ein Isomorphismus ist. Dieses Ergeb-
nis (welches explizit auch bei Jenkins nicht zu finden ist) wird im Artikel [25]
von Johnson schlichtweg unterschlagen, obwohl Johnson fiir den komplexen Fall
zunichst auch nicht mehr beweisen kann. Allerdings kommen wir so in den Ge-
nuf} einer ganz anderen Sichtweise auf das Problem, die mit der Approximation
grofler Lipschitzfunktionen durch kleine primér nichts mehr zu tun hat, und
die der mathematischen Welt womdglich auf ewig verborgen geblieben wire,
wenn Jenkins bereits die ganze Wahrheit gewuf3t héitte. So wollen wir denn
auch auf eine kurze Darstellung von Johnsons Gedankengéngen trotz der fort-
geschrittenen Seitenzahl nicht verzichten. Das Sahneh&ubchen indes, ndmlich
der Beweis, daf I tatséichlich immer und von vornherein (!) isometrisch ist,
konnte man unabhingig vom Rest des Beweises auch auf das Ergebnis von
Jenkins setzen (bzw. sogar vor diesem servieren). Vollig unbekannt ist uns der
Beweis der Normerhaltung von I allerdings auch nicht, denn Wulbert hat ihn
in analoger Form (allerdings spéter, wiewohl unabhéngig von Johnson) im Be-
weis zu Lemma 2.4.4 und Satz 2.4.3 durchgefiihrt. Man beachte im ersten Teil
des folgenden Beweises, auf welch wundersame Weise der Operator I plotzlich
als Adjungierte einer Abbildung ins Spiel kommt und wie einfach die letztere
aussieht.

Beweis von Theorem 3.3.2. Sei Vi (bzw. Uy) der von den Punktauswertungs-
funktionalen A, in Lip(K*)' (bzw. §, in lip(K?®)') aufgespannte Unterraum
mit der (jeweils) von dort induzierten Norm. Nach Lemma 3.3.1 existiert zu je-
der endlichen Menge z;, i =1,...,n, von Punkten in K und jedem j =1,...,n
ein g; € lip(K*), welches mit dem Kroneckersymbol 0;; gerade g;(z;) = d;;
erfiillt (ein h € Lip(K®) mit dieser Eigenschaft existiert nach dem Fortset-
zungssatz 1.1.20). Es ist also die Menge der Punktauswertungsfunktionale in
lip(K*) und (damit auch) in Lip(K®)' linear unabhiingig und folglich jeweils
eine Basis der Rdume Uy bzw. Vj.

Definiere nun die lineare Abbildung 7' : Vy — Up durch T'(4,) = J,. Dann
ist 7" wohldefiniert und bijektiv und wegen lip(K®) C Lip(K®) auch kontrak-
tiv. Jetzt betrachte man die Adjungierte 77 : Uy — V. Nach Satz 3.1.7 gilt
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lip(K®)" = Uy und nach Satz 1.1.22 hat man Vj = Lip(K®). Der erste dieser
beiden Isomorphismen schrinkt ein Funktional F € fip(K®)" einfach auf Uy
ein und es gilt 7"(F)(4;) = F(T(A,)) = F(d;). Nach Satz 1.1.22 liefert der
zweite kanonische Isomorphismus 7”(F') als Element des Raums Lip(K“)" /V},
welches nach eben diesem Satz als eine Funktion f € Lip(K®) erscheint mit
f(z) = T'(F)(A;). Hieraus folgern wir, dal modulo der beteiligten Identifi-
kationen tatséchlich 7" = I mit der in Definition 3.1.1 gegebenen Abbildung
I:lip(K*)" — Lip(K®) gilt. (Zu sehr wundern sollte man sich dariiber freilich
nicht, denn der Satz 1.1.22 ging ja von der gleichen Abbildung I, nur “eine
Stufe hoher” auf Lip(K®)", aus.)

Sei nun ein ¢ = Y " | X\idy, € Uy mit reellen oder komplexen A; und Punkten
x; in K,i=1,...,n, gegeben. Fiir jedes reellwertige h € Lip(K*) und jedes
e > 0 liefert Lemma 3.3.1 ein g € ¢ip(K®), womit man

D Xih(z)| = > ig(as)
=1 =1

abschétzen kann. Nebenbei folgt hieraus, daf im reellen Fall auch 7! kontrak-
tiv und damit T' isometrisch, mithin I = T ein isometrischer Isomorphismus
ist.

T~ (h)| = = = le(@)l < lelllglea < (1 +e)lIhllL,

Ist h € Lip(K®) komplexwertig, so existieren (vgl. Beweis von Satz 1.1.20)
reellwertige hy und hg mit h = hy + ihy und max(||h1||z,, [|P2]lz.) < [|R]L,, SO
daf eingedenk der gerade durchgefiihrten Rechnung

T~ o(h)] = T () +i T~ p(ha)| < [T p(hn)[+ T (h2)] < 2]l0ll'[|RlL.
folgt. Insgesamt ist also 7" und damit auch I ein Isomorphismus.

Zur Isometrie von I: Wir betrachten mit der isometrischen Einbettung von
lip(K?®) in Co(K“) geméB Definition 1.1.9 und Satz 1.1.10 die Teilmengen

Pi={\, z€K\=1}

und
P2 = {)‘(51 - (Sy)/da(x,y) HENIES K,.T 7& Y, ’)“ = 1}

von Funktionalen aus fip(K®)’, die auf @(¢ip(K®)) als Einschrinkungen der
entsprechenden Punktmafle auf K wirken. Letztere bilden gerade (vgl. S. 350
n [55]) die Extremalpunktmenge der Einheitskugel von M(K®). Eine Anwen-
dung von VIII.6.28 in [55] liefert nun die Tatsache, dal P := P; U P, alle
Extremalpunkte von By, ey enthilt. Da £ip(K*)" nach Satz 3.1.9 separabel
ist, folgt aus dem Satz von Bessaga-Pelcyziiski (siehe 23.C. in [20])

-1 -1

co(PLUPy)" = coext Byp(kay' = = Bpip(ioy-
Hieraus schliet man fiir jedes F' € fip(K®)” nach Definition von I und der
Lipschitznorm || - ||, (genauso wie im Beweis zu Satz 2.4.3)
IFI" = sup |F(p)l= sup  |F(e)l = sup [F(p)] = [I(F)]La,
SOEBZip(KO‘)/ peext BZip(KO‘)/ (,06P1UP2
womit I eine Isometrie ist. O
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Der obige Beweis basiert iiber Lemma 3.3.1 einmal auf der linearen Unabhéngig-
keit der Punktauswertungsfunktionale in fip(K®)" und damit auf einer gewis-
sen Reichhaltigkeit von lip(K®)" bzw. lip(K®), zum zweiten aber auch auf
der Separabilitit von lip(K®)'. Die erstgenannte Eigenschaft ist fiir beliebige
Kompakta K statt fiir K mit 0 < a < 1 im allgemeinen nicht zu erwarten,
wohingegen die Separabilitit von ¢ip(K)" nach Satz 3.1.9 immer gilt. Damit ist
analog mit dem abkoppelbaren zweiten Teil des gerade gefiihrten Beweises die
Abbildung I immer isometrisch, so dal man Korollar 3.1.8 auch gleich allgemei-
ner hitte formulieren kénnen. Insbesondere Jenkins wére mit dieser Kenntnis
viel “unnotige” Arbeit erspart geblieben.

Der obige Isometrie-Beweis zeigt also, dafl man die Aussage des Lemmas 3.3.1 —
statt fiir alle (wie bei Jenkins) — lediglich fiir ein beliebiges € > 0 benétigt (was
Jenkins ja schon weil). (In Abschnitt 3.5, konkret in Theorem 3.5.3 und Be-
merkung 3.5.5, wird es “noch dicker kommen”!) Wir werden nun einen weiteren
Beweis von Theorem 3.3.2 kennenlernen, fiir den die volle Schérfe von Lemma
3.3.1 auch nicht gebraucht wird. Interessanterweise “merkt” man in diesem Be-
weis gar nicht, ob man es mit reell- oder komplexwertigen Funktionen zu tun
hat, denn eine solche Unterscheidung ist fiir diesen Ansatz schlichtweg nicht
notig. Die Uberlegenheit dieses Beweises zu den bisher behandelten Ansétzen
zeigt sich auch darin, dafl hier im Gegensatz zum Beweis von Johnson noch
nicht einmal die Separabilitéit von fip(K®)" explizit benotigt wird, wiewohl die-
se nach Satz 3.1.9 natiirlich in der Kompaktheit von K enthalten ist. Diese
Tatsache wird jedoch wichtig im Hinblick auf Beweise fiir Verallgemeinerun-
gen von Theorem 3.3.2, wenn man zum Beispiel nur noch lokalkompakte K
betrachten mochte (vergleiche hierzu Bemerkung 1.1.11). Auf solche Verallge-
meinerungen wollen wir hier nicht niaher eingehen, aber auf die Literatur dazu
([50] von N. Weaver) kann man schon verweisen.

Der im folgenden diskutierte Beweis von Theorem 3.3.2 stammt von W. G.
Bade, P. C. Curtis, Jr., und H. G. Dales und ist zu finden in [2]. Diese Autoren
arbeiten in der Theorie der Banachalgebren und betrachten daher auch Lip-
schitzrdume unter diesen Gesichtspunkten. Insbesondere verwenden sie also die
Norm ||-||a auf Lip(K) aus Satz und Definition 1.1.3, auf die iibertragen das
Theorem 3.3.2 ebenfalls gilt. Figentlich sind die Autoren an diesem Theorem
und an den damit verbundenen Lemmata (ndmlich den auf die Norm || - || 4 zu-
geschnittenen und analog beweisbaren Ergebnissen aus Abschnitt 3.1) auch nur
im Hinblick auf ihre Implikationen fiir die kleinen Lipschitzraume als Banach-
algebren interessiert, die hier natiirlich nicht diskutiert werden sollen.

Der von Bade, Curtis und Dales vorgeschlagene Beweis von 3.3.2 ist ausgespro-
chen #sthetisch und dariiber hinaus vergleichsweise einfach und klar (wobei
bekanntlich die letzteren Eigenschaften erstaunlich oft mit der Eigenschaft der
Asthetik Hand in Hand daher kommen). Er 1i8t sich problemlos auf die Norm
|- ||z tibertragen und vereinfacht sich in diesem Fall sogar, denn Bade, Curtis
und Dales miissen zum Beweis der Kontraktivitéit von I fiir die Norm || - |4
einen Umweg iiber den Satz von Goldstine (siehe VIIL.3.17 in [55]) machen, an
den wir ja in Lemma 3.1.3 nicht im entferntesten gedacht haben. Interessant ist
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an diesem Beweis, daf} sich die Normerhaltung von I (dhnlich wie bei de Leeuw
durch die Eigenschaften der Faltungen mit Fejér-Kernen) aus der Herleitung
der Surjektivitit von I (und im iibrigen unabhiingig von den Uberlegungen von
Johnson) fast wie von selbst ergibt.

Der Vorteil der dem Beweis zugrundeliegenden Idee liegt schlicht und einfach
darin, daf} eine Inverse zur Abbildung I angegeben wird. Im Gegensatz zum
Vorgehen von Wulbert im Beweis zu Satz 2.4.3 springt einem hier die Inverse
fast ins Auge (und es ist diesmal auch sonnenklar, daf es tatséchlich eine ist!).
Betrachtet man einfach lange genug das Ergebnis

o(f) = / P(f)dp Vf € lip(K) (3.3.1)

K

im Beweis des Lemmas 3.1.4, so wird man der Dualitéit gewahr, die darin be-
steht, daB nicht nur die Mafie ; € M(K) Funktionale auf Lipschitzfunktionen
abgeben konnen, sondern daff umgekehrt auch Funktionen f € fip(K) mit der
gleichen Formel Anlafl zu Funktionalen auf lip(K)’, reprisentiert durch Mafle
aus M (R’ ), geben. Und es hindert einen niemand daran, dies — wenn auch
zunéichst nur formal — fiir grofie Lipschitzfunktionen h € Lip(K), fiir die ja
&@(h) auch definiert ist, ebenfalls zu betrachten. Konkreter und mit einem mitt-

lerweile angebrachten Abschied von den Hoélderrdumen:

Definition 3.3.3. Ist K ein kompakter metrischer Raum, so definiere die Ab-
bildung
J : Lip(K) — lip(K)"

durch

fiir h € Lip(K), wenn p geméfl 3.3.1 ein das Funktional ¢ € fip(K)' représen-

tierendes Mafl aus M (K) ist (in den Féllen, in denen diese Zuordnung Sinn
ergibt).

Das Problem mit dieser Definition liegt auf der Hand: Sie mufl gerechtfertigt
werden, und darin liegt die Hauptarbeit, und dies gelingt nicht immer, wie die
Voraussetzung im néchsten Satz andeutet. Es gilt zwar

(T < [2(h)1 ‘ / um‘ < IRllzlially = IAlzlel,

also (J(h))(¢) € lip(K)" und ||J(h)|| < |||z, d.h. J ist kontraktiv — aber
natiirlich nur dann, wenn J iiberhaupt wohldefiniert ist, und dies ist vollig
unklar.

Einen Lichtblick bieten die kleinen Lipschitzfunktionen, denn sind p und v zwei
das Funktional ¢ gemif (3.3.1) représentierende MaBe, so gilt ja wegen (3.3.1)
gerade

/f(@(f)d(u —v)=0 Vfe€lip(K).

99



Mit dieser Tatsache im Gepéck gelingt es nun Bade, Curtis und Dales, die
Wohldefiniertheit von J auf ganz Lip(K) zu zeigen, jedoch erwartungsgemif
nur dann, wenn Lip(K) sich so “angenehm” wie ein Holderraum “verhilt”.
Dafiir greifen sie heftigst auf die von de Leeuw geleistete Vorarbeit in Gestalt
von Satz 3.1.7 zuriick und eigentlich auch auf das Ergebnis 3.3.1 von Jenkins,
wobei sie dieses lieber gleich selbst beweisen. Hier wird Lemma 3.3.1 wieder nur
fiir ein beliebiges € > 0 bendétigt, diesmal aber allgemein fiir komplexwertige
Funktionen, was mit dem Faktor /2 + ¢ ja auch kein Problem ist. Bade, Curtis
und Dales zeigen jedoch sogar die Existenz eines f € Lip(K) C lip(K®) mit
den entsprechenden Eigenschaften und € = 1. Sie greifen dafiir nicht auf den
Satz 1.1.20 von McShane zuriick, was zumindest mit der Beweistechnik von
Jenkins (siehe Beweis zu Lemma 3.2.6) auch nicht zu machen wire. Stattdessen
imitieren sie den Beweis von McShane, um ihr stérkeres Ergebnis zu erhalten
(welches tibrigens fiir komplexwertige Funktionen wieder bis auf einen Faktor
V2 4 € und fiir reellwertige bis auf 1 + & verbessert werden kénnte).

Satz 3.3.4. Fiir einen kompakten metrischen Raum K existiere eine Konstante
¢ > 1, so daff es zu jeder Funktion h € Lip(K) und endlich vielen Punkten
x; € K,i=1,...,n, eine Funktion g € lip(K) gibt, welche g(x;) = h(x;) fir
allei=1,...,n und ||g||r < c||h||r erfillt.

Gilt nun fiir ein reguldres Borelmaf$ p € M(K)
/ P(g)dp =0 Vg € lip(K),
K
so gilt auch

/ B(h)dp =0 Vh € Lip(K).

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Dann existiert mit der gleichen Argumentation wie
in den Beweisen zu Lemma 3.1.6 und Satz 3.1.7 (man beachte, da§ dort —
im Gegensatz zum Existenzbeweis fiir Lemma 3.1.4 — die ¢ip-Bedingung an
keiner Stelle eingeht) ein Mafi n € M (K) mit endlichem Tréger A C K und der
Eigenschaft

‘/ _/ hdn‘ <ellbll, Vh e Lip(K).
K

Wihle nun ein (beliebiges komplexwertiges) h € Lip(K). Dann existiert nach
der ersten Voraussetzung ein g € fip(K) mit g4 = h|4 und ||g|lr < cl[h|L,

mithin
' | o [ gdn' < eliglle < celllz.
K K

Da aber nach der ersten Annahme | 5 9dn = / 5 hdn und nach der zweiten

fK g)dp = 0 ist, folgt
' [ o \ (e + ellhllc

und damit wie gewiinscht [ @(h)du = 0. O

100



Neben der Tatsache, dafl der gerade bewiesene Satz die Wohldefiniertheit von
J liefert, an der wir ja interessiert waren, ist natiirlich auch schon die Aus-
sage selbst bemerkenswert. Wie schon Lemma 3.3.1 deutet sie (unter der an-
gegebenen Voraussetzung) einmal mehr auf eine gewisse “Grofie” des kleinen
Lipschitzraums ¢ip(K) hin und besagt diesmal, lax gesprochen, dafi der An-
nihilator von /ip(K) als Unterraum von Co(K) so “stark” ist, daB unter ihm
auch Lip(K) als Unterraum von CP(K) noch verschwindet. Anders formuliert
besagt das Ergebnis, daf§ ein Funktional auf ¢ip(K) mit einer gemé&f (3.3.1)
gegebenen Gestalt eindeutig von einem Funktional auf Lip(K') der gleichen Ge-
stalt herrithrt. Wir werden in Abschnitt 4.1 auf dieses Phdnomen unter einem
anderen Gesichtspunkt (siehe S. 127 ff) noch einmal zuriickkommen.

Zusammen mit der bereits (im Anschluf an Definition 3.3.3) gezeigten Kontrak-
tivitdt von J und der schon lange (Lemma 3.1.3) bekannten Kontraktivitét von
I muf} jetzt nur noch verifiziert werden, dafl J tatséchlich die Inverse von [ ist.
Dies ist aber nun sehr einfach. Man mufl nur bedenken, dafl das Punktmaf§ u,
auf K an der Stelle z € K natiirlich ein gemifl Lemma 3.1.4 représentierendes
Ma$ fiir 6, € ¢ip(K)' ist, so dal nach Definition von I und J

&(h)dpy = h(z) Vre K

K

I(0)(z) =T )) = |

gilt und I surjektiv mit der Rechtsinversen J ist. Hieraus kann man nat{irlich
noch nicht schlieBen — wie sehr Bade, Curtis und Dales diesen Eindruck auch
vermitteln mégen — daf3 J sofort die Linksinverse von [ ist. Dies folgt jedoch
aus der uns schon lange bekannten Injektivitdt von I mit Korollar 3.1.8. Wir
notieren das Bewiesene in der allgemeinsten Form.

Theorem 3.3.5. Besitzt der metrische Raum K die in Satz 3.3.4 angegebene
Eigenschaft, so ist die in 3.1.1 definierte Abbildung I : lip(K)" — Lip(K) ein
isometrischer Isomorphismus.

Natiirlich wire dieses Theorem einigermaflen leblos, wenn wir nicht (nach Lem-
ma 3.3.1) wiilten, dal metrische Rdume, versehen mit Holdermetriken die in
Satz 3.3.4 genannte Eigenschaft haben — und wir hétten nicht die verallgemei-
nerten Holdermetriken definiert, wenn diese sich nicht auch so verhielten. Man
sieht, daf es sich lohnt, weiter auf dieser Eigenschaft und der damit verbunde-
nen in Lemma 3.3.1 herumzureiten, und genau das wird in Abschnitt 3.5 getan.
Schlielich hitte man ja gerne noch eine notwendige Bedingung dafiir, dafl I
ein isometrischer Isomorphismus ist. Und um diese zu sehen — natiirlich sehen
wir sie schon die ganze Zeit — wird eine vierte (aber auch letzte!) Variante
diskutiert, obiges Theorem zu beweisen — eigenartigerweise aber wieder nur
fiir den reellen Fall. Am Schluf}, beim Einsammeln aller Ergebnisse, wird klar,
dafl wir damit auch gut auskommen.

101



3.4 Die Kantorovich-Rubinstein-Norm

Das iibergeordnete Ziel im weiteren Verlauf von Kapitel 3 ist es, der Natur der
Dualitit lip(K)"” = Lip(K) ganz auf den Grund zu gehen und alle kompak-
ten metrischen Réume, fiir die diese Dualitéit besteht, vollstdndig zu charak-
terisieren. Zu diesem Zweck wollen wir eine Idee von L. G. Hanin aus dem
Jahre 1992, zu finden in [15], [16] und [17], zu verstehen versuchen. Hanin hatte
Kenntnis von allen bisher in diesem Kapitel behandelten Artikeln, angefangen
von de Leeuw [33] bis hin zu Bade, Curtis und Dales [2], und dariiber hinaus
studierte er frithere Arbeiten des Nobelpreistrigers L. V. Kantorovich (teilweise
mit dem Ko-Autor G. S. Rubinstein), deren wichtigste Ergebnisse im Klassiker
[29, S. 225-237] iiber Funktionalanalysis zusammengefafit sind.

Die Idee von Hanin ist motiviert durch den Rieszschen Darstellungssatz (siche
I1.2.5 in [55]), der ja den Dualraum von C(K) fiir ein Kompaktum K als den
Banachraum (M (K), || - ||v) von reguléren Borelmafien auf K, versehen mit der
Variationsnorm || - ||y, identifiziert. Daher ist es alles andere als abwegig, die
Frage aufzuwerfen, ob es fiir den Dualraum des Raums ¢ip(K) von spezielleren
stetigen Funktionen nicht auch eine Darstellung iiber Mafle auf K gibt, zum
Beispiel indem man die Variationsnorm durch eine andere geeignete ersetzt.
So war es sicher eine kleine Sternstunde fiir die Mathematik, als Hanin fest-
stellte, daf} diese Frage im Jahre 1942, also bereits 50 Jahre bevor sie gestellt
wurde, schon fast beantwortet war — und noch dazu im Hinblick auf die Dua-
litét Lip(K)"” = Lip(K)! Natiirlich hatte sich der Autor, Kantorovich, damals,
als er seine Kantorovich-Rubinstein-Norm definierte, fiir etwas ganz anderes
interessiert, aber so ist es nun mal in der Mathematik.

Der bisherige Umfang dieser Arbeit verbietet eine umfassende Darstellung der
Kantorovich-Rubinstein-Theorie, die gleichwohl lohnenswert wére und auf den
Seiten 225-237 in [29] ausfiihrlich dargestellt ist. So wird im weiteren Verlauf
das, was man zum Versténdnis der Verzahnung dieser Theorie mit unserer Theo-
rie iber Lipschitzraume wissen muj$, so verdichtet wie moglich beschrieben. Im
Hinterkopf haben sollte man dabei die folgenden beiden Defizite der Variati-
onsnorm auf M (K): Erstens “sieht” diese Norm die Metrik auf K “praktisch”
nicht, da sie nach Definition (siehe [55, S. 21/22]) nur von der Topologie auf K
abhéngt, mithin invariant unter allen Metriken ist, die die gleiche Topologie auf
K erzeugen. So kommt es auch, daf fiir verschiedene Punktmafe ., und 4, auf K
stets ||0;—0y|lv = 2 gilt. Wir werden demgegeniiber sehen, dafl die Kantorovich-
Rubinstein-Norm || - || g durch ||0, — §y||x = d(z,y) Va,y € K die Metrik d auf
K reproduziert. Das zweite Defizit des Raums (M (K), || - ||v) besteht darin, da8
die Beschreibung seines Dualraums, der auf komplizierte L°°-Réume fiihrt, sehr
schwierig und unanschaulich ist. Der Dualraum von (M (K), || - || k) hingegen ist
uns bereits seit 1.1.2 bekannt.

Kantorovich betrachtet in [29] das folgende sehr anschauliche Transportproblem.
Es sei eine Menge K von n Orten gegeben, die der Einfachheit halber mit
Zahlen K = {1,...,n} bezeichnet seien. An diesen Orten seien entweder Pro-
duzenten oder Konsumenten eines gewissen Produkts angesiedelt. Dabei stehe
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die Zahl v; fiir die pro Jahr am Ort ¢ produzierten oder konsumierten Einhei-
ten des Produkts, wobei das Vorzeichen von v; mit v; < 0 Produktion und mit
v; > 0 Konsum andeutet. Sind mit v;” = max{v;,0} und mit v; = — min{y;, 0}
bezeichnet, so kann man den Vektor (v, )!_; als Anfangszustand (Hersteller-
ebene) und (v;")™; als Endzustand (Verbraucherebene) auffassen. (Stellt man
sich vor, dafl an den Orten in K sowohl produziert als auch konsumiert wird,
so stellen die v;” Produktionsiiberschiisse und die v~ Defizite dar.) Insgesamt
soll genauso viel produziert wie konsumiert werden (bzw. die Uberschiisse und

die Defizite sollen sich gerade ausgleichen), so dal man von

n n
S —v)=) =0 (3.4.1)
i=1 i=1
ausgeht. Vom Ort ¢ zum Ort j sollen pro Jahr ¢;; Einheiten des Produkts trans-
portiert werden, womit durch die Matrix ¢ = (1);;) ein Transportplan gegeben
ist. Es werden also pro Jahr " ; ¢;; Produkteinheiten vom Ort k importiert
und Zglzl y; Einheiten exportiert, und die Differenz ist gerade die hergestellte

oder benétigte Produktmenge (bzw. der Uberschuf oder das Defizit)

Z¢ik - Z Yy = Vi — vy = (3.4.2)

ieK jeK

Der Transportplan vermittelt also den Ubergang vom Anfangszustand (v, )iy
zum Endzustand (v;")™ ;. Belaufen sich die Kosten fiir den Transport einer
Einheit des Produktes vom Ort ¢ zum Ort j auf d;; Geldeinheiten, so betragen
die gesamten Transportkosten pro Jahr

() =D dijihi (3.4.3)
€K jeK
Geldeinheiten, und es ist klar, daff man nach einem Transportplan ¢ sucht, fiir
den ¢()) minimal wird.

Man weif} aus der unter anderem von Kantorovich vorangetriebenen Theorie der
linearen Programmierung, dafl ein solcher Transportplan immer existiert und
auch — was hier nicht unwichtig sein diirfte — wie man ihn errechnet. In der
Praxis wird man getrost davon ausgehen kénnen, dafl ein “nichttrivialer” Trans-
port immer etwas kostet und dafl Spediteure keine unsinnigen Transportwege
wahlen. Nimmt man weiter an, dafl eine Reise von einem Ort zu einem anderen
genauso teuer ist wie die Riickfahrt, so stellt die Matrix (d;;) eine Metrik auf
K dar.

Auf diese Weise wird man ganz natiirlich auf eine Verallgemeinerung des Trans-
portproblems gefiihrt, wenn man die beteiligten Orte nicht mehr zéhlen méchte
oder kann, zum Beispiel wenn sie Punkte in einem unendlichen kompakten
metrischen Raum sind. Allgemein hat man nun ein von Kantorovich untersuch-
tes Massentransportproblem vorliegen. An die Stelle der Vektoren (v; ) ; und
(V7)1 treten nun nichtnegative MafBe v_ und v, auf den Borelmengen B(K)
von K, wobei man analog zu oben von einer durch v_ gegebenen Anfangsver-
teilung iiberschiissiger Masse auf K (gemessen auf den Borelmengen von K)
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durch “Umschichten” zu einer Endverteilung v dieser Masse kommen mdchte.
Daf3 dabei nichts verloren geht, wird wie in (3.4.1) durch v_(K) = vy (K) si-
chergestellt, so daf fiir das Maf}

vi=vy —v_ € My(K):={pe M(K): uK)=0}

gilt. Umgekehrt gibt natiirlich jedes Mafl v € My(K) iiber seine negative und
positive Variation v_ und v (siche Satz A.4.4 in [55]: Hahn-Jordan-Zerlegung)
Anlafl zu solchen Anfangs- und Endverteilungen. Fiir eine Verschiebung der
Masse zwischen diesen Zusténden sorgt nun ein nichtnegatives Maf ¢ € M (K ?),
welches mit ¥ (e, e3) die von der Menge e; in die Menge e, transportierte Masse
angibt, aber natiirlich so, daf} es iiber

V(K e) — (e, K) =vy(e) —v_(e) =v(e) Vee B(K) (3.4.4)

analog zu (3.4.2) auch wirklich zwischen Anfangs- und Endzustand “vermittelt”.
Die Familie aller solcher Mafe fiir ein festes v € My(K) sei mit ¥, bezeichnet.
Der Aufwand fiir den Transport von Masse zwischen den Punkten z,y € K
wird mit d(z,y) durch die Metrik d auf K gegeben, so dafl

o) = [ dz,)dviz,) (345

als “verschmiertes” Analogon an die Stelle von (3.4.3) tritt.

Wieder versucht man, den Aufwand ¢(¢) fiir den Massentransport so klein wie
moglich zu machen, und Kantorovich zeigt, dafl es einen Transport 1),,, fiir den
¢(¢y,) minimal wird, immer gibt. Er entwickelt zudem (wie im diskreten Fall)
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ein solches 1 und baut dafiir
seine Theorie auf, welche ihn (an dieser Stelle scheint dies fast mysteriés) auch
in die Welt der Lipschitzraume fithrt. Wie schon angekiindigt tritt dabei eine
neue Norm fiir Mafle auf K in Erscheinung, und hier ist sie:

|v||% := inf / d(z,y)dy(xz,y) Yv e My(K). (3.4.6)
Yev, Ji2
Der geringstmogliche Aufwand fiir den von v € My(K) provozierten Massen-
transport auf K gibt also Anlaf zu einer Norm auf M(K), der Kantorovich-
Rubinstein-Norm || - ||%, die im folgenden mit KR-Norm abgekiirzt sei. Wir
wollen die Normeigenschaften hier nicht nachrechnen, aber darauf hinweisen,
daf auch Kantorovich die Tatsache, daf8 ||-||% nicht nur eine Halbnorm ist,
erst zeigen konnte, nachdem er (mit einer Variante von Theorem 3.4.5) die Ver-
bindung zu Lipschitzraumen hergestellt hatte (natiirlich ohne das noch nicht
Bewiesene vorher benutzt zu haben, wie man sich in [29] iiberzeugen kann).

Man sieht leicht ein, dafl mit

AL O L CO R
Yy (e €)= v () Ve,e' € B(K) (3.4.7)

nach Fortsetzung auf B(K?) fiir jedes v € My(K) ein v, € ¥, definiert
ist (ein normalisiertes Produktmafl tut’s also schon). Fiir den Tréger supp ),
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gilt natiirlich suppv, = (suppr_) x (suppr4), und weiter ist die Gleichheit
(K, K) =v_(K) = vy (K) klar. Hieraus folgt die Abschétzung

/ d(z,y) dipy(z,y) < vy (K)max{d(z,y) : x € suppv_,y € suppr}

K2

und mit ||v||y = |[v|(K) = vi(K) + v_(K) (siche Satz A.4.4 in [55]) damit das
grundlegende

Lemma 3.4.1. Fliir jedes v € My(K) gilt

. 1 .
] < w4 () diam(supp ) < 2]y diam(K).

Dieses Ergebnis stellt eine erste Verbindung der KR-Norm mit der Metrik auf
K her (welche fiir die Variationsnorm schlichtweg nicht existieren kann, da diese
ja iiber die Topologie bzw. sogar nur iiber die Borelmengen definiert ist), und
speziell folgt das

Korollar 3.4.2. Fir das Maf 0, — 6, € Mo(K), z,y € K, gilt
102 — 53/”?( < d(z,y).

Das néchste Lemma ist essentiell fiir alles weitere und 148t mit Blick auf Satz
3.1.7 bereits Gutes hoffen.

Lemma 3.4.3. Die Mafle mit endlichem Tréger liegen dicht in My(K) beziig-
lich der Kantorovich-Rubinstein-Norm.

Da der Beweis weder schwer noch lang ist und genau das funktioniert, was man
gerne téte, sei er hier festgehalten.

Beweis. Man zerlegt fiir ein gegebenes v € My(K) das Kompaktum K disjunkt

in Borelmengen e;, i = 1,...,n, vom Durchmesser héchstens W und definiert
das Maf .
Up = Z v(€;)0s,,
i=1
wenn x; € e; fir i = 1,...,n beliebig gewéhlt sind. Dann ist v, ein Mafl mit

endlichem Trager und in My(K), denn es ist

n

vp(K) = vle)) = v(K) =0.

i=1
Nun beobachtet man, dafl die Mafle v;, i = 1,...,n, definiert durch
vi(e) =v(eNe;) —v(e;)ds,(e) Vee B(K),
in My(K) sind und die Eigenschaft

n
E Vi =V =1
i=1
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besitzen. Weiter ist fiir jedes ¢ der Trager von v; im Abschluf} von e; enthalten,
so dal diam(supp v;) < m und

(Vi) +(K) = (vi)+(ei) S vile) — (—v—(e;)) = vi(e) +v—(e;)

gilt, womit man aus Lemma 3.4.1
€ .
villk < (v (en) +v—(e)) Vi=1,....n
lvllv
schlieft. Und jetzt rechnet man

n
v
i=1

= (Wi (K) + v (K)) ==
lv[lv

n

0 n
<Y llillk < W N (i) +v-(e))
K =1 viiv

i=1

lv = vpll% =

O

Im néchsten Theorem wird nun die angestrebte Verbindung zwischen den Ma-
Ben mit der KR-Norm und den Lipschitzraumen hergestellt. Kantorovich hat
dieses Theorem fiir (Mo(K), |- [|%) und (Lipo(K), L(-)) bewiesen. Es ist aber
nicht schwer, das Ergebnis gleich auf (Lip(K),||-|/z) zu iibertragen, und das
werden wir auch tun, nachdem die dafiir passende Definition der KR-Norm auf
ganz M (K') vorgenommen wurde.

Satz und Definition 3.4.4. Fiir einen kompakten metrischen Raum K und
we M(K) setze

= inf 0 — :
all 2 Vei?O(K)(HVHKJrHu vllv)

Dann ist || - ||k eine Norm, die Kantorovich-Rubinstein-Norm auf M(K). Sie
ist auf Mo(K) dquivalent zur klassischen KR-Norm |- ||% und mit dieser im
Falle diam(K) < 2 sogar identisch. Speziell gilt ||0||x = 1 YV € K, und der
durch die Punktmafle aufgespannte Unterraum liegt dicht in M(K) beziiglich
der Norm || -||g. Schlieflich sind (Mo(K),|-||%) und (M(K),| - |lx) fir un-
endliches K nicht vollstindig.

Beweis. Die Normeigenschaft sieht man durch kurzes Innehalten ein. Hat man
ein u € My(K), so bemerkt man einerseits

lullze < llall + i = pllv = Nl

und andererseits mit Lemma 3.4.1 und beliebigem v € My(K)
0 0 0 0 L.
el < lvlik + e = vk < vk + 5 diam(K)llp = viv,

also ||u]|% < max(1,diam(K)/2)||p| r. Hieraus folgt die Aquivalenz und darii-
berhinaus fiir diam(K) < 2 sogar die Gleichheit der beiden Normen.
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Fiir die PunktmaBe sieht man sofort ||d;||x < 1, und weiter gilt mit jedem
v € My(K) die Tatsache (d, —v)(K) = 1, also sicher ||0,—v||yv = |6,—v|(K) > 1
und daher ||0,]|x = 1. Dal der durch die PunktmaBe aufgespannte Unterraum
dicht in (M(K),| - ||x) liegt, folgt unmittelbar aus Lemma 3.4.3. Ist ndmlich
ein Mafl p € M(K)\My(K) gegeben, so ist fiir ein beliebiges z € K offenbar
p = p—p(K)d, € Mo(K). Nun gibt es aber ein Ma8} p7, € Mo (K') mit endlichem
Triiger, so daB [|p/ — pu ||% < € gilt. Also ist (unter Beachtung der Aquivalenz
der Normen |- ||% und |- ||k auf My(K)) das MaB u(K)d, + ty € M(K) mit
endlichem Triger eine Approximation von u beziiglich || - || k.

Jetzt mufl nur noch gezeigt werden, daB (Mo(K), |- [|%) und (M(K), ||| k)
fiir unendliches K nicht vollsténdig sind. Zun#chst ist (My(K), | - ||v) ein abge-
schlossener Unterraum von (M (K),||-|y) und damit selbst ein Banachraum.
Denn wére ein p € M(K)\Mp(K) Hiufungspunkt einer Folge (p,) € Mp(K),
so hitte man fir alle n € N stets (u — p,)(K) = p(K) # 0, also auch
Il — pnllv = |p(K)| > 0 im Widerspruch zu g — pplly — 0 fir n — oc.
Aus Lemma 3.4.1 folgt nun, daf} die Identitét

Id s (Mo(K), || - [lv) — (Mo(K), [| - 1 %)

stetig ist. Sie ist also nach dem Satz iiber die offene Abbildung (siehe konkret das
Korollar IV.3.5 in [55]) genau dann ein Isomorphismus, wenn (Mo(K), |- [|%)
vollstiandig ist. Gleiches gilt fiir (M(K),| | x). Da K als kompakt und un-
endlich vorausgesetzt ist, existiert eine Cauchyfolge (z;);>0 mit paarweise ver-
schiedenen z; € K. Damit ist wegen Lemma 3.4.2 auch (d,,) eine Cauchyfolge
in (M(K),|-|lx), obwohl stets |6z, — dx,[lv = 2 fiir i # j gilt. Folglich ist
(M(K),| - | x) kein Banachraum, und Gleiches schliet man fiir (Mo (K), | - |%),
wenn man die Cauchyfolge (05, — 0z, ,)i>1 € My(K) ansieht. O

Da wir in diesem Kapitel isometrische Isomorphismen zwischen Lipschitzrau-
men betrachten und es hierfiir aufgrund von Bemerkung 1.1.7 bzw. Satz 1.1.8
reicht, von diam(K) < 2 auszugehen, ist es nach dem gerade erhaltenen Er-
gebnis nur anstédndig, dies auch zu tun. So brauchen wir angesichts des obigen
Satzes nicht zwischen || -[|% und ||- ||k auf My(K) unterscheiden und konnen
auch im folgenden stets von nur einer Kantorovich-Rubinstein-Norm sprechen.

Nun treten endlich — wie schon lange angekiindigt — die Lipschitzraume auf
den Plan, und zwar iiber die Dualitéit, die analog in Definition 3.3.3 von Bade,
Curtis und Dales bereits betrachtet wurde. Man beachte im Beweis des Theo-
rems, wie iiber den Umweg (3.4.4) ganz natiirlich eine Lipschitzkonstante ins
Spiel kommt.

Theorem 3.4.5. Die Dualitdt
(i) = [ h (€ Lip(R). p € M(K))

vermittelt einen isometrischen Isomorphismus j zwischen dem Lipschitzraum
Lip(K) und dem Dualraum (M(K),| - ||x)"-
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Beweis. Die Wohldefiniertheit von j ergibt sich aus den nachfolgenden Abschit-
zungen, und die Linearitét von j ist klar. Seien also h € Lip(K) sowie p € M(K)

gegeben und weiter v € My(K) und ¢ € ¥, beliebig. Dann gilt

i) = [ hdp= [ W=+ [ na)iv)

K

und damit zunachst

/Kh(x)d(u—V)(x) < lhlloollpr = vilv - Vv € Mo(K).

Weiter rechnet man nach Wahl von ¢ € ¥,
/K h(z)dv(z) = /K h(z)dy(K,x) — /K h(z)dy(x, K)
— [ ha)dvwa) - [ nwivt.a)
K2 K2
= [, (@) = hiw) dwiy. o)

also nach Definition der Lipschitzkonstanten

‘ /K h(z)dv(z)

und damit

<L) [ | da)dvay) e,

‘ /K h(z)dv(z)

< L(h)|[v][%-

(3.4.8)

(3.4.9)

(3.4.10)

(3.4.11)

Insgesamt folgt aus (3.4.8) und (3.4.11) nach Definition der Lipschitznorm || - || 1,
und der KR-Norm |- ||x die Tatsache [j(h)(p)] < ||hllL||lpllx, woraus man

17 < (1Al und 7]} <1 schlieft.

Die einfachsten MaBe §, € M(K) und 6, — 6, € My(K), x,y € K, reichen aus,

um auch die umgekehrte Abschitzung zu zeigen. Zunichst gilt

\j(h)@)\:' [ wiords,| = @)l vre &,

also wegen ||0;||x =1 Vz € K
[Plloo = sup |j(R)(32)] < [l5(R)]-
zeK

Zweitens hat man

()5, — 8,)] = ' [ nivts. - 6y><t>1 _ Ih(&) - h(y)| Vay € K,

und hieraus folgt mit Lemma 3.4.2

L(h) = sup [3(R) 0o &) < sup 13(h)(8x — 6,)|

z,yeK d(z,y) T eyek |0z — dyllx
TH#Y T#Y
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Insgesamt ist damit j als isometrisch nachgewiesen.

Zum Beweis der Surjektivitdit von j sei ein Funktional ¢ € (M(K),| | k)
gegeben. Wir betrachten die durch

h(z) =£(0;) Vre K
definierte Funktion A auf K. Dann gilt fiir z,y € K
[h(x) = h(y)| = €062 — &y)| < £]I[I0= — 0yllx < [I€]ld(z,y)

nach Lemma 3.4.2 und weiter |h(z)| = |€(d)| < ||€]| wegen ||0:]|x =1 Vx € K.
Also folgt h € Lip(K), und es gilt nach Definition von j

j(h)(6z) = h(x) =£(6,) V€K,

so dafl j(h) und ¢ auf dem durch die MaBe mit endlichem Tréger aufgespannten
Unterraum von M (K) iibereinstimmen. Da dieser Unterraum nach Satz 3.4.4
dicht in (M (K), |- ||x) liegt, folgt j(h) = £. O

Mit dem Beweis dieses Theorems sind wir nun in der gliicklichen Lage, zeigen zu
konnen, dafl die Ungleichung in Lemma 3.4.2 sogar eine Gleichheit ist, dafl man
also iiber die KR-Norm die Metrik auf K zuriickgewinnt. Zusammen mit dem
Theorem haben wir damit als Abrundung dieser Einfiithrung in die Kantoro-
vich-Rubinstein-Theorie die beiden einleitend angesprochenen entscheidenden
“Vorteile” der KR-Norm gegeniiber der Variationsnorm eingesehen.

Korollar 3.4.6. Fiir alle x,y € K gilt
102 — 53/”9( = d(z,y).

Beweis. Seien xg,yo € K gegeben. Fiir das Punktmaf ¢ := ¢ auf K2 mit
(e, €') = by,(€)dy, (') Ve, e € B(K)

sieht man schnell ¢ € U5, 5,y ein (vgl. (3.4.7)), und weiter ist natiirlich

40,20)

| ) dve.y) = dwo. ).
K2

Hieraus folgt mit v = 0, — dy, in (3.4.11) nach Definition der KR-Norm

[ hw)dten, —8,)(a)
K

fiir jedes h € Lip(K) mit L(h) < 1 (ohne hierfiir auf Lemma 3.4.2 angewiesen
zu sein). Und jetzt zeigen wir einfach, daf fiir die spezielle Funktion hg, definiert
durch

< L(h)H(Sm - 5y0H?( < d(m07y0)

ho(x) = d(z,yp) V€ K,
mit L(hg) <1 aus dieser Ungleichungskette eine Gleichungskette wird und sind
fertig. Wie in (3.4.9) gilt aber

| @Gy = 8,)(@) = [ (hole) = ho(w) d(y. o)

und die rechte Seite ist wegen supp® = {(zo,y0)} und der speziellen Wahl
von hg gerade d(zo, yo). O
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3.5 Die Separationseigenschaft

Wie zu Beginn von Abschnitt 3.4 angekiindigt, liefert die nun vorliegende Ver-
bindung zwischen der Kantorovich-Rubinstein-Norm und den Lipschitzriumen
die Moglichkeit, die in diesem Kapitel untersuchte Dualitdt lip(K)” = Lip(K)
vollstandig zu verstehen. Als Trittbrett dafiir dient nun der gefundene Mafiraum
(M(K),| - |lx), der fiir Hanin in [15], [16] und [17] Anlafl zu einem geeigneten
Kandidaten fiir die Beschreibung von /¢ip(K)" gibt. Hanin betrachtet nédmlich
die in Theorem 3.4.5 angegebene Dualitéit — wie schon zuvor Bade, Curtis
und Dales (vgl. Definition 3.3.3) — von zwei verschiedenen Standpunkten aus:
Einerseits wirken Lipschitzfunktionen als Funktionale auf Maflen und anderer-
seits sind MaBle wiederum Funktionale auf Lipschitzfunktionen. Angesichts der
zu Lemma 3.1.6 und Satz 3.1.7 fithrenden Uberlegungen liegt es nahe zu fragen,
ob damit vielleicht alle Funktionale auf ¢ip(K) erfafit sind. Hanin betrachtet
daher das lineare beschriankte Funktional

it (M(K),||-||x) — tip(K)',

definiert durch
i(w)(9) =/Kgdu Vg € Lip(K),

fiir das nach Theorem 3.4.5

li()(9)| < llgllzllplx Vg € tip(K),

also ||7]] < 1 gilt. Wir wissen seit Lemma 3.1.6, daf} (M (K)) dicht in lip(K)’
liegt. Geht man zur Vervollstdndigung M (K)¢ von M (K) beziiglich der KR-
Norm || - ||k iiber (beachte Satz 3.4.4), so stellt sich natiirlicherweise die Frage,
wann die fortgesetzte Abbildung i : M(K)¢ — flip(K)' ein isometrischer Iso-
morphismus ist. Man beachte, daf} ein Vergleich von Satz 3.1.7 mit Lemma 3.4.3
bzw. Satz 3.4.4 bereits eine Entsprechung dieser beiden Réume vermuten l&f3t.
Hanin findet auf diese Frage im Hinblick auf die in Lemma 3.3.1 und in Satz
3.3.4 schon aufgetauchten Bedingungen eine duflerst befriedigende Antwort.

Theorem 3.5.1. Die Abbildung i : M(K)¢ — lip(K)' ist genau dann ein
isometrischer Isomorphismus, wenn folgende Bedingung (S) erfillt ist:

Fiir jede Konstante ¢ > 1, jede endliche Menge A C K und jede Funktion h auf
A gibt es eine Fortsetzung g € lip(K) von h mit ||g||r < c|lh||L.

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dafl wir auch hier, wie schon im gesamten
Abschnitt 3.4, geméfl Definition der KR-Norm nur reellwertige Lipschitzfunk-
tionen betrachten. Man beachte, daf} die Bedingung (S) gerade der in Lemma
3.3.1 gefundenen Eigenschaft von kleinen Holderfunktionen im reellen Fall ent-
spricht. Es ist klar, dafl man eingedenk des Fortsetzungssatzes von McShane
(Satz 1.1.20) statt h € Lip(A) genauso gut h € Lip(K) hétte vorgeben und
dazu die Existenz eines g € lip(K) mit g4 = hjg mit [|g|lr < c|h|L hitte
verlangen koénnen. (Im Komplexen gidbe es da Schwierigkeiten, siehe Bemer-
kung 3.5.5.) Offensichtlich stellt (S) eine gewisse Reichhaltigkeitsbedingung an
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den kleinen Lipschitzraum fip(K) dar (man vergleiche mit den Beispielen aus
Bemerkung 1.1.14), durch welche auch ¢ip(K)" “groff genug” ist, um 4 zu einer
Isometrie zu machen.

Beweis. Notwendigkeit. Wir nehmen ¢ als isometrischen Isomorphismus an und
zeigen, dafl die Bedingung (S) erfiillt ist. Sei also A eine n -elementige Teilmenge
von K. Setze E = {gja : g € lip(K)}. Offenbar ist £ isomorph zu einem
Unterraum von R". Wir zeigen, dafl sogar £ = R" gilt. Um dies einzusehen
betrachte man ein Funktional auf R™, welches F annuliert. Dieses Funktional
kann als ein Mafl n auf A (und damit auch auf K) angeschen werden. Es gilt
also

i(n)(g) = /K gdn =0 Vg € tip(K)

und damit i(n) = 0. Da i aber als injektiv angenommen ist, bedeutet dies
E = R". Eine beliebige Fortsetzung einer Funktion h € Lip(A) in lip(K),
sprich die Surjektivitéit der Restriktionsabbildung R : lip(K) — Lip(A), erhilt
man also schon durch die Injektivitédt von %.

Setze nun X = {g € lip(K) : g4 = 0} und bemerke zunichst, dafl der
Annihilator von X in lip(K)' gerade i(M(A)) ist. Dies ist lineare Algebra.
Wie gerade gezeigt, ist F schon n-dimensional (genauer als Bild von R iso-
morph zum n-dimensionalen Quotientenraum ¢ip(K)/ker(R)), so daB X in
lip(K) die Kodimension n besitzt und damit kanonisch (vgl. II1.1.10 in [55])
X+ = (bip(K)/X)" ein n-dimensionaler Raum ist. Sicher gilt i(M(A)) € X,
aber i(M(A)) hat wegen der Injektivitit von i bereits die Dimension 7, so dafl
die beiden Rdume gleich sind. Sei nun eine Funktion A auf A gegeben. Nach
dem oben Gezeigten gibt es eine Funktion go € fip(K) mit gy 4 = h. Es gilt

dist(go, X) = nf flgo — g1l = ll[goll
mit [go] € ip(K)/X, und letzteres ist nach Hahn-Banach (siehe III.1.7 in [55])
sup{¢'([go]) : ' € (Lip(K)/X)", ||€']| =1},
was wegen (£ip(K)/X) = X+ gleich
sup{{(go) : £ € Lip(K)',£(X) = {0}, [l¢]|" = 1}

ist. (Mit || - || seien hier stets die kanonischen Normen gemeint.) Da aber ¢ als
Isometrie angenommen ist, folgt mit der Tatsache X+ =2 i(M(A)) und schlief-
lich aus Theorem 3.4.5 (angewandt auf A statt auf K), daf} letzteres nach Wahl
von gg iibereinstimmt mit

sup{ [ s o 2, Ll = 1} .
Insgesamt erhélt man also fiir jedes ¢ > 1 eine Funktion ¢g; € X, so dafl

llgo — g1llz < cl|h]lr gilt, womit in g = g9 — g1 die gewiinschte Funktion ge-
funden ist.

111



Hinlinglichkeit. Sei nun die Bedingung (S) erfiillt. Die Surjektivitdt von i ist
durch Lemma 3.1.6 gesichert, wenn gezeigt wird, dal ¢ eine Isometrie ist, und
dafiir reicht es, die dichte Menge M (K) in M (K)° zu betrachten. Seien hierzu
e>0,p€ M(K)und h € Brip(x) gegeben. Nach Satz 3.4.4 gibt es ein Maf}
n auf K mit endlichem Triger A, so dafl ||n — u||x < € ist. Die Bedingung (S)
liefert nun eine Funktion g € fip(K) mit g4 = hy4 und [|g[z < 1 + €. Damit
gilt zunichst

/Khduz/Khd(u—n)ﬂL/Kgd(n—uH/Kgdu,

wobei hier auf der rechten Seite nach Theorem 3.4.5 das erste Integral hochstens
IRllLlln — pl|x < e ist und analog das zweite hochstens (1 + ¢)e, so dal man

insgesamt
/ hdp < (2+€)5+/ gdp
K K

schlieit. Hieraus folgt nun durch nochmalige Anwendung von Theorem 3.4.5
(und nebenbei Hahn-Banach)

il = sw [ ndu= sw [ gdn= it
h€Bripx) J K 9E€Buip(r) J K

g

Durch das Theorem 3.5.1 ist nach langer Arbeit auch das Problem der Dualitét
lip(K)" = Lip(K) fiir Rdume reellwertiger Lipschitzfunktionen endlich voll-
standig gekliart. Mit der Adjungierten i’ : lip(K)" — (M(K)®) = M(K)
und dem Isomorphismus j~! : M(K)" — Lip(K) aus Theorem 3.4.5 ist die
Abbildung

I:=jYoi: lip(K)" — Lip(K)

genau dann ein isometrischer Isomorphismus, wenn dies fiir ¢ gilt. Jetzt mufl
man nur noch bedenken, da8 fiir jedes Funktional F' € ¢ip(K)"” mit dem Punkt-
maf §, € (M(K),| - | x) und dem entsprechenden Punktauswertungsfunktional
i(05) € lip(K)' gerade

Fi(6:) = TG = [ FF)S, = I(F)(a) Va e K.
gilt, um schlieBlich I = I mit unserer Abbildung I aus Definition 3.1.1 folgern
zu kénnen. Damit sind wir am Ziel angelangt:

Theorem 3.5.2. Fiir Lipschitzriume reellwertiger Funktionen ist die Abbil-
dung I aus Definition 3.1.1 genau dann ein isometrischer Isomorphismus, wenn
der metrische Raum die Bedingung (S) erfillt.

Im folgenden Theorem wird zusammenfassend deutlich, worum es in diesem
Kapitel eigentlich ging.
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Theorem 3.5.3. Fiir jeden kompakten metrischen Raum K sind die folgenden
FEigenschaften dquivalent:

(i) Es gibt eine Konstante ¢ > 1, so daf8 fir je zwei xz,y € K stets ein
f € lip(K) existiert mit |f(z) — f(y)| = d(x,y) und ||f||L < ec.

(ii) Fiir jede Konstante ¢ > 1 gibt es zu je zwei x,y € K ein f € lip(K) mit
|f(z) = f(y)| = d(z,y) und || f[[z < cmax(1,diam(K)/2).

(iii) Es gibt eine Konstante ¢ > 1, so daf$ fiir jede endliche Menge A C K und
jede Funktion h auf A eine Fortsetzung g € lip(K) von h existiert mit

lgll < cllhlz-

(iv) Fiir jede Konstante ¢ > 1, jede endliche Menge A C K und jede reell-
wertige Funktion h auf A gibt es eine Fortsetzung g € lip(K) von h mit

lgllz < el

(v) Die Lipschitzriume lip(K,R)"” und Lip(K,R) sind auf natiirliche Weise
isometrisch isomorph.

(vi) Die Lipschitzriume ip(K,C)"” und Lip(K,C) sind auf natiirliche Weise
isometrisch isomorph.

Zum guten Schlufl stehen jetzt die Ergebnisse fiir Ridume reellwertiger und fiir
Réume komplexwertiger Lipschitzfunktionen (wir verwenden hier die Bezeich-
nungen aus Abschnitt 2.2) “relativ” gleichberechtigt nebeneinander (und die
natiirliche Isomorphie wird natiirlich durch die Abbildung I aus Definition 3.1.1
vermittelt). Lediglich die Bedingung (iv) (also unser “bisheriges” (S)) bezieht
sich nur auf Funktionen mit Werten in R, die Bedingungen (i) bis (iii) sind
fiir reellwertige und komplexwertige dquivalent. Diese Untersuchung der Eigen-
schaft (S) geht auf N. Weaver in [49] und [51] zuriick, und sie ist auch in seinem
Buch “Lipschitz Algebras” [52] dargestellt. In [49, S. 287] und [51, S. 2644] wird
behauptet, daf man in (iv) auch komplexwertige Funktionen zulassen kann. Das
hierfiir vorgebrachte Argument (vergleiche die Darstellung in [52, S. 85]) ist neu
und soll deshalb im Beweis von (v) = (iv) angegeben werden, obwohl fiir diesen
entscheidenden Schritt ja bereits Hanin mit Theorem 3.5.2 zusténdig war. Es
liefert eine Moglichkeit, unabhéngig von der Kantorovich-Rubinstein-Norm die
Riickrichtung in diesem Theorem einzusehen, und zwar durch vollig allgemeine
Tatsachen der Banachraumtheorie. Es wird im Beweis (vergleiche auch Bemer-
kung 3.5.5) die Schwierigkeit aufgezeigt, durch diese Argumente (iv) durch (vi)
auch fir komplexwertige Lipschitzfunktionen zu zeigen, und wieder wird sich
die v/2 im Fortsetzungssatz 1.1.20 als der Ubeltiter herausstellen.

Beweis. (1) = (iii): Sei eine endliche Menge A C K und zunichst ein reell-
wertiges h € Lip(A) (0.B.d.A. nicht die Nullfunktion) gegeben. Wir betrachten
h:=h/||h||L. Da (i) gilt, finden wir zu einem ¢ > 1 fiir jedes Paar von Punkten
2,y € Acin f € bip(K) mit || ]l < cund |f(2)— £ (1)) = [h(z)—h()] < d(z,y).
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Wir kénnen f als reellwertig ansehen (sonst multiplizieren wir f mit einer geeig-
neten Konstanten a vom Betrag 1, so dal af(z)—af(y) € R gilt und betrachten
den Realteil der Funktion af mit den gleichen Eigenschaften). Durch Multipli-
kation mit +1 kann man sogar f(z) — f(y) = h(z) — h(y) erreichen, und durch
Verschieben von f und Abschneiden mit den konstanten Funktionen 1 und —1
definieren wir

foy = ((f + h(z) — f(x)) A1)V —1.

Wir erhalten f,,(z) = h(z) und fu,(y) = h(y) (man beachte ||h||« < 1), wobei
nach Satz 1.1.12 auch f;, € lip(K) und || fzy| 1 < c gilt. Jetzt setzen wir

i=\V N\ fen

reAyYeA
yF#T

denken kurz nach und erhalten g4 = iL| A sowie durch nochmalige Anwendung
von Satz 1.1.12 ebenfalls § € ¢ip(K) und |||z < ¢, so daBl g := g - ||h]|; die
gewiinschte Fortsetzung von h ist. Die Konstante ¢ kann dabei wie in (i) gew&hlt
werden. Ist h komplexwertig, so fithren wir obige Konstruktion getrennt fiir den
Real- und Imaginérteil durch, wobei iiber die Summe der fortgesetzten Real-
und Imaginirteile (iii) mit der Konstanten cv/2 erfiillt ist.

(i) = (vi) ist Theorem 3.3.5. Man bemerke, dafl einerseits (iii) die in Satz
3.3.4 angegebene Eigenschaft impliziert, andererseits aber wieder iiber den Fort-
setzungssatz 1.1.20 (mit der Konstanten cy/2) aus ihr gewonnen werden kann
(vergleiche auch mit der Bemerkung vor dem Beweis von Theorem 3.5.1).

(vi) = (v) folgt durch Einschrinkung des Isomorphismus.

(v) = (iv) wird durch Theorem 3.5.2 geliefert, aber auch durch die folgende sehr
allgemeine Uberlegung: Nach dem Satz von Goldstine (vgl. VIIL.3.17 in [55])
it 4 gip( i) (Brip(i)) w*-dicht in By gy Da Lip(K)” (mit der Abbildung I aus
Definition 3.1.1) natiirlich isometrisch isomorph zu Lip(K) ist, bedeutet dies,
daf zu gegebenen A = {x;}}'.; C K und h € Bp;,(k) mit IY(h)=H ¢ Blip(kyr
fiir jedes € > 0 in der w*-Umgebung

{G € lip(K)" : |H(z,) — G(6z,)] <e Vi=1,...,n}

von H ein G =i, (g) filr ein g € By, k) liegt, fiir welches geméf} Definition
von I damit |h(z;) — g(z;)] < e Vi = 1,...,n gilt. Da A endlich ist, finden
wir also eine Folge (gim) C Byip(x) mit [[(h — gm)jall — 0 fiir m — oo, was
bedeutet, daf die Restriktionsabbildung R : ¢ip(K) — Lip(A) die Eigenschaft

R(BLipk)) € R(Bip(k))

hat, wenn R die Restriktionsabbildung von Lip(K) auf Lip(A) bezeichnet. Auf-
grund der normgleichen Fortsetzbarkeit von reellwertigen Lipschitzfunktionen
(Satz 1.1.20) gilt E(BLip(K)) = Brip(a), und jetzt kann man durch leichte Mo-
difikation der obigen Folge (g,,) auch

int BLip(A) = R(int BZip(K))
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einsehen. Erinnert man sich nun an den Beweis des Satzes von der offenen
Abbildung (siehe [55, S. 136 f, 2.Teill]), so kann man wie dort hieraus sogar

int BLip(A) = R(int BKip(K))

schlieBen, so dal man R als Quotientenabbildung (siehe [55, S. 54-56]) erkannt
hat, und dies ist genau die Behauptung (iv). Da Lipschitzfunktionen mit Werten
in C im allgemeinen nicht normgleich fortgesetzt werden koénnen, ist es mehr
als fraglich, ob mit dieser Argumentation (iv) aus (vi) unter Vermeidung der
v/2 auch fiir komplexwertige Funktionen hergeleitet werden kann.

(iv) = (iii) kann wie gehabt fiir jedes ¢ > /2 in (iii) geschlossen werden.

(iv) = (ii) sieht man durch Betrachtung von A = {z,y} und h(z) := d(z,y)/2
sowie h(y) := —d(z,y)/2 mit ||h||; < max(1,d(z,y)/2) ein.

(ii) = (i) ist fir jedes ¢ > max(1, diam(K')/2) in (i) offensichtlich. O

Nun wird auch klar, wieso Weaver die Eigenschaft (S) (und damit alle weiteren
obigen Eigenschaften sowie diejenigen aus Lemma 3.3.1 und aus Satz 3.3.4) als
Separationseigenschaft des Kompaktums K bzw. des kleinen Lipschitzraums auf
K bezeichnet. Die Bedingung (i) erfordert nédmlich nicht nur die Punktetren-
nung von ¢ip(K'), sondern auch, dafl diese in einer gleichméfiigen Art erfolgt, d.h.
durch gleichméf8ig in der Norm beschrinkte kleine Lipschitzfunktionen. Und (ii)
besagt sogar, dafl die Normbeschréinkung fast “optimal” gewéhlt werden kann.
Man beachte, daf§ (ii) im Falle diam(K) < 2 eine noch schénere Form hat, und
in der Tat kénnte man (auch fiir beliebiges diam(K)) in (i) und (ii) sogar || - ||
durch L(-) ersetzen (in (ii) dann sogar ohne den Zusatzfaktor diam(K)/2), was
zu scheinbar schwiicheren Bedingungen (i)’ und (ii)’ fithrt. Man kann aber durch
Verschiebung (und Drehung) von (komplexwertigen) Funktionen (und danach
durch Betrachtung des Realteils) immer ein reellwertiges f mit f(z) = d(z,y)/2
und f(y) = —d(z,y)/2 aus (i)’ oder (i)’ erhalten, und dann liefert “Abschnei-
den” durch die konstanten Funktionen z — d(z,y)/2 und z — —d(z,y)/2
wieder (i) bzw. (ii). Analog kann man in (iii) und (iv) ebenfalls || - || L durch L(-)
ersetzen, und man erhélt (iii)’ (bzw. (iv)") durch (i) (bzw. (ii)) wie im obigen
Beweis, wobei “Abschneiden” wieder (iii) (bzw. (iv)) liefert.

Noch eine zur Separationseigenschaft dquivalente Bedingung ist, daf§ im Fal-
le reellwertiger Lipschitzfunktionen die Einheitskugel By, k) als Unterverband
beziiglich der Operationen V und A “dicht in” By, k) “liegt”, d.h. daf (verglei-
che die Bemerkung zu Satz 1.1.12) B,y ) der kleinste vollstdndige Verband
ist, der B,k enthélt (siehe hierzu 5.4.3 bis 5.4.5 in [52]). Und Weaver kront
seine Sammlung von zu (S) dquivalenten Eigenschaften durch den folgenden
Fortsetzungssatz fiir kleine Lipschitzfunktionen.

Satz 3.5.4. Sei K ein kompakter metrischer Raum mit der Separationseigen-
schaft und M eine abgeschlossene Teilmenge von K. Dann gibt es zu jeder
reellwertigen Funktion f € Lip(M) mit || f||L < 1 eine reellwertige Fortsetzung
F € lip(K) mit |F||r < 1. Ist f komplezwertig, so gibt es auch eine Fortsetzung
F € tip(K) mit |F||L < V2.
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Zum Beweis verweisen wir auf den Originalartikel [51] und den entsprechenden
Abschnitt 3.2 im Buch [52]. Hier sei auf eine Darstellung des Beweises verzich-
tet, da er durch einige technische Lemmata erst vorbereitet werden mufl und
uns wesentliche Ideen daraus im obigen Beweis von (i) = (iii) und (v) = (iv)
bereits begegnet sind. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dafl (im Unterschied
zum Fortsetzungssatz 1.1.20 fiir grofle Lipschitzfunktionen) eine normgleiche
Fortsetzung bereits bei reellwertigen kleinen Lipschitzfunktionen im allgemei-
nen nicht méglich ist. Dazu betrachte man das Beispiel K = {1}° U {0}
mit dem Absolutbetrag als Metrik, fiir welches man relativ einfach (S) einse-
hen kann. W&hlt man aber M = {0,1} und f(0) = 0 sowie f(1) = 1, so sieht
man schnell, daf§ die einzige mogliche Fortsetzung F von f mit ||[F|; = 1 die
Funktion F': x — x ist, die aber nicht in lip(K) liegt.

Bemerkung 3.5.5. Es wurde im Vorlauf zu Theorem 3.5.3 bereits von Wea-
vers Behauptung in [49, S. 287] und [51, S. 2644] gesprochen, dafl aus der
Separationseigenschaft sofort die Aussage (iv) auch fiir komplexwertige Funk-
tionen folgt, obwohl man diese Version aus (iv) nur fiir jede Konstante ¢ > /2
schliefen kann. Die Fragwiirdigkeit dieser Behauptung wurde im obigen Beweis
begriindet. Man konnte sich aber im Hinblick auf eine weitere Untersuchung
dieser Behauptung noch einmal mit dem Beweis des Theorems 3.5.1 von Ha-
nin und der Kantorovich-Rubinstein-Theorie befassen. Dort ndmlich sind die
meisten Uberlegungen auch fiir komplexe Mafie und komplexwertige Lipschitz-
funktionen durchfiihrbar. Der Ansatz, Weavers Behauptung mit Hanins Theo-
rem zu zeigen, steht und fillt also mit der Frage, ob und wenn ja, wie eine
Kantorovich-Rubinstein-Norm, fiir welche es ja im reellen Fall eine nette an-
schauliche Motivation gibt, fiir komplexe Mafle definiert werden kann. Weaver
selbst (siehe [52, S. 45]) zieht hier das Theorem 3.4.5 definitorisch heran, indem
er

[l s := sup
hll<1

/ hd,u‘ Ve M(K)
K

erkldrt, aber dieses Vorgehen greift natiirlich viel zu kurz, da man dieses Theo-
rem gerade gerne als Aussage auch fiir komplexwertige Mafle hitte.

Der Ansatz, wie in (3.4.6) einfach das Infimum iiber den Betrag des Integrals zu
betrachten, stéft leider schon bei der Definition in (3.4.7), sprich in der Frage,
ob iiberhaupt immer W, # & ist, an seine Grenzen. Angehen miifite man diese
Problematik natiirlich gemé#fl Definition von Integralen iiber komplexe Mafle
(siche A.4.5 in [55]), indem man sich die positive und negative Variation sowohl
des Realteils v; als auch des Imaginérteils 5 eines komplexen Mafles v néher
ansieht und zum Beispiel dahingehend die Bedingung (3.4.4) “zerlegt”. “Auf’s
Komplexe iibertragen” kénnte die Definition in (3.4.6) dann so aussehen:

1% = /Il + %

und die Vermutung liegt nicht fern, dafi sich darin auch wieder ein Faktor
V2 “verbirgt”. Jedenfalls sieht es vielversprechend aus, mit diesen Ideen den
von Kantorovich und Rubinstein entwickelten Apparat auch auf komplexwer-
tige Mafle zu iibertragen und dann die Frage zu stellen, welche Gestalt dabei
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die entscheidenden Ergebnisse, insbesondere Theorem 3.4.5, annehmen. Diese
offene Frage sei an dieser Stelle ausdriicklich als Motivation fiir weitere Unter-
suchungen an den Leser gestellt. Und verbunden sei diese Frage noch mit der
Information, dafl Weavers Behauptung falsch ist, dal also eine komplexe Ver-
sion von Theorem 3.4.5 unmoéglich als Isometrie-Ergebnis vorliegen kann. Das
Gegenbeispiel zu Weavers Behauptung stammt nach einem email-Kontakt von
Weaver selbst, und es ist genau das gleiche Beispiel, welches schon Jenkins zur
“scharfen komplexen Version” von Satz 1.1.20 (siche Bemerkung 1.1.21) an-
gegeben hat: Es handelt sich dabei um einen vierpunktigen metrischen Raum
K = {a,b,c,d}, fiir den trivialerweise fip(K)” = Lip(K) gilt, mit der Eigen-
schaft, daf sich die Norm jeder Lipschitzfunktion h auf A = {a,b,c} nach
beliebiger Fortsetzung von h auf K stets um mindestens den Faktor 2/+/3 ver-
grofiert.

Und um nun die Verwirrung iiber die vielen Versionen der Separationseigen-
schaft zu komplettieren, wollen wir hier Weavers Behauptung doch noch ein
wenig zu ihrem Recht verhelfen. Im Zusammenhang mit dem Dualitétsergebnis
bringt Weaver in seinem Buch auf S. 84/85 eine dhnliche, nun aber iiberzeu-
gende, Argumentation. Seine Behauptung wird ndmlich richtig, wenn man in
der Version (iv) der Separationseigenschaft “im wesentlichen” nur einen Buch-
staben verdndert: Modifiziert man (iv) so, dafl man nicht fiir jede Funktion h
auf A, sondern nur fiir jede Funktion h auf K die Existenz eines g € ¢ip(K) mit
gja = hja und ||g|z < c||hl|z fordert, so kann man die Einschrankung “reell-
wertig” tatsdchlich weglassen. Die Begriindung wurde schon gegeben, und zwar
mit dem Lemma von Goldstine im Beweis von (v) = (iv) — bevor der Fort-
setzungssatz auftauchte (mit dem man das Ergebnis von Lip(K) auf Lip(A)
“hochhebt”).

Um dem Vorwurf der “Erbsenzéhlerei” zuvor zu kommen, seien jetzt noch ein-
mal die Schwierigkeiten von Jenkins in Erinnerung gerufen, das Theorem 3.2.7
auch fiir komplexwertige Holderfunktionen mit seinem Approximationsansatz
(sieche Abschnitt 3.2) zu beweisen. Er hatte ndmlich dafiir nur Lemma 3.3.1 zur
Verfiigung, und es stellte sich die Frage, ob nicht die grobere Normabschétzung
im komplexen Fall auch schon die Dualitit fip(K®)” = Lip(K®) sicherstellt.
Diese Frage wurde in Abschnitt 3.3 auf zwei verschiedene Weisen mit “ja” be-
antwortet: Jenkins hatte also, ohne es zu wissen, schon alles N6tige zur Hand.
Mit Weavers (modifizierter) Behauptung werden jetzt Jenkins “Probleme” voll-
kommen ad absurdum gefiihrt. Nicht nur, dafl schon die komplexe (“schwache”)
Version seines Lemmas 3.3.1 das Dualitétsergebnis liefert, es sichert iiber dieses
Ergebnis sogar, dafl die “starke” komplexe Version (mit (1+¢) anstelle des Fak-
tors (v/2 + ¢)) sowieso immer erfiillt ist! Weaver fillt fiir dieses Phiinomen, an
das, bei allem Respekt, Jenkins wohl nicht im Traum gedacht hétte, auf S. 287
in [49] (mit gutem Recht!) nur die Bezeichnung “mysterious” ein (wenn er auch
hier seine “urspriingliche” oben ebenfalls als mysterios erkannte Behauptung
meint). Denn einen “direkteren” Weg — das Lemma von Goldstine scheint ja
hierfiir wahrlich wie mit Kanonen auf Spatzen geschossen — die “starke” kom-
plexe Version von Lemma 3.3.1 zu beweisen, kennt auch er nicht.
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Bemerkung 3.5.6. Im Zusammenhang mit der Diskussion der Separations-
eigenschaft ist es angebracht, noch einmal auf einen fritheren Abschnitt dieser
Arbeit zuriickzublicken, in dem eine Dualitéit der Art lip(K)” = Lip(K) erst-
malig auftauchte, konkret auf Satz 2.4.3, dessen Beweis unvollendet blieb. Es
sollte dort A(K%)" = H(K®) gezeigt werden, und mit dem im Beweis gewihl-
ten Basispunkt xzy € K ist die isometrische Isomorphie Lipo(K%) = H(K®)
(sieche Satz 1.1.6) klar. Die im Beweis von Satz 2.4.3 betrachtete Abbildung
entspricht genau der im vorliegenden Kapitel gewihlten natiirlichen Abbildung
I aus Definition 3.1.1, nun allerdings zwischen fipo(K)” und Lipg(K). Jetzt
kann man sich noch einmal den gesamten in diesem Kapitel entwickelten Appa-
rat anschauen, indem man zum Beispiel bei der im Anschlufl an Lemma 3.2.5
gemachten Bemerkung anféngt, um einzusehen, dafl auch fiir diese Rdume vollig
analog Theorem 3.5.3 mit L(-) statt mit |- |1 gilt. Dabei betrachtet man an-
stelle von K in Definition 1.1.9 und Satz 1.1.10 nur K2\ diag(K?). In der Ver-
sion von Kantorovich lag Theorem 3.4.5 iibrigens ohnehin schon in der Form
Lipo(K) = (Mo(K),| - |%)" vor. Man kann sich auch die Vorgehensweise von
Weaver in den Kapiteln 2 und 3 seines Buches [52] zu Gemiite fithren. Dort
behandelt er die Dualitét fiir Lipg- bzw. fipg-Riume, indem er sich im Zwi-
schenschritt den im Anschluff an Satz 1.1.22 kurz erwdhnten Raum von Arens
und Eells in [1], den man als diskretes Analogon von (Mo(K),| - [|%) ansehen
konnte, ndher vorknopft. Man beachte hier auch, dafl die Lipg- bzw. £ipg-Riume
gemif Satz 1.1.8 die “allgemeineren” Lipschitzrdume sind. Insgesamt schlieft
man, dafl im Falle des von Wulbert in Satz 2.4.3 behandelten kleinen Lipschitz-
raums A(K“) die Separationseigenschaft folgendermaflen aussieht:

Fiir jede Konstante ¢ > 1, jede endliche Menge {x; };-‘:1 C K und jede Funktion
h € H(K®) existiert eine Funktion g € A(K®) mit

h(zj) — h(zo) = g(z;j) — g(wo) Vj€EN
und Ly (g) < ¢ Lo(h).

Insbesondere die Notwendigkeit dieser Eigenschaft fiir die Existenz der natiirli-
chen isometrischen Isomorphie A(K®)” = H(K®) sieht man sofort wie im Be-
weis von (v) = (iv) unter Verwendung der Funktionale &(z,y) anstelle der
Punktauswertungsfunktionale. Es wurde allerdings bereits im Anschlufl an den
Beweis zu Satz 2.4.3 bekannt, dafl es nach wie vor offen ist, wie man mit dieser
Eigenschaft den Beweis von Wulbert vervollsténdigen kann. Und fraglich bleibt
auch, ob aus den Voraussetzungen A(K®) ~ ¢y und der Punktetrennung von
A(K®) in Satz 2.4.3 auf die Separationseigenschaft geschlossen werden kann.
Auf der Suche nach einem Gegenbeispiel fallen offenbar die von Ciesielski (Ab-
schnitt 2.1) und von Bonic, Frampton und Tromba (Abschnitt 2.2) betrachteten
kleinen Holderrdme, die isomorph zu ¢g sind, aus. Damit blieben als potentielle
Gegenbeispiele einzig die von Wulbert selbst in Satz 2.4.7 gestifteten, denn wei-
tere Beispiele fiir A(K%) ~ ¢y sind rar in der Literatur. Nun wurde Satz 2.4.7
von Wulbert ohne die Zusatzvoraussetzung, dafl C eine Nullmenge sein soll,
formuliert. Und hier fiel jetzt eine Bemerkung von Weaver in [51, S. 2644] auf,
wo er von der Existenz gewisser “fetter” Cantor-Mengen C spricht, auf denen
lip(C) zwar die Punkte trennt, dies aber nicht gleichmé&Big, sprich: fiir welche

118



die Separationsbedingung nicht erfiillt ist — das gewiinschte Gegenbeispiel! Die
Cantor-Menge selbst (siehe [52, S. 78]) erfiillt die Separationsbedingung, so daf
nach einer nirgends dichten Menge von positivem Mafl ohne die Separationsei-
genschaft gesucht wurde. Leider tauchte damit ein Gegenbeispiel zum Beweis
von Wulberts urspriinglichem Satz 2.4.7 auf (siche Bemerkung 2.4.8). Es konnte
Satz 2.4.7 “nur noch” fiir Lebesgue-Nullmengen gezeigt werden. Damit gilt fiir
solche Mengen aber auch sofort die Aussage des Satzes 2.4.3, womit nirgends
dichte Teilmengen der reellen Achse vom Mafl 0 immer die Separationseigen-
schaft haben.

Nach alldem, was bisher passiert ist, kénnen wir jetzt sogar auch in der Riick-
richtung sehr allgemein argumentieren: Sei €, € R kompakt, nirgends dicht
mit ;(Cp) > 0 und das Intervall [z,y] O C) kleinstmoglich gewahlt. Zu jedem
[ € Buipc,) und jedem £ > 0 kann man ein § > 0 finden, so dafl f zwischen
Punkten in Intervallen der Lange § hochstens die Steigung € hat. Hangelt man
sich mit solchen Intervallen von z nach y, so findet man eine endliche Verei-
nigung V. von abgeschlossenen Intervallen, die C), bis auf endlich viele Punk-
te iiberdeckt und auf der f hochstens die Steigung € hat. Da f auf [z, y]\V:
hochstens die Steigung 1 besitzt, fithrt dies wegen p(Vz) > p(Cp) > 0 Ve > 0
auf die Abschétzung

fy) = f(x)| <y—a—p(Cp) <é(y—x)

fiir ein ¢ € (0,1) unabhéngig von f. Damit erfiillt ip(C),) nicht die Bedingung
(ii) in Theorem 3.5.3, wenn man dort || f|| durch L(f) ersetzt und diam(K)/2
streicht, was man jedoch nach den Bemerkungen im Anschlufl an den Beweis
dieses Theorems “ungestraft” tun darf (diese Bedingung kénnte hochstens fiir
¢ > & ! erfiillt sein). Analoges erhilt man fiir £ipo(C,) = A(C,) und auch fiir
A(Cy), wenn o > 1 ist (dann ergibt sich |f(y)—f(z)| < é(y—=)*). A(Cy') trennt
damit die Punkte von C),, dies aber nicht gleichméfig, so daf8 keine natiirliche
Isomorphie A(Cy)" = H(Cyy) vorliegt. Damit folgt aber sofort, dafl die Aussage
von Satz 2.4.7 nicht gelten kann.

Wir fassen zusammen: Die Aussagen von Satz 2.4.3 (mit dem in dessen Beweis
definierten speziellen Isomorphismus I) und Satz 2.4.7 sind fiir (unendliche)
nirgends dichte kompakte Teilmengen C der reellen Achse dquivalent. Wahr
sind die Aussagen genau dann, wenn C' die Separationsbedingung erfiillt, und
dies ist genau dann der Fall, wenn C eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Jetzt ist die Zeit gekommen, wo man sich noch etwas der Frage widmen soll-
te, wann die Separationseigenschaft “in der Realitdt” denn iiberhaupt erfiillt
ist. Ein Blick auf Lemma 3.3.1 liefert sofort fiir alle Holdermetriken eine po-
sitive Antwort auf diese Frage, und bei Hanin findet sich noch eine allgemei-
nere Bedingung an den metrischen Raum, aus welcher (S) geschlossen werden
kann. Schliellich ist die Separationseigenschaft “eigentlich” eine Eigenschaft
des metrischen Raums K, und man wird bestrebt sein, sie unabhéngig von den
Elementen aus ¢ip(K) zu formulieren. In diesem Zusammenhang erinnere man
sich an Satz 1.1.16: Notwendig fiir (S) ist auf jeden Fall die Existenz einer lokal
kleineren Metrik.
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Definition 3.5.7. Eine Metrik d auf einer Menge K heifit nichtkritisch, falls
es eine Folge (d,)nen von Metriken auf K gibt mit

(i) limy oo dp(z,y) = d(z,y) Vz,y € K,
(i) limp—co sup{dn(z,y)/d(x,y) : 2,y € K,z #y} =1,

(iil) limge o dn(z,y)/d(z,y) =0 Vn eN.

Haben wir also eine Folge (d,) von Metriken auf K vorliegen, die d gemé&$ (i)
punktweise und im Sinne von (ii) sogar gleichm#Big annidhern und dennoch alle
lokal kleiner als d sind, so sind wir auf der sicheren Seite:

Satz 3.5.8. Jeder metrische Raum mit einer nichtkritischen Metrik besitzt die
Separationseigenschaft.

Man beachte, dafl im obigen Satz keine Kompaktheit vorausgesetzt wird. Er gilt
vollig allgemein, obwohl uns im Hinblick auf Theorem 3.5.3 natiirlich haupt-
séchlich kompakte metrische Rdume interessieren. Der Satz mag auf den ersten
Blick etwas obskur erscheinen, aber nur so lange, wie man keine Moglichkeit
sieht, iberhaupt kleine Lipschitzfunktionen zu konstruieren. Dank Jenkins (und
Hanin hatte Kenntnis von dessen Arbeit) haben wir aber im Falle der Holderme-
triken eine solche Moglichkeit bereits im Beweis zu Lemma 3.2.6 kennengelernt:
Die Losung ist (wieder einmal) der Fortsetzungssatz von McShane, denn grofie
Lipschitzfunktionen zu lokal kleineren Metriken sind kleine Lipschitzfunktionen
zu lokal grofieren Metriken!

Beweis. Sei d eine nichtkritische Metrik auf K und (d,,) eine Folge von Metriken,
welche die Bedingungen der obigen Definition erfiillt. Wir weisen die Version
(iv) der Separationseigenschaft (also (S) aus Theorem 3.5.2) nach. Sei hierfiir
eine endliche Menge A C K und eine reellwertige Funktion h auf A gegeben.
Definiere nun fiir alle n € N

Qp = max{d(a:,y)/dn(x,y) 1T,y € A,l’ 7é y}7

Bn = sup{dn(z,y)/d(x,y) : 2,y € K,x # y}.

Es folgt mit (i) o, — 1 und mit (ii) £, — 1 fiir n — oo. Bezeichnet man
fiir jedes n € N mit L, () die Lipschitz-Halbnorm beziiglich der Metrik d,,, so
gilt offenbar die Abschétzung ||h| L, < max(ap,1)||h|z. Nun gibt es nach Satz
1.1.20 eine Fortsetzung g,, € Lip(K,dy,) von h mit ||g,||z, = ||h|z,, und die
Bedingung (iii) sowie die Tatsache 3, < oo liefern g, € lip(K,d). Insgesamt

ergibt sich
lgnllz < max(Bn, 1)||gnllL, < max(ay,1)max(8y, 1)|h]|L.

Dies zeigt, daB fiir jedes ¢ > 1 mit g, fiir geniigend grofles n die Bedingung (S)
erfiillt ist. O
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Die Definition nichtkritischer Metriken 1483t sich mit Leben fiillen, denn sie ist
maflgeschneidert, um einzusehen, daf auch die verallgemeinerten Holdermetri-
ken, die uns bereits in Kapitel 1 in Definition 1.1.17 begegnet sind, mehr als
nur die Punktetrennung von fip(K) gewihrleisten.

Satz 3.5.9. Hat man in d eine Metrik auf K, so ist w(d) fir jedes w € Q aus
Definition 1.1.17 eine nichtkritische Metrik auf K.

Beweis. Sei d eine Metrik auf K und w € Q gegeben und p = w(d). Fiir jedes
n € N definiere nun die Funktion ,, auf Rj durch

0 fiir t =0,
1
ent)={ (nw(d) o))" firo<t<d,
1 fir ¢ > 1.

Man priift leicht nach, dal die Funktionen w, = ¢,w fiir alle n in € liegen. Des
weiteren folgen aus den Eigenschaften von w fiir die Funktionenfolge (¢, ) die
drei Tatsachen

(i) limp oo @n(t) =1 Vit >0,
(ii) sup;sgpn(t) =1 VneN,
(iii) limy—o@n(t) =0 VYne N

Hiermit sieht man sofort ein, dafi die entsprechende Folge (p,,) der Metriken
Pn = wn(p) = on(p)p die Bedingungen von Definition 3.5.7 erfiillt und daher p
eine nichtkritische Metrik ist. O

Mit diesen Ergebnissen ist die Separationseigenschaft eines kompakten metri-
schen Raumes, soweit sie im Hinblick auf die Dualitét fip(K)” = Lip(K) in der
Literatur auftaucht, einigermafien ergiebig ausgeleuchtet. Fast nebenbei st6ft
man im Zusammenhang mit (S) auf ein erstaunliches neues Ergebnis. In der
Bemerkung vor dem Satz 3.3.4 wurde bereits darauf hingewiesen, dafl Bade,
Curtis und Dales in [2] das Lemma 3.3.1 verschérft haben, indem sie nicht nur
ein f € lip(K?®), sondern sogar ein f € Lip(K) mit den gleichen Eigenschaf-
ten konstruiert haben. Hanin gelingt nun das gleiche fiir die verallgemeinerten
Holdermetriken w(d) mit einem &hnlichen Beweis (der wieder eine Art Verfeine-
rung der Beweistechnik darstellt, die zum Fortsetzungssatz 1.1.20 gefiihrt hat).
Mit den Bezeichnungen aus Definition 1.1.18 erhilt man also eingedenk Satz
1.1.19 die Tatsache, da8 fiir solche Metriken die Separationsbedingung (S) in
verschérfter Form gilt, ndmlich schon fiir Lip(K) C lip(K¥).

Satz 3.5.10. Sei (K,d) ein metrischer Raum w € Q. Dann hat der metrische
Raum K¥ = (K,w(d)) die verschirfte Separationseigenschaft:

Fiir jede Konstante ¢ > 1, jede endliche Menge A C K wund jede reellwer-
tige Funktion h auf A ezistiert eine Fortsetzung g € Lip(K) von h, so daf

lgllr, <cllhlL, gilt.
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Auf die Darstellung des Beweises zu diesem Satz wollen wir hier verzichten, um
das Ende dieses Kapitels nicht zu sehr mit technischem und ansonsten wenig
erquicklichem Material zu verunstalten. Stattdessen wollen wir einen &dstheti-
scheren Gedankengang von Weaver aus [49] skizzieren, welcher fiir die gewohn-
lichen Holdermetriken sehr elegant auf obiges Ergebnis fiihrt. Aber natiirlich
mufl erst einmal gesagt werden, wofiir dieser Aufwand betrieben wird.

Theorem 3.5.11. Sei K ein kompakter metrischer Raum und U ein Unter-
raum von Lip(K), der die folgende Bedingung erfillt:

Es gibt eine Konstante ¢ > 1, so daf fiir jede endliche Menge A C K und jede
Funktion f € lip(K) ein g € U mit g4 = fila und |||l < cl|fllL existiert.

Dann liegt U dicht in lip(K).

Wir erhalten also eine Art Stone-Weierstrafi-Theorem fiir kleine Lipschitzriaume!
Das mag auf den ersten Blick eine Uberraschung sein, entpuppt sich aber schnell
als eine sehr einfache Schluf3folgerung, die uns im Beweis zu Satz 3.3.4 bereits
vollig analog begegnet ist. Was dort fiir kleine Lipschitzfunktionen gezeigt wur-
de, kann man jetzt genauso fiir die Elemente aus U durchfiihren, um einzusehen,
dafl der Annihilator von U bereits alles andere annuliert. Man beachte, daf sich
de Leeuws Satz 3.1.7 hier einmal mehr als Schliissel zur Lésung des Problems
darstellt.

Beweis. Sei ¢ > 0 und ein ¢ € fip(K)" mit ¢y = 0 gegeben. Dann existiert
nach Satz 3.1.7 ein Mafl 7 mit endlichem Tréger A in K, so dafl

'wcﬂ-—/gfdn'SEHfuL Vf € tip(K)

gilt. Wahle nun ein f € fip(K). Nach der Voraussetzung existiert ein g € U
mit g4 = fla und [|g[lz < c||f]lL, das heifit

‘ﬂm—ﬂaﬂdehéwWh-

Aus [ gdn = [ fdn und ¢(g) = 0 folgt daher [p(f)| < (¢ + 1)e| |z, mithin
©(f) =0, und U ist dicht in fip(K). =

Da die Bedingung in Satz 3.5.10 fiir U = Lip(K) C ¢ip(K*) die im Theorem
3.5.11 geforderte Eigenschaft impliziert (durch die bekannte Anpassung an den
komplexen Fall), haben wir als Verschérfung von Satz 1.1.19 das

Korollar 3.5.12. Fiir kompaktes K liegt Lip(K) dicht in jedem verallgemei-
nerten kleinen Holderraum auf K.

Man erinnere sich, dafl wir dieses Ergebnis bereits im speziellen Fall der Lip-
schitz- und Hoélderrdume auf [0, 1] in Satz 1.2.7, allerdings mit véllig anderen
Techniken, erhalten haben. Hier wollen wir, wie angekiindigt, zumindest im
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Falle der “normalen” Holdermetriken verstehen, warum die in Satz 3.5.10 an-
gegebene Eigenschaft und damit obiges Korollar gilt.

Vergleicht man Theorem 3.5.11 mit dem “richtigen” Satz von Stone-Weierstrafl
(siehe VIIL.4.7 in [55]), so konnte man versucht sein, beide so analog wie moglich
zu formulieren. Zuné#chst einmal kann man sich anstelle von Unterrdumen U
auf Unteralgebren V von fip(K), die die konstanten Funktionen enthalten, be-
schrinken und dann nach einem Analogon fiir die Punktetrennung suchen. Er-
folgreich auf dieser Suche war Weaver in [49, S. 284-287], wo er zunéchst fiir ab-
geschlossene Unteralgebren V' im Raum Zip(K) reellwertiger Funktionen durch
ein gewitztes Argument relativ schnell skizzierend nahelegt, daf diese stets Un-
terverbénde von Lip(K) sein miissen. Und mit diesem Ergebnis kann er dann
vollig analog wie im Beweis von (i) = (iii) (sowie von (iv) = (ii)) des Theorems
3.5.3 die Aquivalenz der Eigenschaft in Satz 3.5.10 und der Eigenschaften (i)
bzw. (ii) nachweisen, wenn man in den letzteren einfach ¢ip(K) durch V ersetzt.
Mit anderen Worten: An die Stelle der Punktetrennung tritt natiirlicherweise
die gleichméBige Punktetrennung gemé8 (i) bzw. (ii) in Theorem 3.5.3, sprich:
die “Separationseigenschaft von V?”. Fast unbemerkt wird in diesen Aquiva-
lenzbeweisen (durch die nétige Verschiebung von Funktionen) natiirlich auch
die Existenz der konstanten Funktionen in V' vorausgesetzt. Und wie beim Satz
von Stone-Weierstral mufl man auch hier etwas mit Algebren V' von komplex-
wertigen Funktionen aufpassen, denn fiir diese erhélt man die Eigenschaft in
Theorem 3.5.11 aus derjenigen in Satz 3.5.10 bzw. aus der gerade genannten
Separationseigenschaft von V' durch Ubergang zu Real- und Imaginérteil, die
also auch in V' liegen miissen (was ja fiir £ip(K') nicht erw&hnenswert war). Da-
her ist auch hier die Forderung der Selbstadjungiertheit angebracht. Wir fassen
zusammen und schlieflen die versprochene Anwendung auf die Holderrdume an.

Theorem 3.5.13. Sei K kompakt und V eine selbstadjungierte Unteralgebra
von lip(K), welche die konstanten Funktionen enthdilt und gemdf (i) aus Theo-
rem 3.5.8 die Punkte von K gleichmdf$ig trennt. Dann liegt V' dicht in lip(K).

Lemma 3.5.14. Fiir kompaktes K, versehen mit einer Holdermetrik d*, erfillt
V = Lip(K) C lip(K®) die Bedingungen von Theorem 3.5.183.

Beweis. Es mufl nur die gleichméBige Punktetrennung von Lip(K) in lip(K <)
nachgewiesen werden. Zu gegebenen x,y € K definiere hierzu f auf K durch

f(z) =2(d%(x,2) —d*(z,y)/2) VO Vze€ K.

Dann gilt ||f||z, < 2max(1,diam(K®)) unabhéngig von z und y und weiter
|f(x)— f(y)| = d*(z,y). Definiere nun g : K — Ry durch g(z) = d(z,2) Vz € K
und h : R — R durch

h(t) = 2(t* — d*(z,y)/2) VO YteR].

Dann ist h stiickweise differenzierbar mit beschrénkter Ableitung, also (siehe
Satz 1.2.3) in Lip([0, diam(K)]). Folglich ist f = h o g — wie man sich schnell
anhand einer naheliegenden Rechnung iiberzeugt — als Komposition von (be-
schrénkten) Lipschitzfunktionen in Lip(K) mit L(f) < L(h)L(g). O

123



Man sieht sofort, dal diese Beweisidee von Weaver fiir jede verallgemeinerte
Holdermetrik w(d) durchgeht, fiir welche w auf [§, diam(K)] fiir jedes 6 > 0
(beziiglich L(-)) Lipschitz-stetig ist. Nicht verschwiegen werden sollte an die-
ser Stelle, dafl bereits L. I. Hedberg Ende der 60er Jahre in [19] das Stone-
Weierstra3-Theorem fiir kleine Holderrdume formulierte — und zwar ohne auch
nur die Ergebnisse von de Leeuw zu kennen! Anstelle der in Theorem 3.5.13
angegebenen Separationseigenschaft gab er eine etwas kompliziertere lokale
gleichméfBige Punktetrennung an, die einmal mehr von Weaver in [49, S. 286]
als (zum Gliick!) &dquivalent zur Seinigen erkannt wurde.
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Kapitel 4

Anwendung der Theorie der
M-Ideale auf Lipschitzraume

4.1 Grundlegendes zu M-Idealen und Beispiele

In diesem letzten Kapitel wollen wir uns unter einem weiteren Aspekt die La-
ge des kleinen Lipschitzraums im grofien ansehen. Die beiden vorangegange-
nen Kapitel brachten mit Ergebnissen wie lip(K) ~ ¢y, Lip(K) ~ (> bzw.
lip(K)" = Lip(K) im wesentlichen das Resultat, daf§ sich in “verniinftigen”
Fillen der kleine Lipschitzraum zum groflen “in etwa so verhélt” wie der Fol-
genraum cg zu £>°. Nun zieht man ja die einfachen Réume ¢y und ¢*° gerne
als Standardexemplare zur Illustration gewisser Banachraumeigenschaften her-
an. So ist zum Beispiel ¢g nicht in ¢ komplementiert (siehe IV.6.5 in [55]).
Demgegeniiber jedoch ist der Annihilator von ¢y im Dualraum (£°°)’ nicht nur
komplementiert, sondern dariiber hinaus noch mittels einer sehr “schénen” Pro-
jektion. ¢y ist ndmlich ein M-Ideal in £°°. Die néchste Definition und alle noch
folgenden grundlegenden Tatsachen zu M-Idealen sind dem Standardwerk [18]
entnomimen.

Definition 4.1.1. Sei X ein reeller oder komplexer Banachraum.

(i) Eine lineare Projektion P heifit M-Projektion, falls
2]l = max(|| P(2)], |z — P(2)]) Ve e X,
und L-Projektion, falls
[zl = 1P@)] + ||z = Px)| vVoeX.

(ii) Ein abgeschlossener Unterraum U C X heift M-Summand, wenn er das
Bild einer M-Projektion ist, und L-Summand, wenn er das Bild einer
L-Projektion ist.

(iii) Ein abgeschlossener Unterraum U C X heifit M-Ideal, wenn sein Anni-
hilator U~ ein L-Summand in X" ist.
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Satz 4.1.2. c¢q ist ein M-Ideal in £°°.

Die Idee zum Beweis dieses Satzes besteht darin, sich an die Gestalt der Funk-
tionale in ¢f 2 ¢! zu erinnern (siehe I11.5.6 in [55]).

Beweis. Sei ein Funktional £ € (£*°) gegeben. Dann 13t sich die Einschrinkung
{), mit einem gewissen (yy) € ¢* als

f((mn)) = anyn \V/(l'n) € Co
n=1

schreiben. Wegen >0 | 2pyn| < [[(@n)|loo || (yn)]1 ist dann auch

61((3:71)) = anyn V(.%'n) €L
n=1

erklirt und damit wieder ein Funktional ¢1 € (¢>°) gefunden. Da ¢; auf ¢y mit
{ iibereinstimmt, kann man die Abbildung

P:(6®) = cp,

definiert durch
{— 62 =f — fl

betrachten. Wir beweisen, daf§ P eine L-Projektion ist. Wegen der Dreiecksun-
gleichung muf} nur noch [|4|] > ||¢1|| + ||¢2|| eingesehen werden. Wihle hierfiir
zu einem ¢ > 0 ein (1) € Byoo mit £1(z(1)) > ||41]| — . Da die Reihe 3%, |y,|
konvergiert, kann 0.B.d.A. die Folge z(!) als abbrechende Nullfolge gewihlt wer-
den, d.h. wir kénnen xs) =0 fir n > N mit einem N € N annehmen. Dieses
N sei so grofl gewéhlt, dafl auch Y > v |yn| < € ist.

Sei weiter ein (2 € By gegeben mit fo(x?) > |[la|| — €. Ist nun z®) die
Folge, die bis zum N-ten Glied mit z(?) iibereinstimmt und sonst lauter Nullen
enthilt, so gilt wegen z3) € ¢ und {91, = 0 auch lo(x?® — 20)) = fy(2?)
(ob die naive Vorstellung dies nun mitmacht oder nicht). Dariiberhinaus gilt
nach Wahl von N fiir die “Restfolge” auch ¢;(z® — z(3)) < YNt lynl < e
Jetzt definieren wir z € By als diejenige Folge, die bis zum N-ten Glied mit
2 und ab dem (N + 1)-ten Glied mit z(?) iibereinstimmt, schlieBen eingedenk
EQ (x(l)) =0

0=)] = |1 (@D) + La(e) + 1@ = ) + (2 — 2|
= |61 (M) + 1 (2@ — 23)) 1 15 (2?)]
> 1 (zW) + Lo(x®) —e > |[1] + |62 — 3¢
und sind fertig. O
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Es ist nach diesem Satz und den vorangegangenen Bemerkungen beziiglich der
Entsprechung von Lipschitzraumen und Folgenrdumen alles andere als abwe-
gig, die Frage zu stellen, ob oder wann der kleine Lipschitzraum ein M-Ideal
im groflen ist. Klar ist jedoch, dafl die Eigenschaft, ein M-Ideal zu sein, ei-
ne geometrische, sprich eine recht “empfindliche” ist, die unter Isomorphismen
zerstort werden kann. Sicher kann man nur bei isometrischen Isomorphismen
sein, so da8 wir an dieser Stelle mit Wulberts Satz 2.4.7 lediglich die folgende
bescheidene Aussage treffen konnen.

Korollar 4.1.3. Ist K ecine kompakte nirgends dichte Teilmenge der reellen
Achse vom Lebesque-Maf$ Null, so ist A(K) ein M-Ideal in H(K).

Sehen wir uns, um uns der Frage, ob bzw. wann der kleine Lipschitzraum ein
M-Ideal im groflen ist, langsam zu néhern, noch einmal den Beweis des obigen
Satzes an. Dort wurde mittels der Darstellung der Funktionale auf ¢g eine ka-
nonische eindeutige Zerlegung jedes Funktionals ¢ auf £°° gefunden, und zwar
als Summe eines Funktionals £ aus dem Annihilator von ¢y und eines Funk-
tionals ¢, welches sich aus dem Darstellungssatz cf, = ¢! ganz natiirlicherweise
als Formel ¢1((z,)) = > 07| Znyn ergibt, welche aber — und das ist der Clou
— nicht nur fiir Nullfolgen, sondern fiir alle (x,) € ¢ sinnvoll ist. Und hier
notigt sich stark eine Analogie zu den Lipschitzraumen auf. Wir haben namlich
im Zusammenhang mit de Leeuws Vorgehen in Abschnitt 3.1 (siehe konkret
Lemma 3.1.4) eine Darstellung fiir Funktionale auf ¢ip(K) gefunden, die dann
von Bade, Curtis und Dales in Definition 3.3.3 und vor allem in Satz 3.3.4
auf Lip(K) “hochgehoben” wurde. In Anlehnung an den obigen Beweis bietet
sich nun folgende Konstruktion an. Sei ein ¢ € Lip(K)' gegeben. Betrachte

A~

© = Yypip(x) € Lip(K)" und hierzu gemif Lemma 3.1.4 ein p € M (K), so daf

Y(g) = /f(@(g)du Vg € lip(K)

gilt. Jetzt kann man das Funktional ¢y € Lip(K)’, definiert durch

(k) = /K S(h)du Vi € Lip(K)

ansehen. Falls K die in Satz 3.3.4 (und Theorem 3.5.3) genannte Separations-
eigenschaft hat, ist nach diesem Satz 1 unabhéingig von dem gewéhlten u,
welches 1 geméfl Lemma 3.1.4 darstellt, hdngt also nur von ¢ ab. Damit ist in
diesem Falle die Abbildung

P: Lip(K) — tip(K)*,

gegeben durch
V=Y =y

wohldefiniert und (in Analogie zum Beweis von Satz 4.1.2) ein natiirlicher Kan-
didat fiir eine mogliche L-Projektion, mit welcher fip(K) ein M-Ideal in Lip(K)
sein konnte. Entscheidend ist aber natiirlich die in Definition 4.1.1 geforderte
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Normgleichung, welche die Abbildung P erfiillen miifite, und das kann an die-
ser Stelle auf dieser abstrakten Ebene leider nicht gekldart werden. Es sei hier
lediglich kurz umrissen, was man in der Literatur iiber die Gestalt und die
Eigenschaften von Funktionalen in fip(K)+ weif.

Bei D. R. Sherbert in [45, III., S. 270] findet sich die Charakterisierung, dafl
lip(K)* der w*-Abschlufl desjenigen Unterraums in Lip(K)’ ist, welcher von
den sogenannten Punktderivationen auf K aufgespannt wird. Ein beschrénktes
lineares Funktional D auf Lip(K) heiBt Punktderivation am Punkt 2 € K, falls

D(f-h) = f(x)D(h) + W(x)D(f) Vf,h € Lip(K),

d.h. eine Art Produktregel, erfiillt ist. Der uns schon bekannte T. M. Jenkins
hat in seiner Arbeit [24, S. 43 f], aufbauend auf den Erkenntnissen von Sher-
bert, die Extremalpunkte von Bp,xe) und von Bygay fir 0 < a < 1 in
den Holderrdumen mit der Norm || - ||z, = max(]| - ||oos La(+)) néher untersucht.
Ausgehend von de Leeuws Einbettungsabbildung @ : Lip(K®) — C?(K®) (siche
Definition 1.1.9 und Satz 1.1.10) schliefit er zunéchst mit den Mengen

Ey:={\o; :z € K, |\ =1}

und

By = (A6, — 6,)d(2,) : 0 < d*(z,y) < 2,]A| = 1}

die Tatsache
ext BZip(Ka)’ = F1 U E5.

(Die beteiligten Funktionale sind nun immer als eingeschrinkt auf die jeweiligen
Teilriume zu betrachten.) Die Stone-Cech-Kompaktifizierung SK des Raums
K = K U K?\ diag(K?) fiihrt auf die Menge

E3:={\).:z € BK\K, |\ =1},

worin jedes d, nach Sherbert eine Punktderivation an einem eindeutig bestimm-
ten Punkt x € K ist. Mit einer Teilmenge D von FEj3 gilt dann geméf Jenkins

ext BLip(Ka)’ =FEUFEUD.

Uber D weiB man fast nichts. Wenigstens ist seit Johnsons Arbeit [25, S. 153]
bekannt, dal D fiir unendliches K nichtleer ist, und das ist ja schon mal was!
Beruhigend ist auch die Art der Zusammensetzung der Menge ext Bp, gy
als Vereinigung von ext Byy,xay und D, denn es ist ja im allgemeinen alles
andere als “iiblich” (siche zum Beispiel £*°-Normen), daf} sich Extremalpunkte
der Einheitskugel eines Unterraums als Extremalpunkte der Einheitskugel des
ganzen Raums wiederfinden. Ist der Raum mittels einer ¢'-direkten Summe
zweier Unterrdume zusammengesetzt, so kommen beim Schritt “von unten nach
oben” auch keine neuen hinzu (siehe I.1.5 in [18]):

Lemma 4.1.4. Fiir X = Uy &1 Uy gilt (mit der Konvention ext By = 9)

ext Bx = ext By, Uext By,.

128



Im Hinblick auf unser langfristiges Ziel hitte man natiirlich gerne (lax ausge-
driickt)
Lip(K®) = lip(K*) @1 lip(K*)*,

also eine Art Umkehrung des Lemmas, die man sich im “Niedrigdimensionalen”
auch gut vorstellen kann. Was aufier einer £'-Summe noch moglich ist, um die
Aussage des Lemmas zu erhalten, kénnen und wollen wir hier jedoch nicht
kléren.

Fiihrt man sich das Vorgehen zum Nachweis [|¢|| = ||¢1]| + [|¢2|| im Beweis von
Satz 4.1.2 noch einmal zu Gemiite, so kénnte man vermuten, dafl eine genauere
Kenntnis der Funktionale in fip(K)' gar nicht nétig ist, vielmehr eine genaue
Kenntnis der Elemente der Einheitskugel Br;, k) im Wechselspiel mit denen in
Buip(r)- Gleichzeitig sieht man jedoch, wenn man die Analogie mit dem obigen
Beweis weitertreibt, die Problematik bei dem Versuch, in der Formel

v(o) = [ sto)du(o)+ [ 9@) =90 4 (s )

K2\ diag(K?) d(z,y)
am Quotienten % entlang der Diagonalen, d.h. im “Unendlichen” von K,
zu “drehen”. Das, was im Beweis von oben einfach durch Abschneiden der Folge
geschehen konnte, wiirde hier die gesamte Funktion in Mitleidenschaft ziehen,
da diese ja dann “lokal iiberall” verindert wiirde.

So soll an dieser Stelle der vorliegende Ansatz nicht weiter verfolgt werden. Auf
eine weitere Analogie zwischen den Folgenrdumen und den Lipschitzraumen sei
jedoch noch hingewiesen. Aus dem Beweis zu Satz 4.1.2 kann man néamlich auch
herauslesen, dafl es eine schéne Hahn-Banach-Fortsetzungsabbildung

T :cy— (£)

fiir Funktionale auf ¢y gibt. Ist mit einem (y,,) € ¢! ein Funktional £y auf cq gege-
ben, so setzt man es einfach als ¢ wie im Beweis oben fort, und diese Zuordnung
liefert den Operator T'. DaB tatséchlich ||¢1]| = ||¢o] gilt, sieht man leicht durch
Abschneiden von Folgen aus ¢°° mit der Konvergenz von » 7 | |y, |. Die Norm-
gleichung ||| = ||41]| + ||¢2] zeigt nun, daB die Hahn-Banach-Fortsetzung sogar
eindeutig ist. Denn wire ¢ eine weitere Hahn-Banach-Fortsetzung von £, so
hétte man (mit den Bezeichnungen des Beweises) {3 = £—¢; # 0 und damit den
Widerspruch [[£|| > ||¢1]| = ||¢o||- Falls die Separationsbedingung erfiillt ist, und
unter dieser Voraussetzung wurde ja der obige Ansatz fiir die Lipschitzriume
formuliert, hat man ebenfalls eine Hahn-Banach-Fortsetzungsabbildung

S : tip(K) — Lip(K)'

vorliegen, wobei mit den Begriffen aus dem obigen Ansatz natiirlicherweise
S(¢) = 11 gesetzt wird, wenn p ein ¢ gemifl Lemma 3.1.4 reprisentieren-
des Maf} ist. Die Wohldefiniertheit von S folgt wieder aus Satz 3.3.4, und auch
die Tatsache ||| = ||¢1]| kann man vollig analog zum Beweis von Satz 3.3.4 aus
der Separationsbedingung herleiten. Wire mit dem genannten Ansatz fip(K)

129



ein M-Ideal in Lip(K), konnte man wie oben auch die Eindeutigkeit der Hahn-
Banach-Abbildung einsehen. Letzteres ist im iibrigen kein Zufall, denn jedes
M-Ideal U in X ist “Hahn-Banach-glatt”, d.h. jedes Funktional auf U besitzt
eine eindeutige Hahn-Banach-Fortsetzung in X’ (siehe 1.1.12 in [18]) .

Zu den allgemeinen Eigenschaften von M-Idealen gehort zum Beispiel, daf3 der
Schnitt oder auch die Summe zweier M-Ideale wieder ein M-Ideal ist (siehe
[.1.11 in [18]). In einem glatten oder strikt konvexen Raum X lassen sich, aufler
den trivialen M-Idealen {0} und X selbst, keine weiteren M-Ideale finden (siehe
I.1.7 in [18]). Leicht einzuschen ist, da M-Summanden auch M-Ideale sind,
aber nicht umgekehrt (siche S. 2 in [18]). Ein Beispiel fiir letzteres werden wir
am Ende von Abschnitt 4.2 sehen, und eines haben wir natiirlich schon gesehen,
nédmlich das Standardbeispiel cg in £°°. Schon dieses ist besonders eindriicklich,
denn es gibt ja nicht nur keine M-Projektion von £*° auf ¢q, sondern bekanntlich
iiberhaupt keine (siehe IV.6.5 in [55]). M-Ideale, die keine M-Summanden sind,
nennt man echte M-Ideale.

Besonders schéne Aussagen kann man iiber sogenannte M -eingebettete Raume
machen, welche (iiber die natiirliche Einbettung) M-Ideale in ihren Bidualriu-
men sind. Dies ist ja fiir ¢y in £°° der Fall, und lip(K) wére ja in Lip(K),
wie gesehen, “oft” auch ein solcher Kandat. Beispielsweise bleibt man in der
Klasse der M-eingebetteten Réume, wenn man zu Unterrdumen, Quotienten
oder co-Summen iibergeht (siehe II1.1.6 in [18]). Ein weiteres bemerkenswertes
Ergebnis ist, dafl der Dualraum eines separablen M-eingebetteten Raums selbst
wieder separabel ist (vgl. IT1.3.1 in [18]). Nichtreflexive M-eingebettete R&ume
(siehe das Standardbeispiel oder auch Korollar 2.3.4 als weitere Anregung) sind
nie komplementiert in ihrem Bidualraum (vgl. II1.3.7 in [18]). Der Folgenraum
¢o als Prototyp eines M-Ideals findet sich in jedem echten M-Ideal wieder (siehe
I1.4.7 und IIT.4.7 in [18]):

Theorem 4.1.5. Jedes echte M-Ideal X enthdlt eine Kopie von cqg. Ist X
dariiberhinaus M -eingebettet, so ist diese, und auch jede weitere Kopie von cq,
komplementiert in X.

Fiir M-eingebettete Rdume X existiert sogar ein Analogon zum Satz von Krein-
Milman bzw. zum Satz von Bessaga-Pelczynski. Man hat die Gleichheit

By = coll Il w*- sexp Bx,

wobeil w*-sexp By die sogenannten w*-stark exponierten Punkte von By sind
(vergleiche hierzu I11.3.2 in [18]).

Ein prominentes von J. Dixmier gefundenes Beispiel eines M-eingebetteten
Raums ist der Raum K (H) aller kompakten Operatoren auf einem Hilbertraum
H im Raum L(H) aller beschrénkten linearen Operatoren auf H (vergleiche
II1.1.4 (f) in [18] und [54, S. 349]). Besonders schon ist dieses Beispiel auch
deshalb, weil L(H) sogar eine Algebra und K (H) ein algebraisches Ideal darin
ist. Das néchste Theorem zeigt eine Schnittstelle zwischen den algebraischen

und den gemé#f Definition 4.1.1 geometrisch definierten Idealen auf (vergleiche
V.4.1 und V.4.4 in [18)).
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Theorem 4.1.6. In Banachalgebren gelten folgende Aussagen zu M -Idealen
und algebraischen Idealen.

(i) In einer kommutativen Banachalgebra mit Einheit ist ein M -Ideal not-
wendig ein abgeschlossenes Ideal.

(ii) In einer C*-Algebra sind die M-Ideale genau die abgeschlossenen zweisei-
tigen Ideale.

Aus Punkt (i) dieses Theorems folgt nun sofort das erste negative Ergebnis zu
M-Idealen in Lipschizrdumen. Wir wissen ja seit Satz 1.1.3, dafl Lip(K) mit der
Norm || |la = || |loo + L(-) eine Banachalgebra mit Einheit ist. Diese Einheit
liegt jedoch schon in fip(K), so da fip(K) genau dann ein Ideal in Lip(K) ist,
wenn es mit Lip(K) zusammenfillt. Dies ist jedoch nur in diskreten Féllen so
(siche die Voraussetzung zu Johnsons Theorem 2.3.1).

Korollar 4.1.7. Sei (K,d) ein metrischer Raum mit inf,., d(x,y) = 0, d.h.
lip(K) € Lip(K). Dann ist tip(K) in der Lipschitzalgebra (Lip(K), || - || a) kein
M -Ideal.

Da die Eigenschaft eines Raums, ein M-Ideal zu sein, eine geometrische ist, kann
die Sache bei Umnormierungen vollig anders aussehen. So ist zum Beispiel, wie
wir seit der Bemerkung zu Satz 1.1.3 wissen, Lip(K) mit der Standardnorm
|-l = max(]|-||ocs L(+)), zwar eine Algebra mit Einheit, nicht jedoch eine
Banachalgebra, so dafli Theorem 4.1.6 nicht anwendbar ist. In den R&umen
Lipo(K), wo f(xzo) = 0 fiir ein 29 € K und alle f € Lipg(K) gilt, und speziell
in den Rdumen H, aus Abschnitt 1.2 fehlt sogar die Einheit. In solchen R&umen
hat man also noch eine Chance auf ein positives Ergebnis, weswegen wir uns
im néchsten Abschnitt speziell auf die Holderrdume H, konzentrieren werden.

Wir wurden weiter oben bereits mit der Schwierigkeit konfrontiert, durch Be-
trachtung der Funktionale in Lip(K)’ aus dem Annihilator fip(K)" direkt an-
hand der Definition zu untersuchen, ob oder wann ¢ip(K) ein M-Ideal in Lip(K)
ist. Eine Analyse des Beweises zu Satz 4.1.2 zeigte jedoch auch, daf} es schon
geniigen kann, einfach die Elemente der Einheitskugel des Unterraums U C X
“im Verhéltnis” zu denen in By genau zu kennen. So nimmt es nicht wunder,
daf es eine Charakterisierung der Aussage “U ist ein M-Ideal in X7 gibt, die
ganz allgemein dieses Verhé&ltnis herausstellt. Es ist dies die sogenannte 3-Kugel-
Eigenschaft fiir M-Ideale, und sie ist zu finden im Charakterisierungstheorem
1.2.2 in [18].

Theorem 4.1.8. Fiir einen abgeschlossenen Unterraum U eines Banachraums
X sind dquivalent:

(i) U ist ein M-Ideal in X.

(i) Fir alle y1,y2,y3 € By, alle x € Bx und alle e > 0 gibt es einy € U, so
daf$ die Ungleichung
lz+yi —yll<1+e

firi=1,2,3 Bestand hat.
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Mit dieser schonen Charakterisierung werden wir von nun an die Frage, ob ein
Raum ein M-Ideal in einem anderen ist, untersuchen. Die 3-Kugel-Eigenschaft
(ii) wird iibrigens noch einfacher, wenn man weif}, dafl X der zweite Dualraum
von U ist. Dann haben wir anstelle von (i) die Aussage “U ist M-eingebettet
in X7, und in (ii) reicht es, die Ungleichung nur fiir y; und —y; zu fordern
(siehe 1.1 fin [54]). Im praktischen Nachpriifen der 3-Kugel-Eigenschaft spielt
diese Vereinfachung indes meist keine Rolle, da man dort oft genauso gut von
einer n-Kugel-Eigenschaft fiir ein n € N ausgehen koénnte. Wenn klar ist, um
welche Rdume X und vor allem U es sich handelt, werden wir, besonders in
Abschnitt 4.2, auch davon reden, dal ein Element x € Bx die (Forderung der)
3-Kugel-Figenschaft erfillt, wenn (ii) fiir dieses spezielle = gilt. Weiter sagen
wir, dafl U in X die 3-Kugel-Figenschaft erfillt, falls U ein M-Ideal in X ist,
wobei wir diese Begriffe bisweilen auch verwenden, wenn X nicht vollsténdig
ist.

Bemerkung 4.1.9. Im Falle von konkret vorliegenden (meist M-eingebette-
ten) Banachrdumen wie Folgen- oder Funktionenrdumen, mit denen wir es ja
hier zu tun haben, findet sich zum Uberpriifen der 3-Kugel-Eigenschaft eine
ausgesprochen nette und einfache Idee in [18, S. 102 f] bzw. in [54, S. 338 {], die
dort auch an einigen Beispielen durchexerziert ist. Sie geht von der Beobach-
tung aus, daB es (in der Sprache der Landau-Symbole o(-) und O(-)) oft eine Art
“o(+)-O(-)”-Relation zwischen den Elementen in einem M -eingebetteten Raum
U und den Elementen im Bidualraum U” = X gibt. Wenn die Elemente in
X dadurch bestimmt sind, daf§ bei ihnen eine gewisse Groéfle auf einem Defi-
nitionsbereich K (gemessen durch |-|), aus der sich die Norm auf X bzw. U
speist, beschrinkt bleibt (wie in ¢*° oder auch in Lip(K)), so zeichnen sich
diejenigen Elemente in U zusétzlich dadurch aus, dafy diese Grofie in einem ge-
wissen “Bereich” von K sogar gegen Null geht (wie in ¢¢ oder eben in fip(K)).
Zur Verifikation der 3-Kugel-Eigenschaft fiir ein gegebenes € > 0 wihlt man
nun eine Teilmenge M C K, so daB |y;| < ¢ auf K\M fiir i = 1,2,3 ist (und
hier wird klar, dafl man es auch mit endlich vielen statt nur drei y;’s zu tun
haben konnte). Dann versucht man zu dem gegebenen x € X ein y € U so
zu definieren, dafl es auf M bis auf hochstens € mit x iibereinstimmt und auf
K\M in einer “sich an z orientierenden Weise abfillt”, so da8 dort immer noch
|z —y| < 1+¢ gilt. Dann ist |z +y; —y| < |yi| + |x —y| < 1+ ¢ auf M gesichert
und auf K\M nutzt man die Kleinheit der Elemente y1,y2 und y3 aus U, so
da man hier |z +y; —y| < | —y|+|yi| < 14 2 abschétzen kann. Das Problem
besteht dabei oft in der Behandlung eines Zwischenbereichs am “Rand von M?”,
wo das y im Sinne von |-| “kontrolliert abfallen” muf, meist aber noch nicht so
gewihlt werden kann, daf§ |y| < e auf ganz K\ M gilt. Zur Arbeitserleichterung
mag jedoch noch die Beobachtung beitragen, daf§ es aufgrund des zur Verfiigung
stehenden € > 0 reicht, x und die y;’s aus dichten Teilmengen der jeweiligen
Einheitskugel anzunehmen bzw. das y nur in einer dichten Teilmenge von U zu
suchen.

Am Standardbeispiel ¢y als M-Ideal in £*° kann man das gerade beschriebene
Vorgehen mit einem Wort als “straightforward” bezeichnen. Ist N € N ein
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Index, ab dem der Betrag aller weiteren Folgeglieder in y1, yo und y3 hochstens
¢ ist, kann man y bis zum N-ten Folgeglied mit der Folge x gleichsetzen und
ansonsten mit Nullen auffiillen. Ein Problem auf dem “Rand von M” hat man
in diesem diskreten Fall nicht. Wenn man dies mit dem Vorgehen im Beweis
des gleichen Ergebnisses (Satz 4.1.2) vergleicht, wo wir direkt von der Definition
4.1.1 ausgingen, sicht man wohl einerseits Ahnlichkeiten, hat aber andererseits
auch den Eindruck, dafl die 3-Kugel-Eigenschaft offenbar die Definition auf das
Wesentliche eindampft.

Ein einfaches Beispiel fiir Funktionenrdume hat man im Raum Cy(K) aller im
“Unendlichen” verschwindenden stetigen Funktionen auf einem lokalkompakten
metrischen Raum K, welcher ein M-Ideal im Raum C®(K) aller beschrinkten
stetigen Funktionen auf K ist. Sind ndmlich die y; aulerhalb eines kompakten
M C K betragsméflig hochstens e, so kann man mit der stetigen Abstandsfunk-
tion dist( -, M) die Funktion y = x-1/(1+dist(-, M)) € Co(K) betrachten und
sieht rasch ||z —y+¥il|co < 1+¢€ ein. Und weiter néhrt sich damit die Hoffnung,
daf sich iiber de Leeuws Einbettungsabbildung aus Satz 1.1.10 dieses Ergeb-
nis auf die Unterriume Lip(K) von C?(K) bzw. lip(K) von Co(K) iibertragen

konnte.

Das Problem liegt jedoch auf der Hand: Mit einem derart simplen Multiplika-
tionsargument, mit dem wir gerade das y aus dem x erhalten haben, kann es
unmoglich gehen. Die Lipschitzfunktionen, die sich mittels der Einbettungsab-
bildung als beschriinkte stetige Funktionen auf K U K2\ diag(K?) wiederfinden,
sind ja bereits durch ihre Werte auf K vollstdndig bestimmt. Ein “Riitteln” ent-
lang der Diagonalen diag(K?) hiefe ja, eine Lipschitzfunktion “lokal iiberall” zu
verindern, womit man Gefahr liefe, sie danach nicht mehr wieder zu erkennen.
Das Problem, die 3-Kugel-Eigenschaft im Sinne der “o(-)-O(-)”-Relation fiir Lip-
schitzfunktionen nachzupriifen, liegt eben gerade in dem Umstand begriindet,
daf8 die o(-)-Bedingung, d.h. die ¢ip-Bedingung, eine gleichméfige lokale Be-
dingung ist, so daf} es fast unmoglich erscheint, ein M C K zu extrahieren,
um die vorgeschlagene Konstruktion fiir Lipschitzfunktionen iiberhaupt durch-
zufithren. Aber da gibt es ein Licht am Horizont, und um dieses besser sehen
zu konnen, wollen wir uns noch einem weiteren Beispiel zuwenden.

Satz 4.1.10. Sei K ein kompakter Hausdorffraum und D eine abgeschlossene
Teilmenge von K. Dann ist der Teilraum

Up:={feC(K): f(x)=0 Vx € D}
von C(K) ein M-Ideal in C(K).

Man kann sogar noch mehr aussagen (siche 1.1.4 (a) in [18]): Umgekehrt ist
tatséchlich jedes M-Ideal in C'(K) wieder ein Up fiir ein gewisses abgeschlosse-
nes D C K, und Up ist genau dann ein M-Summand, wenn D “clopen”, also
abgeschlossen und offen ist. Weiter gelten diese Aussagen auch fiir Cy(K), wenn
K nur ein lokalkompakter Hausdorffraum ist. Zum Beweis wird in [18, S. 3 f]
direkt von der Definition 4.1.1 ausgegangen und der Rieszsche Darstellungssatz
benutzt. Wir wollen Satz 4.1.10 mit der 3-Kugel-Eigenschaft zeigen und hierfiir
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den Satz von Tietze-Urysohn (siche B.2.4 in [55]) anwenden. Um dies zu tun,
bendtigt man die Voraussetzung, dafl K normal ist (siehe S. 436 in [55]) und
das kann man fiir kompakte Hausdorffriume in endlicher Zeit einsehen.

Beweis. Seien Funktionen h € C(K) und fi1, fa, f3 € Up, alle mit Norm hoch-
stens 1, und ein ¢ > 0 vorgegeben. Zu jedem x € 0D existiert eine offene
Umgebung V., so dal |fi(y)] < ¢ Vy € V, und Vi € {1,2,3} ist. Dann ist
V= U,eap Ve € K offen und die Mengen E := K\(V U D) sowie D disjunkte
abgeschlossene Mengen in K. Da K normal ist, folgt aus dem Satz von Tietze-
Urysohn die Existenz einer stetigen Funktion f : K — [0,1] mit f|p = 0 und
fig = 1. Mit der Produktfunktion g := h- f € Up gilt dann

[(h+ fi = 9 plloe < |hllec <1 Vi€ {1,2,3},

[(h+ fi = 9)iElloo < Ifillo <1 Vie{1,2,3}

und

17+ fi = 9Dy oo < MI1 = flloollAlloo + I filloo <1+ Vie{1,2,3}
nach Wahl von V' und f. Damit ist Up ein M-Ideal in C(K). O

Das Entscheidende an dem Beweisgedanken ist die Anwendung des Fortset-
zungssatzes von Tietze-Urysohn, um aus der vorgegebenen Funktion h € Bo(k)
die gewiinschte Funktion g € Up zu gewinnen. Die offene Menge E spielt die
Rolle der in Bemerkung 4.1.9 besprochenen Menge M, auf deren Komplement
V' U D die Funktionen f1, fo, f3 {iber deren Kleinheit kontrolliert werden. Lehr-
reich im Hinblick auf unsere Fragestellung ist dieses Beispiel deshalb, weil auch
wir iiber einen Fortsetzungssatz verfiigen, der es uns erlaubt, aus einer grofien
Lipschitzfunktion A eine kleine Lipschitzfunktion g zu gewinnen, die A in ei-
nem gewissen Sinne anndhert. Es ist dies ein Satz, der zum ersten Mal bei
Jenkins (siche Lemma 3.2.6) auftauchte, der von Johnson (siche Lemma 3.3.1)
auf seinen wesentlichen Gehalt hin untersucht wurde und der letzten Endes
nichts weiter als die Separationseigenschaft (siche Theorem 3.5.3) beschreibt:
Die grofle Lipschitzfunktion h kann durch eine kleine Lipschitzfunktion g in der
Supremumsnorm angendhert werden mit dem Nebeneffekt, dal die Lipschitz-
norm von g “im Rahmen” der Lipschitznorm von h bleibt. Wenn man nun noch
bemerkt, dafl die gleichmé&fige Anndherung von ¢g an h auch den Quotienten
|(h—g)(z ) (h=9)(y)
werden 14 t, so stoft man — nachdem man sich geniigend Zeit zum Nachsinnen
genommen hat — auf eine Moglichkeit, wie man die “lokale Menge K\M” aus
der /ip-Bedingung herauskitzeln kénnte.

| fiir Punkte o , 9, die nicht “zu nahe” beieinander liegen, klein

Definition 4.1.11. Fiir eine Lipschitzfunktion f auf einem metrischen Raum
K sei die Steigung Lay(f) zwischen den Punkten z,y € K, « # y, durch

[f(x) = f(y)]

Lx,y(f) = d(m, y)

erklart.
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Diese Abkiirzung ist von nun an nétig. Offensichtlich ist L,y () eine Halbnorm
auf Lip(K). Das nachfolgende Lemma kénnte man als “Fundamentallemma” fiir
alle weiteren Untersuchungen bezeichnen. Man sieht an seinem Beweis sofort,
dafl seine Aussage das “Testen” der 3-Kugel-Eigenschaft von ¢ip(K) an einzel-
nen Funktionen h € Bp, k) ermoglicht, und genau dieses wird im néchsten
Abschnitt 4.2 ausgiebigst geschehen.

Lemma 4.1.12. Es sei K ein metrischer Raum und Lip(K) mit der Norm
Il |l = max(|| - ||, L(:)) versehen. Weiter gelte fiir einen Unterraum ¢IP(K)
von Lip(K) mit lip(K) C ¢IP(K) die folgende Bedingung (3K).

Zu jedem h € Byrp(k), jedem € > 0 und jedem §' > 0 existiere ein g € Lip(K)
mit den beiden Figenschaften

17— glloo < €0 (4.1.1)

und
0<d(w,y) <& = Lyy(h—g) <1+¢ Vr,yeK. (4.1.2)
Dann ist die 3-Kugel-Figenschaft erfillt und lip(K) ein M-Ideal in ¢(IP(K).

Die gleiche Aussage gilt analog in Lipg(K) mit der Norm L(-).

Beweis. Wir weisen nach, daf§ ¢ip(K) in /1 P(K) die 3-Kugel-Eigenschaft erfiillt.
Seien also Funktionen h € Byrpx) und f1, f2, f3 € Byip(x) sowie ein g >0 ge-
geben. Wihle mit der /ip-Bedingung ein ¢’ > 0, so daf aus 0 < d(z,y) < ¢’ die

Ungleichung
Lay(fi) = W <Z vie{1,2,3}

2
folgt. Nun existiert nach Voraussetzung (3K) und (4.1.1) ein g € ¢ip(K) mit
|h = glloc < ¢ - 5. Hieraus schlieBt man fiir d(z,y) > ¢’ zunéchst

(h=9)@)| +1(h—9) W) _ =+
d(x,y) - o

/

Insgesamt folgt damit

!
Lay(h— g+ f;) < Loy(h — g) + Lay(fi) < %+1§1+5’ Vi e {1,2,3}

fiir d(x,y) > 0’ und

/ /

Lay(h— g+ f) ngy(h—g)—i-Lw(fi)gl—i-%—i-% <1+¢ Vie{l,2,3}

fiir 0 < d(z,y) < 0’ nach Wahl von &’ bzw. ¢’ und wegen (4.1.2).
Die Ungleichung
I =g+ fillso < I1h = gllso + [lfilloc < & +1

ist nach (4.1.2) fiir jedes ¢’ < 1 erfiillt, und die Aussage in Lipo(K) ist klar. [
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Man sieht, dafl die lokale Bedingung 0 < d(z,y) < ¢’ gewissermafen als “Er-
satz” fiir die “Menge K\M”, auf der wir die “Kleinheit” der Funktionen f;,
1 = 1,2,3, beherrschen wollen, herhalten mufl. Leider kann man die Tatsa-
che, dafl g selbst wieder eine kleine Lipschitzfunktion ist, zum Nachweis der
3-Kugel-Eigenschaft nicht verwenden, da sie sich einem quasi “fortw#hrend
entzieht”. Natiirlich weifl man von der Existenz eines gewissen 6” > 0, wo-
mit Lyy(h — g) < Lyy(h) + Lyy(g) < 1+ 5 fiir 0 < d(z,y) < §” gilt, da g die
lip-Bedingung erfiillt. Weiter sichert die Bedingung (4.1.1) in (3K) noch

5J

< 6/
d(z,y) > —2— = Lyy(h—g) <1+ 3

1+ %

so daB es reichen wiirde, die zweite Bedingung (4.1.2) nur fiir §’¢’(1+¢'/2)~1/2
statt fiir das (je nach Wahl von €’) “viel grofiere” §’ zu formulieren. An dem
grundsétzlichen Problem, die Forderung (4.1.2) von (3K) zu erfiillen, &ndern
diese Finessen jedoch nichts, denn die Liicke zwischen 6” und ¢’¢’(1+¢'/2)71/2
kann “immer noch sehr groff” sein und 148t sich auch nicht ohne weitere An-
strengungen wegdiskutieren. Schlielich héngt g und damit 6” von ¢’ und &’ ab.
Die Bedingung (3K) fordert eben zusétzlich zur gleichméfiigen Annéherung von
g an h, daf} sich g in seinem Steigungsverhalten auch “lokal an h anpafit”.

4.2 Die 3-Kugel-Eigenschaft von H? in Teilriumen
von H,

Jetzt wollen wir das obige Lemma 4.1.12 und damit unsere Methode, die 3-Ku-
gel-Eigenschaft in Lipschitzriumen zu untersuchen, mit Leben fiillen. Da wir
zur Anwendung des Lemmas das Auffinden einer gleichméfliigen Approximation
einer groflen Lipschitzfunktion h durch eine kleine Lipschitzfunktion g mit dem
Vergleich des Steigungsverhaltens von h und g verbinden miissen, beschrinken
wir unsere Betrachtungen auf die naheliegenden konkreten Lipschitzriume H?
und H, fiir 0 < o < 1 mit der Norm L,(+), die wir in Abschnitt 1.2 schon etwas
in den Griff bekommen haben. Den Hoélderexponenten « halten wir dabei meist
fest, so daf8 in den Steigungen L, (), die nicht mit einem weiteren Index o ver-
sehen werden, bis auf kenntlich gemachte Ausnahmen auch stets von der Metrik
d* auf [0, 1] ausgegangen wird. Und da wir uns die Steigungen auch vorstellen
wollen, betrachten wir zunéchst Holderrdume reellwertiger Funktionen.

Beispiel 4.2.1. Wir beginnen mit dem einfachsten Beispiel einer groflen Hol-
derfunktion, das uns einféllt, ndmlich mit der Funktion h : z — x® auf [0, 1],
welche wir durch

RPN 617§-l‘ fir 0<x<§
) h(z) fir 0<z<1

mit einem gewissen € > 0 und 6 = ea annéhern wollen (siehe Abbildung 4.1). Da
g sogar eine Lipschitzfunktion zum Exponenten 1 ist, liegt g in H, und da g auf
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Abbildung 4.1: Die 3-Kugel-Eigenschaft am Beispiel der Wurzelfunktion

[0, 6] eine polygonale Anné&herung an h darstellt, folgt wie im Beweis zum Satz
1.2.20 auch L, (g) = 1. Wihlt man e = £'¢’, so ist die Voraussetzung (4.1.1) von
Lemma 4.1.12 erfiillt. Eigenschaft (4.1.2) gilt fiir die beiden Funktionen sofort
global, denn es ist L,(h —g) = 1.

Die Begriindung ist sehr einfach, und wir wollen sie von nun an als Steigungs-
argument bezeichnen. Sowohl h als auch ¢ sind beide monoton steigend, so daf3
aus x < y stets h(x) < h(y) und g(z) < g(y) folgt. Daraus schliefit man

0 < hw-h@ _ (h—
= (y,x)a — :> _1 S (h g)(y) (h g)(x) < 1

9(W)—g(z) _ =
0< T8 <1 (y — =)
fiir alle z,y € [0, 1] mit z < y. (Wegen Lo, (h—g) — 1 fiir x — 0 folgt schlieflich
La(h - g) - 1)

Allgemein liefert uns das Steigungsargument die folgende Aussage (sogar fiir
beliebige metrische Rdume K), welche sich vollig analog beweisen 148t.

Lemma 4.2.2. Wenn zu einem h € Br,ky (oder Briy k), jedem € > 0
und jedem ¢ > 0 ein g € (1 + &')Bppry (oder (1 + €')Byipo(iy) ewistiert, so
dafy ||h — gllee < € ist und mit h(z) > h(y) auch immer g(z) > g(y) gilt,
dann erfullt h die Forderung der 3-Kugel-Figenschaft. Verschirft reicht es fir
diese Folgerung sogar, ein g € Lip(K) (oder lipo(K)) mit ||h — gllco < € und
Ley(g9) <1+ €' sowie h(xz) > h(y) = g(x) > g(y) lediglich fir 0 < d(z,y) < 5
zu finden.

Konkret haben wir damit zum Beispiel alle monotonen Funktionen in H, im
Griff.

Korollar 4.2.3. Fiir jedes monotone h € By, mit 0 < a < 1 ist die 3-Kugel-
FEigenschaft erfiillt.

Beweis. O.B.d.A. sei h € By, monoton steigend und ein € > 0 gegeben. Wir
verwenden die Separationseigenschaft (siehe Korollar 1.2.22), die wir fiir die
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Holderrdume H,, speziell mit Polygonen g im Beweis zu Satz 1.2.20 (sogar mit
e/ = 0) gezeigt haben. Da diese Polygone in allen ihren Knoten h interpolieren,
sind auch sie monoton steigend, so dafy aus Lemma 4.2.2 die Behauptung folgt.

O

Bemerkung 4.2.4. Natiirlich ist jetzt die Versuchung groff, mit Lemma 4.2.3
alle Funktionen von beschrénkter Variation in H, zu erschlagen, indem man
diese als Differenz zweier monotoner Funktionen schreibt (siehe hierzu S. 62/63
in [4], insbesondere (3): Jordans Theorem), und sich dann dieser Einzelteile
gesondert annimmt. Schaut man sich die 3-Kugel-Figenschaft jedoch “additiv
zerlegt” an, wird man schnell gewahr, dal man dieser Versuchung besser nicht
nachgeben sollte.

Beispiel 4.2.5. Zur Illustration des Steigungsarguments wollen wir hier noch
ein Analogon zu den gingigen Exemplaren von stetigen aber nirgends differen-
zierbaren Funktionen (vergleiche zum Beispiel [31, S. 153 {]) betrachten. Unsere
Funktion h € By, soll sich als Reihe Y77, hy, iiber die folgenden hy, € 27%By.
zusammensetzen:

27 g fir 0<az<2°k
hi(z) = 2_’“(2_(’“_1) —)* fir 27F <2< 9—(k-1)
sonst periodisch  auf [0, 1] fortgesetzt.

0.3

Abbildung 4.2: hy und ¢; Abbildung 4.3: hy und go

0.04VW\/\

1 1

Abbildung 4.4: hs und g3 Abbildung 4.5: ... und die Summe

Die Funktionen g gleichen die hi’s an den Stellen, an denen die “x®-Bogen”

ansetzen, symmetrisch durch Geradenstiicke aus und stimmen ansonsten mit
den hy’s iiberein (siehe Abbildungen 4.2 bis 4.5). Die 3-Kugel-Eigenschaft kann
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nun bei vorhandenen f; € Byo, © = 1,2, 3, separat fiir iy und 27k f i =1,2,3,
und v = 27%(1 + ¢) in den Kugeln 27% By, nachgewiesen werden (nach dem
Steigungsargument sogar mit £ = 0), wenn man g nahe genug an hy wihlt. In
den folgenden Termen konvergieren die Reihen sowohl gleichméflig als auch in
der L,(-)-Norm, und man erhélt, nach Anwendung der 3-Kugel-Eigenschaft in
jeder Kugel 2% By, fiir jedes i € {1,2,3}

La <th > o+ ZQkfz) <Y Lalbe—ge+275f) <D m=1+¢,
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
so dafl die 3-Kugel-Eigenschaft fir h mit g := Y -, g erfiillt ist.

Beispiel 4.2.6. Mittelfristiges Ziel unserer Bemiithungen ist es natiirlich, Me-
thoden zu haben, mit welchen man “in die Ndhe” eines konkreten zwischen
H? und H, gelegenen Vektorraums vorstofen kann, in dem H{ die 3-Kugel-
Eigenschaft erfiillt. Auf dem Weg dahin wollen wir die nachfolgend definierte
Funktion h € By, betrachten.

x ﬁrOﬁxﬁ%

h(z) := () = (@ — ) fir iéxﬁg
UEY Q-G e f<a<]
(Y= (x—32)* fir 2<z<1

1

Abbildung 4.6: Holderfunktion mit drei “kritischen Stellen”

Diese Funktion hat drei “kritische Stellen”, néamlich 0, % und %, die durch eine
geeignete Wahl von kurzen Geradenstiicken ausgeglichen werden sollen. Die
Funktion g € H? soll aus diesen Geradenstiicken (siche Abbildung 4.6) bestehen
— speziell ist g in einer Umgebung von % konstant gewéhlt — und an allen
weiteren Stellen gleich h(x) definiert werden. Trivialerweise geht dann an der
Stelle % und auch an der Stelle 0 lokal das Steigungsargument durch, nicht
jedoch an der Stelle i (wiewohl man dort g auch lokal konstant wéhlen konnte).

Fiir # nahe genug bei 1 und z < 1 < y kann man aber mit (h — g)(z) = 0

(h=9)(y) — (h=g)(@)| _|(h=9)y) = (h=9)(3)|
(y —x)° - (y— 1)

abschéitzen, und der rechte Quotient ist fiir ¥ nahe genug bei i hochstens 1,

da h und g beide auf [%, %] monoton fallen. Man sieht, dal nun Lemma 4.1.12
anwendbar ist.
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Bemerkung 4.2.7. Obiges Beispiel suggeriert sehr heftig, dafl man nun einen
schonen einfachen Raum “im Griff” hat. Seien fiir ¢ € [0, 1] die Funktionen

b 0 fir z<c¢
“r (x—c)* fir c<z<1

definiert und damit HS als der von HO und der Menge {h¢}.c 0,1] aufgespannte
Unterraum von H, erklirt. Im folgenden wird nun der Versuch unternommen,
mit unseren bisher entwickelten Methoden einzusehen, daf HY die 3-Kugel-
Eigenschaft in H erfiillt:

Zunichst gibt es nach Definition von HS zu jedem h € Bpe ein f € H?, so
daB h := h — f eine Funktion ist, welche eine “shnliche” Gestalt wie die in
Beispiel 4.2.6 angegebene Funktion hat und nur an den endlich vielen Stellen,
wo “x*-Bogen” starten, “kritisch” ist. Hat man an einer solchen Stelle eine
Steigungsumkehr von h (wie in % oder % in Beispiel 4.2.6), so kann man h
dort “konstant ausgleichen”, findet keine Steigungsumkehr statt, so kann man
(wie an der Stelle 0 in Beispiel 4.2.6) die “x®*-Bogen” mit Geradenstiicken der

gleichen Steigung ann#hern.

Man definiert nun g lokal um die “kritischen Stellen” gleich diesen Geraden-
stiicken und wihlt sonst §(z) = h(z). Weiter denkt man natiirlich jetzt an
g = g+ f — und hat ein Problem. Mit dem Steigungsargument oder dem
daraus gewonnenen Destillat in Form von Lemma 4.1.11, und dies m6chte man
hier ja anwenden, kann jetzt lokal lediglich Ly (h—g) = Luy(h—§) < Lo(h) —
also eine nichtsnutzige Abschétzung — gezeigt werden. Und “auf der Ebene von
h und ¢” mufl die Voraussetzung h(z) > h(y) = g(z) > g(y) zur Anwendung
von Lemma 4.2.2 nicht erfiillt sein, wie das Beispiel h : z — 2%, f : z — —z
(mit « < o/ < 1) und g wie in Beispiel 4.2.1 zeigt (fiir das in einer Umgebung
der Null die Funktion h = h + f monoton steigend und g = § 4+ f monoton
fallend ist). Schliefllich weil man noch nicht einmal, ob Ly (g) < L,(h) gilt.
Die hoffnungsfrohe Konstruktion scheitert also wie in Bemerkung 4.2.4 an der
Tatsache, dal man beim Nachweis der 3-Kugel-Eigenschaft Schwierigkeiten be-
kommt, wenn man die betrachtete Funktion h als Summe zweier “einfacherer”
Funktionen behandeln mdochte.

Man kann sich noch viele H,-Funktionen vorstellen, auch welche, bei denen sich
obige “kritische Stellen” sogar haufen, fiir die unsere bisherigen “Abschneide-
techniken” (siche auch noch Lemma 4.2.9) im Sinne der 3-Kugel-Eigenschaft
zum Erfolg fithren, doch einen Vektorraum, in dem HQ ein M-Ideal ist, haben
wir nach wie vor noch nicht gefunden. Zusammenfassend kénnen wir also lei-
der nur die folgende positive Aussage festhalten: Hat eine Funktion h € By,
nur endlich viele “kritische Stellen” x;, in deren Umgebung die ¢ip-Bedingung
hochstens durch startende (h(x) = h(x;)+a(z—x;)%, a € [—1,1]) oder endende
(h(z) = h(z;) + a(x; — )%, a € [-1,1]) “Wurzelbogen” verletzt ist, so erfiillt
h mit einem geeigneten g € Bpo die 3-Kugel-Eigenschaft. Wir werden spéter
im Hinblick auf diese Eigenschaft einen iiber HY liegenden Teilraum von H,
untersuchen, der solche Funktionen und sogar ganz H enthéilt, nachdem wir
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uns ndher mit der Frage beschiéftigt haben, wie denn die “kritischen Stellen”
einer Funktion, in denen die /ip-Bedingung verletzt ist, formal faflbar sind. Im
Zuge dessen werden wir dann auch ein etwas befriedigenderes Ergebnis erhalten.
Doch zuvor erwarten uns noch einige unangenehmere Wahrheiten, vor denen
wir unsere Augen nicht verschlieflen sollten.

Geht man von den Abschneidetechniken {iber kurze Geradenstiicke, die in den
bisherigen Beispielen zum Erfolg gefiihrt haben, aus und versucht, diese fiir
allgemeinere Holderfunktionen zu systematisieren und handhabbar zu machen,
stoBt man schnell auf eine sich ganz natiirlicherweise aufnétigende Idee. Man
konnte eine Holderfunktion h durch Polygone annéhern, welche in ihren Knoten
h interpolieren — so wie es auch Krein und Petuin im Beweis von Satz 1.2.20
mit Erfolg betrieben haben. Die dahinterstehende stille Hoffnung ist nattirlich,
daf die Bedingung (4.1.2) zur Anwendung von Lemma 4.1.12 womoglich erfiillt
ist, wenn man die Schrittweite, sprich den grofiten Abstand zweier Interpolati-
onstellen, nur klein genug wéhlt.

Nahrung erhilt dieser Ansatz noch aus zwei weiteren Erwégungen. Erstens ver-
lieren wir nichts, wenn wir uns auf Polygone zur Anndherung von h beschranken,
da wir seit Satz 1.2.9 wissen, dafl sogar die Menge aller rationalen Polygone dicht
in HY liegt — sprich: Entweder ist die 3-Kugel-Eigenschaft fiir ein h € By,
schon mit Polygonen g € H erfiillt oder iiberhaupt nicht. Zweitens lieBe sich
der Ansatz mit interpolierenden Polygonen sehr schon auf weitaus allgemeinere
Lipschitzrdume tibertragen, namlich auf all jene, in denen die Separationsbe-
dingung (siche Theorem 3.5.3) erfiillt ist. Denn auch in diesen Rdumen kann
man jede Lipschitzfunktion h € Br;,(x) durch eine h in endlich vielen Stellen
interpolierende kleine Lipschitzfunktion g € ¢ Byy(k) (mit beliebigem ¢ > 1
fiir K = R oder ¢ > /2 fiir K = C) in der Supremumsnorm annihern — in
allgemeinen Holderrdumen kann man dies ja konkret (siehe Lemma 3.2.6 bei
Jenkins) durch die Anwendung des Fortsetzungssatzes 1.1.20 von McShane er-
reichen — und nichts anderes (siehe Satz 1.2.20) machen ja noch anschaulicher
die Polygone in H,. Vor diesem Hintergrund ist es ausgesprochen erniichternd,
festzustellen, dafl der Versuch, die 3-Kugel-Eigenschaft in H, mit den vorge-
schlagenen interpolierenden Polygonen nachzuweisen, scheitert. Das folgende
Beispiel in Hy /5 zeigt, woran er scheitert.

Beispiel 4.2.8. Wir definieren mit der Folge (wy )32, = (27%)%2, die Funktion
h € By, ,, durch h(0) := 0, h(1) := 1 und weiter fiir k € N durch

h(z) = { ka(x) = Wk—1 — Vwr—1—z  fir o <z <wp

hi(z) := J/wk — VT — wg fir wy <z <y,

wobei @y als Schnittstelle der beiden “Wurzelbégen” durch hy(@g) = ﬁk(djk)
gegeben ist (siehe Abbildung 4.7).

Sei nun ¢ ein beliebiges Polygon, welches (fiir ein gewisses n € N) an den Stellen
r9:=0< 21 < < xpy_1 < xp := 1 seine Knoten hat und dort die Funktion
h interpoliert. Weiter sei k& € N so gewihlt, dal z1 € [wk,wk_1] ist. Nun liegt
¢ im Intervall [0, wy_1] sicher oberhalb der Geraden g durch die Punkte (0,0)
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1

Abbildung 4.7: Das Scheitern einer na- Abbildung 4.8: Ausschnitt von h auf
heliegenden Methode [Wit1,wi—1] und Gerade g

und (wy, hi(wi)) = (27F, 2= — 275), welche die Steigung

hat (vergleiche mit der Abbildung 4.8). Fiir z € (wg41,@0k+1] gilt nach Kon-
h(z)—h(wky1) _ . 9(x)—g(wr+1)
W = —1 und zwangsldufig W
dafl der letzte Quotient (unabhéngig von k) einen nicht zu vernachlédssigenden
Beitrag liefert, so daB, fiir ¢’ klein genug, die Forderung L,,(h —g) < 1+ ¢’

(siehe Lemma 4.1.12) lokal nicht erfiillt ist.

struktion > 0. Wir zeigen nun,

Zunichst beobachtet man, daf wj, := %wk,l < @y, fiir alle £ € N ist, denn es
gilt
— 7 k1 1 1 -
he(wh) =272 [1-4/—= ) <272 (272 — /= | = hx(w)).
k(wy) 2 16 < 2 2 16 k(W)

mAwgi1q 2

1
(Au)k+1)§ %2_

ka+1w;€+1 (g) Z ka+1w;€+1 (g) =

mit ¢ > 0 von unten abschétzen und erhalten ka+1w§€+1(h —g)>1+a—und
zwar unabhéngig von k.

Dieses Beispiel zeigt, dafl die Voraussetzungen zur Anwendung von Lemma
4.1.12, welches aufbauend auf Bemerkung 4.1.9 ein natiirlicher Ansatz zur Un-
tersuchung der 3-Kugel-Eigenschaft vom kleinen im grofien Lipschitzraum ist,
fiir Polygone g, die unser spezielles A in ihren Knoten interpolieren, nie erfiillt
sind. Sie sind offenbar fiir kein Polygon erfiillt, welches h in [0, 2] schneidet.
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Es stellt sich jetzt natiirlich die Frage, ob es iiberhaupt ein Polygon geben kann,
mit welchem h die 3-Kugel-Eigenschaft erfiillt, wenn all jene nicht in Frage
kommen, an die man zuerst denkt. Man beachte hierzu auch das Ergebnis von
Ciesielski in Abschnitt 2.1: Dort wird im Beweis zu Theorem 2.1.2 gezeigt, dafl
jedes g € HY durch (sogar mit der Schauderbasis “aufgebaute”) Polygone in der
Norm L, (-) approximiert werden kann, welche ¢ in ihren Knoten interpolieren
— und das war ja gerade der natiirliche Ansatz. Wir werden jedoch gleich sehen,
dafl man sich von Analogien solcher Art nicht ins Bockshorn jagen lassen sollte.
Schlielich bezeichnet man ein Vorgehen meist deshalb als “natiirlich”, weil
einem nichts Besseres eingefallen ist!

Das Problem in Beispiel 4.2.8 ist, daf} die obige Funktion & € By, ,, um die Stelle
0 “sehr stark” nicht in H ? /2 liegt. Zum einen héufen sich um xg = 0 Stellen
h(y)—h(z)
(y—x)1/?
alle y € (0,1], da h — wie man durch Betrachtung der lokalen Minima bei @y,
einsehen kann — oberhalb der Funktion x — %\/E liegt. Trotzdem ist h, wie
oben schon angedeutet, immer noch nicht “schlimm genug” gewéhlt, als dafl
man es nicht doch “polygonal” in den Griff bekommen kénnte — eben durch
ein Polygon, welches h nicht in seinen Knoten interpoliert. Denn erstens ist A
“weg von der Null”, wo man den Steigungen von h durch ein Polygon folgen
kann, weitaus harmloser als um die Null, wo man h einfach “abschneiden” kann.

x < y mit = +1, und zum zweiten gilt dariiberhinaus Lo, (h) > % fiir

1

Abbildung 4.9: Die Losung: g an h

Bei vorgegebenem ¢ > 0 wihle k' so groB, dafl wy < &2 ist, und definiere

g(x) = Jwi auf [0,wp]. Weiter sei g fiir alle k¥ < k' auf [wg,wi—1] als h
in seinen Knoten interpolierendes Polygon so gewéhlt, daf stets g(wy) = h(wyg)
und [[(A—g)|jw,, 17llcc < € gilt (siehe Abbildung 4.9). Fiir g := g—/wy folgt dann
(argumentiert wie im Beweis zu Satz 1.2.20) g € BH?/2 und ||h—glls < €. Weiter
ist auch (4.1.2) und damit die Voraussetzung zur Anwendung von Lemma 4.1.12

erfiillt, denn man hat sogar L, /2(h — g) < 1. Hierzu beobachte man zunéchst,
daB g(z) > h(z) Vz € ]0,1] gilt.
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ImFall 0 <2 <y <wy ist Lyy(h —g) = Lay(h) < 1Tklar. Fir 0 <z <wp <y
kann man wegen g — h > 0 auf [0,1] und 0.B.d.A. mit (§ — h)(z) > (§ — h)(y)

(g —h)(x) = (g =h©| _ [ =h)(x) -0

Lyy(h —g) = 1 = 1
|z —y[2 |z — wir|2
e =Ml gy <1
]m—wk/ﬁ

abschitzen. Liegt im Falle wyr < z < y < 1 keine Interpolationsstelle wy,, k < &/,
zwischen x und y, so schlieit man L., (h — g) < 1 mit dem Steigungsargument,
da g und h zwischen zwei Interpolationsstellen das gleiche “Steigungsverhalten”
haben (sprich, dort entweder beide monoton steigen oder beide monoton fallen).
Sei ansonsten wy die kleinste Interpolationsstelle mit x < wyp < ¥, so schliefit
man wegen g — h > 0 auf [0,1] und 0.B.d.A. (§ — h)(x) > (g — h)(y) wie oben

Lay(h — g) = (g = h)(@) = G=h| _ |G—h)) -0

[z — yl? T el
G=n@ - @G-nel _,
[ — wi|2 B

wieder mit dem Steigungsargument auf [z, wy].

Holt man die Essenz aus der gerade, insbesondere fiir den letzten Fall, durch-
gefiihrten Argumentation, so 148t sich daraus ein kleines Lemma formulieren.

Lemma 4.2.9. Fir ein h € By, existiere zu jedem € > 0 ein h in seinen Kno-
ten interpolierendes Polygon g mit ||h — gllcc < € und h(z) > g(x) Vo € [0,1],
so daff mit x und y zwischen zwei aufeinander folgenden Interpolationsstellen
stets h(z) > h(y) = g(x) > g(y) gilt. Dann folgt Lo(h —g) < 1 und die
3-Kugel-FEigenschaft ist fiir h erfillt.

Statt der Voraussetzung h(z) > g(z) Vz € [0,1] kann man auch
(0<g(z) <h(z) V h(z)<g(x)<0) Vzel0,1]
oder #quivalent
(0< (h—g)(z) <h(x) vV hz) < (h—g)(z) <0) Vzel0,1]

fordern, um das gleiche Ergebnis zu erhalten — wobei man in beiden Bedingun-
gen (vergleiche mit dem obigen Beispiel) die Rollen von h und g vertauschen
kann. Bei der letztgenannten Voraussetzung kann man im Falle von verschie-
denen Vorzeichen von (h — g)(x) und (h — ¢g)(y) (und nur noch dieser Fall mufl
untersucht werden)

((h = g)(@) = (h=9)W)| _ |h(z) = h(y)]

Lay(h =) = Fe < TR

< La(h) <1
abschétzen. Diese Voraussetzung kann zum Beispiel bei Funktionen h erfiillt
werden, deren “kritische Stellen” aus “x®-Peaks” bestehen (vergleiche die Stel-

len i und % in Beispiel 4.2.6), die durch ein g zur z-Achse hin “abgeschnitten”
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werden konnen. Im tibrigen kann ¢ in obigem Lemma auch nur stiickweise als
Polygon vorliegen, wenn sonst g(z) = h(x) gesetzt ist.

Durch ein geschicktes Anlegen eines Polygons an die Funktion h aus Beispiel
4.2.8 ist es also doch noch moglich geworden, die 3-Kugel-Eigenschaft fiir A
nachzuweisen und auch dieses Beispiel noch zu “retten”. Der Grund wurde
schon genannt: Diese Funktion schligt nur im Nullpunkt “heftige Kapriolen”,
und die Auseinandersetzung mit ihnen konnten wir, indem wir unser g dort
einfach konstant definierten, dezent umgehen. Diese Feigheit vor dem Feinde
jedoch wird uns bei der folgenden Funktion nicht mehr weiterhelfen. Die Kon-
struktion dieser Funktion spinnt néamlich die Idee aus Beispiel 4.2.8, wo nur eine
“schlimme Stelle” existiert, weiter mit dem Ziel, diese “kritischen Stellen” auf
dem ganzen Einheitsintervall zu erzeugen.

Beispiel 4.2.10. Wir definieren ausgehend von der Funktion hy € By, mit
ho(x) := x* die Folge (hj)32, von Funktionen in By, rekursiv durch die in den
Abbildungen 4.10 und 4.11 veranschaulichte geometrische Konstruktion. Es ent-
steht mittels der von hg und der Funktion hg :  — 1 — ho(1 — z) gegebenen
“Wurzeléste” eine Figur, welche ihrem Aussehen zufolge (siche Abbildung 4.10)
von nun an als Mandelbereich oder schlicht als Mandel bezeichnet werden soll.
Durch Halbierung des zu dieser Mandel gehorigen Intervalls (hier das Einheits-
intervall) ergeben sich gem#fi Abbildung 4.11 aus dem einen vorliegenden drei
neue kleinere Mandelbereiche. Diese entstehen durch zusétzliche “Wurzeléste”,
welche zundichst vom Punkt (3,ho(3)) in beide Richtungen nach unten und
dann vom einen Schnittpunkt (@,1 — hg(1 — @)) mit dem unteren Mandelrand
analog nach oben “geschossen” werden.

1 1

1 0.5 1

Abbildung 4.10: hg und hy Abbildung 4.11: Mandelzerlegung

Konkret definieren wir die Funktion h; (siehe den Graphen in Abbildung 4.11)
durch

% fir ngg%
hi(x) = L) —(z -1 fir 1<z<w
1-1-0)*+ (z—w)* fir w<z<l1,

wobei w als Schnittstelle der Funktionen 2 — 1—(1—x)® und = — (

DO
SN—
Q
|
—~
8
|
N[
SN—
Q
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gegeben ist. Die “Komplementérfunktion” hy (in Abbildung 4.11 gestrichelt
gezeichnet) ist definiert durch

) $) -G -2  fir 0<a<)
)= 1-(1-@)*+(@—2)* fir i1<z<d
1—(1—2x)~ fir w<z<1.

Die Graphen der Funktionen h; und iLl umfassen eine Fliche im Einheitsqua-
drat, in welcher der Graph einer Funktion in By, der durch die Punkte (0, 0),
(3,h1(2)), (@, h1(@)) und (1,1) geht, hochstens verlaufen kann. hy und hy ver-
laufen entlang des Randes dieser Fldche und sind damit Extremalpunkte von
By, . Entsprechendes gilt fiir alle weiteren noch zu konstruierenden hj sowie
deren “Komplementérfunktionen”.

Abbildung 4.12: Mandelzerlegung fiir Abbildung 4.13: hy mit (gestrichelter)
Mandeln “vom zweiten Typ” Komplementérfunktion ho

Die Funktion hs entsteht nun aus A, indem die drei neuen durch die “Wur-
zeléste” von hy und hy begrenzten Mandelbereiche wieder durch Halbierung
der zugrundeliegenden Intervalle jeweils in drei weitere Mandelbereiche zerlegt
werden. Die Mandeln iiber den Intervallen [0, 1] und [, 1] haben die gleiche
Gestalt wie die urspriingliche aus Abbildung 4.10 und werden “analog behan-
delt”. Die nach links gekippte Mandel iiber [2, @] wird entsprechend Abbildung
4.12 zerlegt: Es entstehen iiber dem Intervall [3, 3(@ + 3)] zwei Mandeln: eine
nach links gekippte Mandel “vom zweiten Typ” und eine kleinere, die erste am
unteren Schnittpunkt o der beteiligten “Wurzelédste” beriihrende, nach rechts
gekippte, die wieder vom “ersten Typ” ist. Uber [%(&) + %),(Zj] ergibt sich eine
nach links gekippte Mandel. So erhalten wir insgesamt die Funktion ho und ihre
Komplementirfunktion ho, deren Graphen in Abbildung 4.13 dargestellt sind,
und die jetzt neun Mandelbereiche, welche wieder in die zwei Typen eingeteilt
werden kénnen, umschlieffen. Und weil’s so schon ist — spétestens jetzt ist klar,
wie die Folge (hy) rekursiv durch die Standardbehandlung der Mandeln dieser
beiden Typen entsteht — haben wir in Abbildung 4.14 noch die Graphen von
hs und iLg mit 27 Mandelbereichen festgehalten.
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Abbildung 4.14: Approximation der Mandelfunktion: h3 und (gestrichelt) hg

Die Konstruktion der Folge (hj) soll natiirlich auf eine Grenzfunktion hinaus-
laufen, ndmlich auf genau diejenige, deren Graph fiir jeden Iterationsschritt
k € Ny in allen durch h; und hj; umschlossenen Mandelbereichen liegt. Nun
sind zwar die Funktionen hj, & € Np, alles Extremalpunkte in Bp,, welche
paarweise (in der Norm L,(-)) einen grofleren Abstand als 1 voneinander ha-
ben. In der Supremumsnorm jedoch konvergieren sie, ja sie liefern sogar iiber
ihre lokalen Minima und Maxima sofort die Werte der Grenzfunktion auf einer
dichten Menge von [0,1]. Denn jeder Hochpunkt e (bzw. Tiefpunkt o) einer
Funktion hj, — vergleiche mit den Abbildungen 4.10 bis 4.13 — ist auch Hoch-
punkt (bzw. Tiefpunkt) fiir alle h; mit k > k. Und aufgrund der durchgefiihr-
ten Halbierungsmethode sieht man auch sofort, dafl die Menge M aller Stellen
x € [0,1], fur welche ein hj ein Minimum oder ein Maximum annimmt, dicht
in [0, 1] liegt. So definieren wir also die Funktion A auf M durch

h(z) := lim hi(z) Vz e M.

k—o00
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h ist Holder-stetig auf M, denn es gilt sogar Ly, (k) = Lyy(hg) < 1 fiir 2,y € M,
x # y, wenn man k nur grofl genug wahlt. Damit 148t sich h (eindeutig) zu einer
Funktion h auf [0, 1], den Abschlu8 von M, fortsetzen. Diese Konstruktion ist
Standard und liefert dariiber hinaus mit Lmy(ﬁ) <1Vzx,ye M,z # y, auch
h € Bpg,. Wir geben der so entstandenen Funktion h liebevoll den Namen
Mandelfunktion.

Die obige Konstruktion zeigt, dafl nun in der Mandelfunktion ein Extremal-
punkt der Einheitskugel By, vorliegt, der an allen Stellen z € M dasjenige
kritische Verhalten aufweist, welches wir vorher in Beispiel 4.2.8 nur fiir eine
Stelle in [0, 1] realisiert haben. Konkret bedeutet dies zunécht, dafl h an allen
Stellen z € M lokale Minima oder Maxima hat. Dariiber hinaus folgert man,
wenn man sich einem Hochpunkt (bzw. Tiefpunkt) von h lokal auf “x®-Bogen”
durch Tiefpunkte (bzw. Hochpunkte) nihert, die Tatsache

limsup Lyy(h) =1 Vz e M,
y—w

T#y

das heifit, fiir die Mandelfunktion ist in allen Stellen x € M die fip-Bedingung
so verletzt, wie sie nur verletzt sein kann. Es gilt sogar noch mehr: Die Man-
delfunktion hat an allen Stellen x € M nicht nur Extremwerte, sondern rich-
tige “Peaks”, d.h. ist lokal um jedes z € M “in etwa so spitz” wie die Funk-
tion x — z® in 0. Dies ist fiir a # % eine Vermutung, die durch die folgen-
de Uberlegung nahegelegt wird: Rechnet man, wie in Beispiel 4.2.8 schon ge-
schehen, fir o = % nach, auf welche Weise sich um einen Hochpunkt (bzw.
Tiefpunkt) von h lokal die weiteren Hochpunkte (bzw. Tiefpunkte) scharen, so
stellt man wie in Beispiel 4.2.8 fest, daf§ A in einer geniigend kleinen Umgebung
eines Minimums x, oberhalb der Funktion 2 — |z — :ro|% + h(x,) und in ei-
ner geniigend kleinen Umgebung eines Maximums xz, unterhalb der Funktion
z— h(ze) — (V2 — 1)z — $.|% liegt. Es gilt also sogar

ligggf Lyy(h) > Ve e M
Y

o] N

fiir die Mandelfunktion in Hy .

Jetzt liegt also in der Mandelfunktion ein offensichtlich geniigend “schwieriges”
bzw. geniigend allgemeines Exemplar einer Funktion in H,\HY vor, an welcher
man sich nun die Zéhne ausbeiflen kann. Man merkt schnell, wenn man sich im
Hinblick auf unsere bisher gefundenen Methoden der polygonalen Anndherung
mit der Mandelfunktion beschiftigt, dal einem sowohl bei dem Versuch, fiir A
die 3-Kugel-Eigenschaft mittels Polygonen und Lemma 4.1.12 nachzuweisen, als
auch bei dem Versuch, das Gegenteil zu zeigen, die Epsilons und Deltas durch
die Finger gleiten.

Betrachtet man die (“Test-”)Funktionen f : z — 2® und —f in HY fiir o/ > «
und o' nahe genug an «, sieht man sofort, daf mit einem &’ > 0 die Forderung
Loy (h — g) < € fiir 2% > ¢ und einem kleinen §’ zur Erfiillung der 3-Kugel-
Eigenschaft durch ein g € H? notwendig ist. Da auch Log(h —g) < 1+ ¢
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gelten muB, schliefit man fiir 2® < §’ die Ungleichung |(h — g)(x)| < (1 +¢£')d’,
so dafl g, 0.B.d.A. ein Polygon, notwendig die Funktion A in der Supremums-
norm annadhern mufl, damit die 3-Kugel-Eigenschaft iiberhaupt eine Chance
hat, erfiillt zu sein. Man koénnte aus der Erfahrung von Beispiel 4.2.8 heraus
vermuten, dafl es ein solches Polygon nicht geben kann, da es, um h in der
| - lloo-Norm anzunéhern, zu stark steigen miiite und damit L, (h —g) < 14¢’
verletzt wéire.

Das Problem bei einer solchen Konstruktion liegt jedoch darin, die Annihe-
rung von g an h auf verschiedenen Skalen zu denken. Will man zum Beispiel
fiir ein ¢ > 0 und ein k& € N mit ¢ < (27%)® den Hochpunkt von A in 2%
bis auf ¢ durch g anniihern, so miiBte das Polygon g in [0,27%] eine Durch-
schnittssteigung (gemessen in L(-)!) von fast 2¥(1=%) aufweisen. Diese darf es
(schlieBlich ist g € HY) lokal auch haben, denn fiir y — 2 = (2-F(1=®)¢/)1=a mit
RY)_9T) (y;:i (2) — gk(1-a) gilg Lyy(9) = lo(@)=9w)| (‘fc):yg‘gy)l < ¢/, so daB hier “nichts Schlimmes”
passieren wiirde, wenn dieses stark steigende Stiick von g mit einem “stark fal-
lenden” von h zusammentrife. Man ist also gezwungen, die Schrittweite von g
in der GréBenordnung von hochstens (27F(1=®)¢/)1=@ 7y wihlen, das heift man
schaut jetzt “viel tiefer” in die Mandel iiber [0,27%] hinein. Da man sich auf
der Ebene dieser Groflenordnung um die Annéherung von g an h in der Supre-
mumsnorm nicht besonders kiimmern muf}, konnte man dort “fallende” nach
links gekippte Mandeln “iibergehen” (sprich, g diirfte dort trotzdem steigen)
und sich — mit der erlaubten Steigung — entlang der ldngeren “steigenden”
nach rechts gekippten Mandeln “langsam nach oben hangeln”. Dabei mufl man
auf einer viel groferen Skala mit einem 6’ > 0 noch dafiir Sorge tragen, dafl
Lyy(h—g) <1+¢€ fiir 0 < |z —y|* < ¢ gilt, und hier hat man es schon mit
einer dritten Groflenordnung zu tun. Kurzum: Der Versuch, die Frage zu be-
antworten, ob die Mandelfunktion jedem Polygon auf einer gewissen Skala ein
Schnippchen schlagen kann oder ob umgekehrt die Polygone tatséchlich dieses
Spielchen mitmachen kénnen, ist gescheitert.

Jedenfalls darf man die Hoffnung haben, dafl die Mandelfunktion ein geniigend
allgemeines Beispiel einer Holderfunktion ist, welche weit genug davon ent-
fernt ist, die £ip-Bedingung zu erfiillen, um mit ihrer Hilfe vielleicht irgenwann
endgiiltig entscheiden zu kénnen, ob H? nun die 3-Kugel-Eigenschaft in H,
erfiillt oder nicht. Im Falle a = % kann man ibrigens mit dem oben schon
genannten Vorgehen schnell

lim inf Lg, (k) <

Yy—x

TH#Y

Ve e M

Wl N

nachrechnen, womit man mit den obigen Ergebnissen einsieht, daf} fir alle
Stellen x € M der Grenzwert lim,_., L., (h) nicht existiert. So ist die Man-
delfunktion sicher das konsequentere Analogon zu einer stetigen aber nirgends
differenzierbaren Funktion als das etwas halbherzige Beispiel 4.2.5. Dort haufen
sich zwar auch die “kritischen Punkte”, diese verletzen aber auf den feineren
Skalen die fip-Bedingung in einem immer geringeren Ausmafl. So wird denn
auch die Funktion aus Beispiel 4.2.5 durch eine weitere noch vorzustellende
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Methode behandelbar, welche allerdings schon bei Funktionen vom Kaliber aus
Beispiel 4.2.8, wo sich die “kritischen Stellen” nur in einem Punkt héufen, an
ihre Grenzen stoft.

Es ist nun hochste Zeit, das, was bisher blofl suggestiv als “kritische Stelle”
bezeichnet wurde, endlich formal abzusegnen. Intuitiv bietet sich als Definition
einer solchen Stelle z einer Holderfunktion h natiirlich die Forderung

limsup Lgy(h) > 0
y—

T#y

an. Man konnte vermuten, obwohl die ¢ip-Bedingung (siche Definition 1.1.1)
als eine gleichméflige lokale daherkommt, mit der Kompaktheit des Einheitsin-
tervalls fiir jede Funktion h € H,\HY eine solche Stelle aus [0, 1] zu extrahieren
in der Lage zu sein. Und wie das Leben manchmal so spielt, st6f8t man bei
dem Versuch, dies zu beweisen, auf ein Gegenbeispiel. Der Satz von Bolzano-
Weierstrafl liefert nédmlich lediglich gegen ein z € [0, 1] konvergierende Folgen
() und (yp) in [0, 1] mit Ly, (h) > € fir ein € > 0. Der — fiir ein Gegenbei-
spiel iibrigens notwendige — Witz in der Konstruktion der folgenden Funktion
liegt darin, daf} sich die beiden Folgen “viel schneller” einander anndhern als
ihrem Grenzwert.

-0.5

Abbildung 4.15: Konstruktion von h € B, ,, aus Beispiel 4.2.11

Beispiel 4.2.11. Es sei die Funktion h € By, ,, mit |h(z)| < |2| Yz € [0,1]
durch die Konstruktion einer monoton fallenden Folge (z1)72, € R™ auf fol-
gende Weise iiber f € Hy mit f : x — z definiert (vergleiche mit der Abbil-
dung 4.2.11). Wihle z := 3 und h linear (steigend) zwischen den Punkten
(x1, —21) und (zg, o), wenn x; die Stelle des Schnittpunkts der Graphen von
x — xo—+/To —x und —f ist. Zu gefundenem =z sei h linear (fallend) zwischen
(x2,22) und (z1,—z1) gewéhlt, wenn xs die z-Koordinate des Schnittpunkts
der Graphen von x — —z1 + /21 —x und f ist. Im weiteren erhilt man fiir
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k > 1 die Stelle xox 11 (bzw. xog19) aus xor (bzw. zor11) genauso wie x1 aus
(bzw. 9 aus x1). h wird zwischen den erhaltenen Punkten der Form (xo, oy )
und (xop41, —Taok11) stets wieder linear gewéhlt.

Wir beweisen, dafl (zj) eine Nullfolge ist. Beachte hierzu, daf sich fiir gerades
k die Stelle zy1 aus xj durch die Bedingung

T — \/Tk — Tpp1 = —Thi1 (4.2.1)

ergibt, welche, in eine quadratische Gleichung iibergefiihrt, die positive (sprich,
die fiir uns richtige) Losung

1 1

ausspuckt. Fiir ungerades & muff man Gleichung (4.2.1) nur mit —1 multiplizie-
ren und erhilt dasselbe, so dafl in (4.2.2) eine Rekursionsformel fiir die Folge
(xy) vorliegt. Als monoton fallende Folge in Rt hat () einen Grenzwert a > 0,
fiir den wegen (4.2.2)

1

1
2 — =14/2 -
a+2 a+4

gilt, woraus sofort a = 0 folgt.

Damit ist, wenn man noch h(0) := 0 setzt (und im {ibrigen h(z) := 3 auf [1, 1]),
die Funktion h auf dem ganzen Einheitsintervall definiert. Zudem ist h ein Ele-
ment von By, ,, da es fiir jedes k € Ny auf [zg, 1] ein interpolierendes Polygon
zu den entsprechend gewihlten “Wurzeldsten aus der Einheitskugel” ist und
Loy(h) <1 Vz € [0,1] wegen |h(z)| < |z| Vx € [0,1] gilt. Aus letzterem folgt
auch sofort lim,_,o Loz (h) = 0. Da weiter h auf [zy, 1] fiir alle & € Ny ein Po-
lygon ist und damit auf jedem dieser Intervalle sogar eine Lipschitzbedingung
zum Exponenten o = 1 erfiillt (freilich mit Lipschitzkonstanten Ly, fiir welche
Ly — oo mit k — oo gilt), hat man auch lim,_y_g Lzy(h) = 0 auf jedem Inter-
vall [z, 1]. Insgesamt erfiillt also h in jedem Punkt x € [0, 1] die punktweise fip -
Bedingung lim,_,, Ly, (h) = 0, nicht aber die gleichméBige ¢ip-Bedingung in der
Umgebung der Null, denn es gilt nach Konstruktion L, 4, (h) =1 Vk € Nq.

Es exisieren also Holderfunktionen (die obige Konstruktion sichert dies jeden-
falls fiir alle o mit % < a < 1), die die punktweise fip-Bedingung auf ganz [0, 1]
erfiillen und dennoch keine kleinen Hoélderfunktionen geméfl Definition 1.1.1
sind. Im Spezialfall @ = 1 ist diese Unterscheidung trivialerweise nicht notig.
Am Rande sei hier noch bemerkt, daf nur bei Krein und Petuin in [32] die
punktweise £ip-Bedingung zu finden ist, alle anderen in dieser Arbeit genannten
Autoren verwenden die stiarkere Definition der gleichméfBigen fip-Bedingung,
die im iibrigen fiir die meisten Ergebnisse insbesondere der Kapitel 2 und 3
auch essentiell ist.

Das vorangegangene Beispiel zeigt, da8 die Forderung lim,_., L,,(h) = 0 fir
eine adédquate Definition einer “kritischen Stelle” x einer Lipschitzfunktion A
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offenbar zu stark ist. Es reicht, wenn zu einem £ > 0 gegen x Kkonvergieren-
de Folgen (x,,) und (y,) mit Ly, (h) > ¢ Vn € N existieren. Ist = jedoch
noch Haufungspunkt solcher “kritischer Stellen” (eventuell mit immer kleiner
werdendem € > 0), so wollen wir z immer noch nicht als v6llig “unkritisch” an-
sehen (auch wenn diese Feinheit spéter in Satz 4.2.15 nicht benétigt wird). Wir
entscheiden uns hier fiir eine “positive” Definition der “Harmlosigkeit” einer
Lipschitzfunktion in einem Punkt x.

Definition 4.2.12. Eine Funktion h auf einem metrischen Raum K erfillt in
einem Punkt x € K die {ip -Bedingung, falls es eine Umgebung U, von x gibt,
in der A die fip-Bedingung geméf Definition 1.1.1 erfiillt. In diesem Fall heifit
x nichtkritische Stelle von h und im umgekehrten Fall kritische Stelle von h.

Diese Art, die 4ip-Bedingung zu lokalisieren, erscheint recht natiirlich. Man hat
damit sofort in

{z € K : h erfiillt die ¢ip-Bedingung in z} = U U,

x nichtkritisch

eine offene Menge in K und erhilt das folgende

Lemma 4.2.13. Erfillt eine Funktion g auf einem Kompaktum K in jedem
Punkt die lip -Bedingung, so liegt g in lip(K).

Beweis. Zunéchst erfiillt g die gleichméfige fip-Bedingung in K. Sonst exi-
stieren wie gehabt ein £ > 0 und konvergente Folgen (x,) und (y,) in K mit
gleichem Grenzwert « und Ly, (9) > € Vn € N, womit z eine kritische Stelle
von ¢ ist. Widerspruch. Nehmen wir nun an, es gilt g ¢ ¢ip(K ), dann existieren
konvergente Folgen (z,,) und (y,) mit Ly, (¢9) — co. Da g die fip-Bedingung
erfiillt, haben die beiden Folgen verschiedene Grenzwerte Z und 3 in K. Anderer-
seits folgt aus der Beschrianktheit von g — diese Funktion ist stetig, da sie die
lip-Bedingung erfiillt — die Beschranktheit von L, (9) = W, da

d(xy, yn) von unten beschriankt bleibt — ein Widerspruch.

Jetzt haben wir genug Vorarbeit geleistet, um langsam auf das Hauptergebnis
dieses Abschnitts zusteuern zu kénnen. Hierbei widmen wir uns zunéchst der
Menge aller Funktionen in H,, welche nur endlich viele kritische Stellen besit-
zen, also gewissermaflen nur “punktweise grofle Holderfunktionen” sind. Diese
Menge ist offenbar ein Unterraum von H,,.

Definition 4.2.14. Es sei mit HY derjenige Unterraum aller Funktionen in H,
bezeichnet, welche hochstens endlich viele kritische Stellen besitzen.

Einem Teilraum von HY sind wir im Raum HE aus Bemerkung 4.2.7 schon be-
gegnet. Dort sind die Bemiihungen, nachzuweisen, dal H? die 3-Kugel-Eigen-
schaft in HS hat, gescheitert. Wir wollen uns nun einer neuen Idee zuwenden, ei-
ne grofle Holderfunktion A durch eine kleine “im Sinne der 3-Kugel-Eigenschaft”
anzundhern. Wie in Bemerkung 4.1.9 angedeutet, soll “g = h” dort gewéhlt
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werden, wo h “angenehm?”, sprich: “im kleinen Hélderraum” ist, und “g = 0”
an den kritischen Stellen von h, d.h. dort, wo A “im groflen Raum” liegt. Geht
man von der Halbnorm L, () aus, welche konstante Funktionen gleich Null setzt,
18t sich “g = h” als ¢ = h — ¢ fiir ein ¢ € R deuten, und “g = 0” bedeutet
g = const. Man kénnte daher ein h € Hj so durch ein g € H anzunihern versu-
chen, dal man “dem Verlauf” von h an den nichtkritischen Stellen durch das g
“folgt”, und zwar bis auf eine additive Konstante, die sich in einer gewissen Um-
gebung einer kritischen Stelle, wo man ¢ einfach konstant halt, dndert. Nach
dem “Uberspringen” einer solchen Umgebung bewegt sich ¢ in einem neuen
Abstand zu h wieder in der gleichen Weise als “kleine Holderfunktion” wie h.
Veranschaulicht ist diese “Methode der eingeschobenen Konstanten” anhand
der Beispiele 4.2.1 und 4.2.6 in den Abbildungen 4.16 und 4.17. Man benutzt
die gleichméfBige Stetigkeit von h, um die Umgebungen um die kritischen Stel-
len klein genug zu wihlen, so dafl h durch g in der ||-||c-Norm angenéhert
wird. Dal man g € H? erhihlt, wird nicht sonderlich iiberraschen. Wichtig ist
natiirlich die Bedingung (4.1.1) aus Lemma 4.1.12, und hier hat man Gliick:
Diese ist sogar mit L, (h —g) < 1 fir |z — y|* < ¢’ erfilllt — es funktioniert
also.

0.5

| N

Abbildung 4.16: Beispiel 4.2.1 mit Me- Abbildung 4.17: Beispiel 4.2.1 mit Me-
thode der eingeschobenen Konstanten thode der eingeschobenen Konstanten

Satz 4.2.15. HY ist ein M-Ideal in HY.

Beweis. Sei ein h aus der Einheitskugel von H mit den endlich vielen kritischen
Stellen z1 < -+ < z, fiir ein n € N gegeben, wobei wir aus beweistechnischen
Griinden 0.B.d.A. 1 = 0 und z,, = 1 hinzunehmen. Weiter seien ¢’ > 0 und
0’ > 0 zur Anwendung von Lemma 4.1.12 gegeben. Dabei sei € := ¢'d’ gesetzt
und zuvor ¢’ 0.B.d.A. so klein gew#hlt, dafl (5’)é < %minlgkgn,l |zK — @i
gilt. (Man beachte, dal man in Lemma 4.1.12 das §’ “ungestraft” verkleinern
darf.) Wir wéhlen nun mit der gleichméBigen Stetigkeit von h ein § > 0 so, dafl

|h(z) —h(y)| < £ aus |z —y| < 26 folgt (also § < %(%)é), wobei zusétzlich noch
§< 3 )é gelten soll. Dieses ¢ liefert in den §-Umgebungen um die kritischen
Punkte von h € Byr die Grundlage fiir die Konstruktion des g € H, 0 welches

h in der gewiinschten Weise approximiert.
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Zunichst definieren wir mit dem gefundenen ¢ fiir jedes k£ € {1,...,n} die
Grofie
Ah(.%'k) = h(ack — (5) — h(a:k + 5),

setzen noch h(—¢) := 0 und definieren damit, soweit x € [0, 1] ist, die Funktion
g durch

(z) = h(zy —8) + S8 Ah(ay) fiir 2y — 6 <& < +6
g = h(z) + S Ah(z) fir xp +0 < x < g1 — 0.

Offenbar ist g nach Konstruktion stetig (man beachte h(mk—é)—{—Zf;ll Ah(z;) =
h(zy + 0) + ZLI Ah(z;)), und es ist g(0) = 0. Wir zeigen ||h — gl < &:
Zunichst gilt [Ah(zy)| < £ Vk € {1,...,n} nach Wahl von 4. Hieraus folgt
(aus dem gleichen Grund) fiir 2 — d <z <z + J und alle k € {1,...,n} die
Ungleichung

k—1
h(@) —g(@)] < |(z) = h(zx = 8)| + Y |Ah()| < —+ (k= 1)~ <.

Firaoy+0 <z <xzp—9 (k=1,...,n—1) schliefit man

k
[h(x) = g(@)| < D" [Ah()] < (n—1)= <.

i=1

Jetzt zeigen wir g € H?, indem wir Lemma 4.2.13 anwenden und uns auf den
Nachweis beschranken, dafl g in jedem Punkt die £ip -Bedingung erfiillt. Fiir alle
Punkte, die nicht die Gestalt x — ¢ oder xy + 0 fiir ein k € {1,...,n} haben,
ist dies klar, denn solche Punkte haben Umgebungen, in denen g entweder
konstant ist oder sich nur durch eine additive Konstante von A unterscheidet,
wobei h in diesen Umgebungen selbst die ¢ip-Bedingung erfiillt. Es bleibt also,
die GroBe Ly (g) fiir z,y aus einer Umgebung eines Punktes x;, — 6 oder xj, + ¢

zu betrachten. Im Falle z,_1 + 6 < x < xp — § < y < xp + § schiitzt man
|(h@) + SA2) An() = (hor = 0) + LA An()|
|z —y|*

= Lm,mk—é(h)

L:ry (9) =

|h(x) — by —0)|
T = (-9

ab und vollig analog fiir z, — 0 < * < z + 6 < y < 241 — ¢ nach Definition
von Ah(xy)

(e = 8)+ X1 An@) = (k) + Xk Ah(a) )|

|z —y[*

= ka+57y(h)'

La:y(g) =

|h(z), +0) — hy)|
(g +0) — y[*

In den iibrigen Féllen, in denen z,y beide (lokal) unterhalb oder oberhalb von
x — 0 bzw. x4+ J liegen, gilt ohnehin Ly, (g) = Lyy(h). Aus der Tatsache, dafl
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h in den Punkten z; — 6 fir k =2,...,nund in zp + 0 fir k=1,...,n —1
die fip -Bedingung erfiillt, folgt nun gleiches mit den erhaltenen Abschitzungen
auch fiir g, so dafl insgesamt ¢ € H? aus Lemma 4.2.13 geschlossen werden
kann.

Nun bleibt noch Ly (h—g) < 1 fiir |z —y|* < ¢’ zu zeigen. Wegen ¢ < %(5’)é <

%minlgkgn,l |z — x| tritt fir |z — y|* < 6 mit 0.B.d.A. = < y einer der

folgenden fiinf Fille ein:

1L.Fall: xp 1 +0<z<y<axzp—9¢
k—1
— Lyy(h — g) = Ly, (Z Ah(mi)> = 0.
=1

2.Fall: 1 +0<o<ap,—-0<y<ap+0 = Lyy(h—g) =

i) = (n(a) + X4 An(:)) = (hly) = (= 0) + X5 Ab(a) ) )|

= yP°
:|—Mw+wm%—®|<muk—®{h@m
|z —y|* (k= 0) —yl®

. Fall: zp —6<ax<y<arp+9

= Lyy(h — g) = Lgy(h) <1, da g = const. auf [z — 0,z + 9.

4. Fall: z, —6 <z <z, +0<y = Lyy(h—g)=

() = (k= 0) + S Ah(e)) = (h(y) = (h(y) + Shy Ah(z)) )|
|z —y|*
|h(z) — h(zg — 0) + (h(zp — ) — h(zk +9))| < |h(z) — h(xg + 0)]
[z =gl = e @t o)

= Lx7xk+5(h) S ].

5. Fall: o1 +0<ax<ap—60<ap,+0<y<ap41—0 = Lyylh—g) =

(@) = (h@) + S An() = (hy) = (k) + TL, Ah(a)))|

|z —y|*
|Ah(zy)| _ h(xg — 6) — h(zg + 6)|
N = < Lgy— h) <1.
lz—y* = |(zk —0) — (x + o) — saprs(h) <

Es folgt mit Lemma 4.1.12 die Behauptung. U

Es erweist sich H5 als nicht abgeschlossen in H,, und der Leser sei an dieser
Stelle einmal mehr um Nachsicht fiir die Verwendung des Begriffs des M-Ideals
gebeten, welches per definitionem “eigentlich” nur in Banachriumen “leben”
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kann (siehe Defintion 4.1.1 und Theorem 4.1.8, aber auch Bemerkung 4.1.9
unten). Mit dem oben erhaltenen Ergebnis ist H? jedenfalls (auch) ein M-Ideal
im Abschlu von H} in H,. Auf der Suche nach diesem kann man sich von der
groflen Holderfunktion h aus Beispiel 4.2.5, die Grenzwert von Funktionen aus
HY ist, inspirieren lassen und nach Spendieren eines Epsilons dem folgenden
Unterraum H von H, zuwenden.

Definition 4.2.16. Der schwache Hélderraum HY bestehe aus allen Funktio-
nen h € H, mit der folgenden Eigenschaft:

Zu jedem € > 0 existieren endlich viele Stellen z1,...,x, in [0, 1], so daf} fiir
jedes € [0, 1]\{z }}_, eine Umgebung U(Z) existiert mit

h2) = byl _ _

sup =
syl 17—l
T#y

Offenbar ist HY C HY, und es gilt sogar

Satz 4.2.17.
—pLa(’) _

HE HY.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dal HY abgeschlossen in H,, ist. Sei also eine

Folge (h;)2, € HY mit h; La0), h € H, gegeben und zu vorliegendem ¢ > 0

ein m € N gefunden mit L (hy, — h) < §. Nun existieren zu h,, endlich viele
Punkte z1,...,2,, so dafl sup, yep(z) Lay(hm) < § fiir alle Z € [0, \{zx }}_;
und gewisse Umgebungen U (Z) gilt. Damit liefert die Ungleichung

Lay(8) < Lay(hn) + Ly (s — ) <

+o=¢

£yt
2 2
fiir verschiedene x,y € U(Z) die Tatsache sup, ,cy(z) Lay(h) < €, also wie
gewiinscht h € HY.

Seien nun zu h € Byw und einem ¢ > 0 endlich viele Stellen z; < --- < z;, in
[0,1] (0.B.d.A. mit 21 = 0 und x,, = 1) gegeben, so daB fiir alle weiteren Stellen
z € [0,1)\{zx }}_, in gewissen Umgebungen U(Z), die 0.B.d.A als offene Inter-
valle angenommen werden, stets sup, ,cy(z) Lay(h) < § gilt. Wir definieren nun
auf fiir wachsendes N € N immer grofler werdenden Teilmengen UZ:O M,, von
[0,1] (um die kritischen Stellen z1,...,x, herum) sukzessive durch polygonale
Teilstiicke eine Funktion f, welche in H% zu liegen kommt und h in der Hol-
dernorm L, () approximiert. Sei hierzu eine streng monoton fallende Nullfolge
(0m)20_ mit dg < %mink:17...7n,1 |z — xp11| vorgegeben.

Betrachte im ersten Schritt eine mit gewissen x;, 7 = 1,... Ny, aus der Verei-
nigung aller obigen U(Z) gegebene endliche Uberdeckung U;V:‘)l U(Z;) der kom-
pakten Menge My := [0, 1]\ Ur_, (zx — 80, 21 + 09). Es bezeichne hierbei /() die
Hilfte der minimalen Lénge aller nichtleeren Schnittintervalle U(Z;) N U(Z;)
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fir 1 <14,5 < Np. Wéhle nun n,(co) € N so grof3, dafl

|(Zk41 — o) — (w1 + 0o)|
0
K

=0 <70 yp=1...,n-1

gilt und definiere damit f polygonal auf My durch

h(zk + 60+ j00)  fiir & =z + 6 + 507,
. 0<j<n® k=1,...,n—1
flx):=4 . () ) 0)
linear in [ + 60 + jb, ",z + 0o+ (5 + 1), ]

fir 0<j<n” =1, k=1,...,n—1

Fiir alle m € N wird f (induktiv) jeweils auf der kompakten Menge

My, == <U [SITk - 5m71,xk + 5m71]\(1‘k - 5m,xk + 5m)> ﬂ [0, 1]

k=1

folgendermaBen konstruiert. Gegeben sei wieder eine aus obigen U(Z) erhalte-
ne endliche Uberdeckung UﬁnNm,l 1 U(Zj) von M,,. Sei (wiederum) 0 die
Hilfte der minimalen Lénge aller nichtleeren Schnittintervalle U(Z;) N U(Z;),
Npp_1+1<1i,j < Ny, Mit einem n(™ e N, fiir welches 5*”;(17,;)5’” =: ¢(m) < g(m)
gilt, definiere f polygonal auf M,, (d.h. solange = € [0, 1] ist) durch

h(zp & Oy F 500 fiir = xp & 6y T O,
0<j<n™ k=1,...n

linear in [t £ 0m—1 F FTAUDNE S S = (j+ l)ﬁ(m)]
fir 0<j<n™ -1, k=1,...,n

fla) =

Damit ist f auf M := (U, _y Mpm = [0,1]\{z}}_, definiert und erfiillt fiir
alle £ € M die {ip-Bedingung, denn in einer geniigend kleinen Umgebung
eines jeden £ € M ist f ein Polygon. Definiert man naheliegenderweise noch
f(z) = h(xy) Yk =1,...,n, so folgt aus der Definition von f auf M und der
Stetigkeit von h die Stetigkeit von f.

Es sei jetzt zu jedem z € M mit T (bzw. z) dasjenige kleinste (bzw. grofite)
Element in M der Form x,+dg+ jﬂlgo) oder %+ 6,m_1 F j¢(™ bezeichnet, welches
grofier (bzw. kleiner) oder gleich x ist. Fiir  # T kann man zuniichst wie bei
Krein und Petuin im Beweis zu Satz 1.2.20 die Tatsache L,z(f) < Lgz(h)

schlieflen, und letzteres ist nach Wahl von €](§0) und 2™ hichstens $. Analoges

gilt fiir x # z, so dafl man fiir z,y € M,z <yund s <T <y <y

Lay(h = f) < Loz(h = f) + Lay(h = f) + Lyy (h = f)

Loz
Loz(h) + Loz (f) + 0+ Lyy(h) + Lyy(f) < 4-

IN

=&

= M

abschétzen kann (Lz,(h— f) = 0 gilt wegen f(z) = h(Z) und f(y) = h(y)). Gilt
r =T odery =y, kénnen die entsprechenden Terme Lyz(h— f) oder Ly, (h— f)
in der Abschétzung weggelassen werden, und fiir 7 = y fallt L@(h — f) weg.
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Im Fall 7 > y, dh. fiir z = y < 2 <y < T = ¥, beachtet man wieder
Lyy(f) < Lyy(h) < § (Krein und Petuin!) und hat damit

3

Firz=xr<yeM,k=1,...,n—1, schitzt man
g

wegen f(xy) = h(zy) und f(y) = h(y) ab, genauso verfihrt man fiir x € M und
y=xr, k=2,...,n, x <y

Law,(h = f) < Laz(h — f) + Laz, (h = f) < Z +o.

SchlieBlich gilt wegen f(zy) = h(zy) Vk = 1,...,n auch Ly, (h — f) = 0

Insgesamt hat man also Lo(h— f) < eund Lo(f) < Lo(h— f)+ Lao(h) < 14,
d.h. f € HE, da wir schon wissen, dal f die fip-Bedingung fiir alle & € M
erfiillt. Mithin liegt H% dicht in HY. O

Korollar 4.2.18. HY ist ein M-Ideal in HY.

Jetzt sticht es einem schon fast ins Auge, wie man durch eine Kombination
der Beweise zu den beiden vorigen Sétzen auch gleich die Aussage des Ko-
rollars durch den direkten Nachweis der 3-Kugel-Eigenschaft von HY in HY
zeigen kann. Die endlich vielen durch ein €’ gegebenen “schlimmen Stellen” ei-
nes vorgelegten h € Byw werden wie gehabt “konstant iiberbriickt”, und an
den “guten Stellen” nutzt man die “Fast-fip-Eigenschaft” von h durch (bis auf
additive Konstanten) polygonale Annéherung. Insgesamt nidhert man damit h
durch ein Polygon g € Hy C H? an, womit fiir diesen Beweis das Lemma 4.2.13
gar nicht benétigt wiirde. Mit dem aus der gleichméfigen Stetigkeit von h durch
ein vorgegebenes £ > 0 gewonnenen ¢ > 0 wird dann wie mit §y im Beweis zu
Satz 4.2.17 verfahren (nun mit ¢’ statt €), und g wird fiir 2+ < x < 21— 9

als Polygon zwischen den Stellen xj + dg + jflgo), 0<5< nlgo), mit den Werten

h(zy + g —|—j€,(§0)) + Zle Ah(z;) definiert. Dann erhélt man Ly(h—g) < 14¢€'
und mit 0.B.d.A. /(0 < § zudem ||h — g < 2e.

Bemerkung 4.2.19. Man sollte an dieser Stelle noch ein paar Worte zu den
Grenzen der im Beweis zu Satz 4.2.15 beschriebenen “Methode der eingeschobe-
nen Konstanten” verlieren. Zunéchst ist es sonnenklar, dafl die Eindimensiona-
litét des zugrundeliegenden metrischen Raums entscheidend fiir die Anwendung
dieser Methode ist. Schon im Einheitsquadrat [0,1]? wire sie gar nicht denk-
bar, da das Herausnehmen eines Punktes aus [0, 1]? diese Menge nicht in zwei
Zusammenhangskomponenten zerlegt.

Im Hinblick auf eine Verallgemeinerung der Aussage von Satz 4.2.15 auf gro-
fere Unterrdume von H,, wird man geneigt sein, anstelle von H alle Funktionen
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h € H, zu betrachten, die in nur abzéhlbar vielen Punkten {x}7°, C [0,1], die
sich dariiberhinaus hochstens endlich oft hdufen sollen, kritisch sind. Dann kann
man h zunéchst an den endlich vielen Hiufungspunkten der zp’s und danach
an den verbleibenden endlich vielen kritischen Stellen “konstant abschneiden”
und so wie im Beweis von Satz 4.2.15 leicht das gewiinschte “an h orientierte”
g € H, mit ||h — g|]|leo < € konstruieren. Das Problem ist jedoch der Nachweis
von (4.1.2), denn in obigem Beweis brauchte man sich dafiir nur um einen kriti-
schen Punkt bewegen. Fiir die verallgemeinerte Version von Satz 4.2.15 wird es
indes erforderlich sein, zwischen x und y mehrere “eingeschobene Konstanten”
zu iiberspringen, denn o.B.d.A. (5’)§ < Tminj<p<n_1 |2k — Tp41| st ja hier
nicht drin, und J im obigen Beweis ist abh#ngig von ¢’, so dafl im allgemeinen
0 < ¢’ zu erwarten ist. Versucht man nun einmal spafieshalber, den 5. Fall so
durchzurechnen, dafl man zwischen x und y die beiden “Plateaus” von g iiber
i1 und z zu liegen hat, zwischen denen man nun keinen Sicherheitsabstand
mehr, sonden im ungiinstigsten Fall hochstens |z —z;_1| ~ 20, annehmen darf,
so kann man nur noch

me_ngwwkl—ﬁ—h@knz?ijm%—a—hmk+a\

|Ah(@g—1)| + [Ah(zg)| _ (20)* + (20)* __ (1\"
: v — gl =T e <>

2

abschéitzen, und das ist zu wenig bzw. zu viel (wiewohl natiirlich kein Gegen-
beispiel, da andererseits L,y(h — g) = Lyy(h) < 1 im Falle 241 +d =z, — 6
zu erwarten und damit die obige Abschitzung zu grob ist).

Das SchlieBen auf “Holdersteigungen” L, (h — g) durch ein “Vorhangeln” iiber
Punkte zwischen x und y fiihrt im {ibrigen auf ein grundsétzliches “Problem” in
Holderrdumen zuriick, welches man in Hy, wo man eine anschauliche Vorstellung
von “Steigungen” hat, nicht antrifft. Fiir f € H; und Stellen z < y < 2z mit
y=Ax+ (1 —X)zund X € (0,1) gilt ndmlich

f2) = flz) _\ f(x) = fy) (1= fly) = f(=)

z—x z—y y—zx

)

also insbesondere L,.(f) < max(Lgy(f), Ly-(f)), d.-h. man kann von lokalen
auf globale Steigungen schlieflen. Dies geht in H,, fiir 0 < a < 1 nicht (in der
obigen Gleichung stiinde A® bzw. (1 — A)® anstelle von A bzw. (1 — X)), und
das ist auch “gut” so, sonst wire ja der HY wie der HY stets trivial! In diesem
Zusammenhang kann man auch einmal bemerken, daf§ der HY fiir o = 1 nicht
besonders interessant aussieht.

Der Versuch, mit der “Methode der eingeschobenen Konstanten” die Elemente
h € H, zu behandeln, die auflerhalb einer nirgends dichten Nullmenge die
lip-Bedingung erfiillen, fithrt auf das Problem, dafl noch nicht einmal mehr
IIh — glloc < € gesichert werden kann. Man miifite ja in diesem Fall fiir die
Konstruktion von g auf die absolute Stetigkeit von h zuriickgreifen, und diese ist
fiir Holderfunktionen im allgemeinen einfach nicht erfiillt. Das folgende h € H,,
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fiir 0 < a < 1 ist sogar von unbeschriankter Variation. Setze zunéchst

[ee] -1 n
0= (Z i) >0 und §; := il sowie x, = Zék
ke k=1

T
h=1 ke “
fiir n € N und zg := 0. Damit definiere h € By, durch
h(z) := h(xy) + (-1)"(x — z,)*  fir z, <z <zp41,n € Ny

und h(1) := lim,, o h(zy,). Dann ist ene)=Mzn)l _ 1 vy e Ny und

[Tn+1—2n|*

[e.e]

Y h(@nst) = h(za)| = D (@nr1 — @) =Y (62)% =6
n=0 n=1

n=0 n=1

= OQ.

S

Noch zwei etwas positivere Bemerkungen seien gestattet. Zum ersten sieht man
schnell, dal die Beweise der Sitze 4.2.15 und 4.2.17, fiir die entsprechenden
Riume HS und HY komplexwertiger Holderfunktionen gleichermaflen gelten.
Und zum zweiten sieht man bei ndherer Betrachtung auch, dafl die Vorausset-
zung h(0) = 0 fiir die Konstruktion von g im Beweis von Satz 4.2.15 und von f
im Beweis von Satz 4.2.17 gar nicht nétig ist. Daher lassen sich die Ergebnisse
auf Lip(]0,1]*) mit der Norm || - ||z, = max(|| - ||oc, La(-)) ibertragen: Der Be-
weis dafiir, da ¢ip(]0, 1]*) ein M-Ideal in “LipP([0,1]*)” (und damit auch im
Abschlu8 “Lip“(]0,1]%)”) ist, verlduft mit Lemma 4.1.12 (wobei ¢ = £'d’ < &',
d.h. ||h — g]|eo < €’ ist) wie der Beweis zu Satz 4.2.15. Fiir den Nachweis von

W” Moo _ Lip”([0,1]%)

braucht man im Beweis von Satz 4.2.17 nur bemerken, dal Lo, (h — f) < €
Va € (0, 1] sofort |h(z) — f(x)| <e Va € (0, 1] nach sich zieht.

Es wurde im Vorlauf zu Theorem 4.1.5 oder auch im Anschlufl an Satz 4.1.10
schon deutlich gemacht, da} M-Summanden gewissermaflen triviale Spezialfélle
von M-Idealen sind. Was wir hier zum Abschlufl dieser Arbeit noch zu bieten
haben, ist die Erkenntnis, daf es sich bei H als M-Ideal in H tatsichlich —
und gliicklicherweise (!) — um einen nichttrivialen Kandidaten handelt. Dies
gilt sowohl fiir die entsprechenden Réume reellwertiger als auch fiir die Rdume
komplexwertiger Funktionen, obwohl der Kern des Beweises eine Anwendung
des Zwischenwertsatzes darstellt. Im Beweis wird auch sehr schén die Bedeutung
des € > 0 in der 3-Kugel-Eigenschaft (siche Theorem 4.1.8) deutlich.

Satz 4.2.20. H ist ein echtes M-Ideal in HY.
Beweis. Es ist zu zeigen, dal HO kein M-Summand in HY ist. Dazu wird die
Charakterisierung von M-Summanden iiber die Schnitteigenschaft gewisser ab-

geschlossener Kugeln, zu finden in [18, I1.3.4], benutzt. Vorgelegt sei ein abge-
schlossener Unterraum U eines Banachraums X. Dann gilt die Aquivalenz:

U ist ein M-Summand in X. <
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Fiir alle Familien {B(x;,7;) }ier abgeschlossener Kugeln mit

B(.%'Z','I“i) NnNU ;é g Yiel (4.2.3)
und
(B(i,r:) # @ (4.2.4)
1€l
folgt:
() B(zi,r) NU # 2. (4.2.5)
i€l

Um zu zeigen, dafl U kein M-Summand in X ist, reicht es damit, ein Beispiel fiir
die “2-Kugel-Eigenschaft” zu finden, in der das zur Verfiigung stehende € > 0
unbedingt notwendig ist:

Wiéhle in unserem Fall hierfiir in By die Funktion h : z +— 2 und in By die
Funktionen f : x — x und fo = —f1 : x — —z. Dann gilt

fi€ B(h+ f,1)nHY, ie{1,2},
also (4.2.3), und
he () Blh+fil),
1€{1,2}
also (4.2.4), aber
(| B+ fi,1)NH) =,
ie{1,2}

denn sonst géibe es ein g € HY mit
Lo(h+ fi—g) <1 firie{1,2}, (4.2.6)

und ein solches existiert nicht (obwohl wir natiirlich wissen, daf fiir jedes € > 0
ein g € HY existiert, so da8 die Ungleichung Lo (h+ f; —g) < 1+¢ fiiri € {1,2}
erfiillt ist):

Zunichst wird gezeigt, daf es kein reellwertiges g mit dieser Eigenschaft gibt.
Fiir ein solches gélte ndmlich aufgrund von (h + f1)(1) = 2 und (4.2.6) zum
einen Loi(h+ f1 —g) = |2—g(1)] <1, also g(1) > 1, und wegen (h+ f2)(1) =0
und (4.2.6) zum zweiten Loi(h + fo —g) = |g(1)] < 1, also ¢g(1) < 1, mithin
g(1) =1.

Andererseits wére sicher fi(z) + g(z) < h(z) in einer punktierten Umgebung
der Null, denn sonst gébe es eine Nullfolge (2, )nen C (0, 1] mit

(
[f1(zn) + g(zn) = (£1(0) +9(O))] _ [A(zs)]

|z, — 0] e

=1-»0

im Widerspruch zu f; + g € HQ.

Dann aber hétte die in einer punktierten Umgebung der Null positive Funktion
h — f1 — g wegen h(1) — f1(1) — g(1) = —1 nach dem Zwischenwertsatz eine
Nullstelle z € (0, 1), fiir die man

g) = h(Z) = f1(Z) — 9(2) — (h(1) = /1(1) + g(1))] 1

= >1
1=zl 1 -z~

#1(h+ fo—



im Widerspruch zu (4.2.6) erhielte.

Man sieht nun schnell, dal auch ein komplexwertiges g € HC die Eigenschaft
(4.2.6) nicht erfiillen kann, denn sonst wiirde aus Lo(h + f; — ¢g) < 1 sofort
Lo(h+ fi —Re(g)) <1 fur ¢ € {1,2} folgen. O

Wie die Sétze 4.2.15 und 4.2.17 gilt der obige Satz auch wieder fiir die Lip-
schitzraume £ip([0,1]%) und Lip® ([0, 1]¢) (bzw. LipP([0,1]*)). Andernfalls géibe
es ein g € ip([0,1]*) mit der Eigenschaft (4.2.6), die dann im Widerspruch zum
obigen Ergebnis auch fiir g — g(0) € HY gelten wiirde.

Wenn wir es nicht schon viel besser wiifiten (siche Theorem 2.1.2 (ii)), kénnten
wir jetzt mit dem obigen Satz und Theorem 4.1.5 schliefen, daf8 H? eine Kopie
von cg enthélt. Und obwohl HY noch “weit von H, entfernt” ist — man beachte
Beipiel 4.2.10: die Mandelfunktion — ist dieser Raum im Gegensatz zu HY
zumindest nicht separabel, da er HS (siehe Bemerkung 4.2.7) enthilt, welcher
schon im Zusammenhang mit Satz 1.2.1 als inseparabel erkannt wurde.

Ein kleines Geheimnis kann hier im Hinblick auf den obigen Satz auch noch
geliiftet werden: Es gibt nédmlich in Wirklichkeit gar keine Projektion von HY
auf H? — und nicht nur keine M-Projektion, wie oben gezeigt. Auf dieses
Schmankerl st68t man, wenn man etwas tiefer in der vorliegenden Arbeit herum-
wiihlt. In Abschnitt 2.3 trifft man n&dmlich auf eine ganz konkrete von Johnson
konstruierte Kopie von cq in H?, welche wiederum von einer Kopie von £ in
H,, herriihrt. Und wenn man sich dort die “Beweisskizze fiir den nichtdiskreten
Fall” (zu Theorem 2.3.1) anschaut, sicht man sofort, dafl diese Kopie sogar in H%
liegt, ja man braucht fiir diese Kopie sogar nur eine kritische Stelle (ndmlich
den Haufungspunkt z()! Mit der gleichen Begriindung wie fiir Korollar 2.3.4
folgt damit, da8 H? nicht komplementiert in HY sein kann. Eleganter wire es
natiirlich, wenn man alleine aus der Tatsache, dal H¥ als inseparabler Raum
zwischen einem zu ¢y (~ HY) und einem zu ¢* (~ H,) isomorphen Raum
eingeklemmt ist, ganz allgemein auf diese Tatsache schlieflen konnte ...

Gerne wiirde man natiirlich noch gréfiere Unterrdume von H, kennenlernen, in
denen H 2 ein M-Ideal ist, und dabei vielleicht auch die Frage beantworten, ob
H, selbst zu diesen Unterriumen zihlt, H) mit (H2)” = H, also M-eingebettet
ist. Die Beantwortung dieser Frage — moglicherweise im Zusammenhang mit
einer intensiven Betrachtung von “Mandelfunktionen verschiedenster Art” —
sei spéteren Generationen iiberlassen. Auf eine Vermutung, wie die Antwort
ausfallen wird, wollen wir hier in Demut eingedenk der eigenen Unkenntnis und
aus Ehrfurcht vor der Wahrheit verzichten.
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Schluflbemerkungen

Es sei am Ende dieser Arbeit noch einmal zuriickgeblickt. Trotz des sehr all-
gemein gehaltenen Titels und des Umfangs dieser Arbeit wird wohl kaum der
Eindruck entstanden sein, man hielte hier eine Art Abrifl iiber die in der Litera-
tur vorzufindende Theorie der Lipschitzriume in Hinden. Schon Definition 1.1.1
zeigt, dafl der Blick hauptséchlich auf diejenigen Lipschitzriume gerichtet ist,
die in ein interessantes Wechselspiel mit ihren kleinen Lipschitzr&umen treten.
In den Kapiteln 2 und 3 sind zwei wesentliche bisher in der Literatur behandelte
Aspekte dieses Wechselspiels dargestellt. Wiahrend sich jedoch in Kapitel 3 die
Entziickung iiber die vielfdltigen Herangehensweisen zur Herleitung und schlief3-
lich zur Charakterisierung des Dualitétsergebnisses kaum in Grenzen hélt, kann
man sich in Kapitel 2 des Eindrucks nicht erwehren, dal man hier auf halber
Strecke stehengeblieben ist. Dies zeigt sich iibrigens auch in der geschichtli-
chen Abfolge der Arbeiten, die nach Ciesielski (1960) und Bonic, Frampton
und Tromba (1969) mit Johnson (1972/74) und Wulbert (1974) schon vor lan-
ger Zeit abbrach. Die Entwicklung im Hinblick auf das Dualitétsresultat nahm
zwar mit de Leeuw (1961), Jenkins (1967) und Johnson (1970) einen dhnlichen
Verlauf, erfuhr dann aber mit Bade, Curtis und Dales (1987), Hanin (1992/97)
und Weaver (1996/97) eine Renaissance, auf die man in Sachen “Isomorphiere-
sultat” bis heute wartet. Lassen wir zu diesem Thema Wulbert personlich spre-
chen: “I do think there are some very nice results in that area, and I thought
that the topics and achievements there never got as much recognition as they
deserved.”

Ideengeschichtlich gab es iibrigens (besonders in Bezug auf das Dualitétser-
gebnis) die beiden Lehrer-Schiiler-Linien de Leeuw — Sherbert — Johnson und
Bade — Weaver. Aber natiirlich 148t auch Kapitel 3 noch Fragen offen. So kénn-
te man zum Beispiel den Versuch unternehmen, die Kantorovich-Rubinstein-
Theorie und ihre Auswirkungen auf Lipschitzraume “aufs Komplexe” zu iiber-
tragen. Man konnte die Separationsbedingung als Eigenschaft eines metrischen
Raumes K unabhéngig von den Lipschitzfunktionen auf K zu fassen versuchen.
Und schlielich kénnte man im Hinblick auf die “komplexe Version” (iv) der Se-
parationsbedingung (in Theorem 3.5.3) nach der optimalen Konstanten fiir die
Fortsetzung komplexwertiger Lipschitzfunktionen (in Satz 1.1.20) fragen, von
der man nur weif} (vergleiche Bemerkung 3.5.5), daf} sie irgendwo im Intervall
[2/4/3,/2] liegt. Eigentlich ist es ein Witz, daB man bis heute (siehe [52, S. 18])
ihren “wahren Wert” nicht kennt.
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Kapitel 2 hinterldfit jedoch schwerwiegendere Liicken, allen voran die Frage,
die nur fiir Kompakta in endlichen Dimensionen mit “ja” beantwortet ist: “Gilt
lip(K) ~ ¢y fiir alle mit Holdermetriken versehenen Kompakta K?” Man sollte
meinen, dafl die Chancen hierfiir so schlecht nicht stehen, da Kompaktes von
Endlichdimensionalem “oft nicht so weit entfernt” ist (vergleiche zum Beispiel
[55, I1.3.5 f]). Als konkreten Anfang in dieser Denkrichtung kénnte man sich
einmal den Hilbertwiirfel in ¢ vornehmen, um dabei vielleicht aus der Wiirfel-
konstruktion von Weaver (in Bemerkung 2.2.9) eine Dimensionsunabhéngigkeit
herauszukitzeln. Einen anderen Weg suggerieren die einfachen Fiélle in den Ab-
schnitten 2.1 und 2.2, in denen eine Schauderbasis von C'(K) zu einer Schauder-
basis in fip(K*) wurde. Und man weif} ja (siche [59, II1.D.19]), da8§ jeder Raum
C(K) stetiger Funktionen auf einem Kompaktum eine Schauderbasis besitzt.

Verallgemeinerungen der Aussage (ip(K) ~ c¢o auf mit verallgemeinerten Hol-
dermetriken versehenen Kompakta sind natiirlich auch willkommen, von einer
Charakterisierung aller Kompakta, fiir die diese Aussage gilt, ganz zu schwei-
gen. Und ob die Separationseigenschaft etwas Tiefergehendes mit der Aussage
lip(K) ~ ¢ zu tun hat, bleibt auch offen. Eine solche Verbindung zwischen
dem zweiten und dem dritten Kapitel wiirde ja gerade der Satz 2.4.3 herstel-
len, wenn man denn seinen Beweis vollenden konnte. Alle bislang bekannten
punktetrennenden und zu ¢y isomorphen kleinen Lipschitzriume auf Kompakta
besitzen jedenfalls die Separationseigenschaft. In einem email-Kontakt machte
Weaver hierzu den Vorschlag, sich auf der Suche nach Gegenbeispielen einmal
Cantormengen im Zweidimensionalen vorzukné&pfen.

In Kapitel 4 wurde nun ein wenig mathematisches Neuland betreten. Hier lernt
man wieder den reichen in der Literatur aufzufindenden Fundus iiber Lip-
schitzraume zu schétzen und bescheiden zu werden, sich mit unausgegorenen
Ideen, unvollendeten Losungsansétzen und Teilergebnissen zufrieden zu geben.
So mag man sich, um der Tatsache wissend, dafl die Literatur zum Thema
M-Ideale und Lipschitzraume nichts hergibt, etwas daran erwéirmen, dafl der
kleine Holderraum H? nun zumindest als ein echtes, noch nicht mal komple-
mentiertes M-Ideal in einem “schwachen Holderraum”, der zwischen HO und
H,, liegt, erkannt ist. Als néchsten Schritt bieten sich nun zwei Moglichkeiten
an. Entweder man steigt tiefer in die Geometrie der Lipschitzrdume ein, zum
Beispiel durch die Lektiire des Buches [52] von Weaver, oder man bleibt auf dem
Boden des Einheitsintervalls und nimmt sich dort noch einmal der Mandelfunk-
tion oder vergleichbarer Beispiele an, um die Verhéltnisse hier anschaulich zu
verstehen. Dem Leser sei an dieser Stelle die zweite Moglichkeit anempfohlen.

Um nur einen Eindruck davon zu bekommen, was man im Dunstkreis der Lip-
schitzrdume sonst noch antreffen kann, gentigt ein Blick in Weavers Buch. Dort
wird zum Beispiel iiber einen Prédualraum von Lip(K), von dem man iibri-
gens nach wie vor nicht weif}, ob er bis auf isometrische Isomorphie eindeutig
ist, die Extremalpunktmenge der Einheitskugel von Lip(K)’ untersucht. Und
dariiber stofft man auf ein Analogon des Satzes von Banach-Stone (verglei-
che [55, S. 382]), mit dem isometrische Isomorphismen zwischen Lipschitzr&u-
men auf Isometrien zwischen den beteiligten metrischen R&umen zuriickgefiihrt
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werden kénnen. In Bezug auf die Extremalpunkte in B,k ist indes viel we-
niger bekannt, obwohl fiir das Einheitsintervall eine Charakterisierung schon
bei Holmes [20, S. 80] zu finden ist. Auch die multiplikative Struktur in Lip-
schitzraumen kann man sich natiirlich néher ansehen, zum Beispiel im Hinblick
auf die Untersuchung von Idealen in Lip(K) und ¢ip(K) — nicht umsonst ist
der Titel von Weavers Buch “Lipschitz Algebras”. So treten beispielsweise, wie
bei stetigen Funktionen (siehe [59, 1.B.12]), abgeschlossene selbstadjungierte
Unteralgebren von fip(K) iiber das Analogon zum Satz von Stone-Weierstraf3
(Theorem 3.5.13) wieder als kleine Lipschitzrdume auf einem geeigneten Quo-
tienten von K auf. Weitere nichttriviale Uberlegungen kann man auch noch im
Hinblick auf Verbinde von Lipschitzfunktionen anstellen, und richtig interes-
sant — und abstrakt — wird es, wenn statt Metriken auf Mengen Metriken
auf Mafirdumen betrachtet werden, um dann danach Ansétze zu verfolgen, mit
denen man (wie in Satz 1.2.3) allgemein Lipschitz-stetige Funktionen als in
gewissem Sinne “differenzierbar mit beschrénkter Ableitung” deuten kann.

Um einer allgemeinen Theorie von Lipschitzriumen (in der iibrigens Holderriau-
me oder auch kleine Lipschitzrdume nicht die grofle Rolle spielen wie in der vor-
liegenden Arbeit) zu ihrem Recht zu verhelfen, holt Weaver in der Einleitung
seines Buches weit aus, und dies soll dem Leser hier nicht vorenthalten blei-
ben. Weaver stellt die Lipschitzrdume Lip(K) auf eine Stufe mit den weitaus
besser untersuchten und “beliebteren” Réumen C(K) von stetigen und L>°(K)
von beschrankten meflbaren Funktionen und behauptet, dafl — genauso wie
C(K)- bzw. L*°(K)-Réume funktionalanalytische Realisationen von topologi-
schen bzw. von Mafiriumen darstellen — Lip(K)-Réume die metrische Struk-
tur funktionalanalytisch widerspiegeln. So ist die Theorie der Lipschitzraume
eigentlich eine Theorie der metrischen Rédume und, weil es hier im Gegensatz
zu topologischen und Mafiriumen noch viel zu tun gibt, méchtig im Kommen.

Es gehort zu den Binsenweisheiten wissenschaftlicher Betéitigung, dafl man beim
Bearbeiten von Themen in der Literatur nicht immer auf Wahrheiten stoit.
Schmerzlich erfahren mufite dies auch der Autor dieser Arbeit. An den entpre-
chenden Stellen, zum Beispiel in Abschnitt 2.2 und 2.4, wurde auf derartige
Vorkommnisse hingewiesen. Dabei waren die Irrtiimer nie wirklich schwerwie-
gend und hatten meist recht amiisante und sogar simple Urspriinge, die einem
nur leider allzu oft durch “sloppy proofreading” (Weaver) und wohl vor al-
lem “sloppy proofwriting” verborgen bleiben. Eine Liige, einmal in die Welt
gesetzt, wird dann zuweilen auch in der Mathematik immer wieder neu aufge-
tischt und sogar weiterentwickelt. Dafl diese Vorgédnge manchmal eigenartigste
Bliiten treiben, sieht man an der folgenden netten Geschichte aus der mathe-
matischen Geriichtekiiche. Der mit Recht vielfach gelobte Jenkins bewies 1967
sein Dualitatsergebnis sogar fiir alle sogenannten “endlich kompakten” metri-
schen Rdume K, in welchen die abgeschlossenen Kugeln kompakt sind, indem er
lip(K®) durch £ip®(K®) aller im Unendlichen verschwindenden kleinen Hélder-
funktionen ersetzte. Johnson griff 1970 dieses Ergebnis auf und verallgemeinerte
es auf £ip?(K)-Raume komplexwertiger Funktionen. Es war Hanin 1994, der
dieses Ergebnis in Form eines Charakterisierungstheorems weiter verfeinerte
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und dies noch 1997 in [17] behauptete, als Weaver in einem dummerweise schon
kurz vorher erschienenen Artikel [49] dem Treiben durch ein einfaches Gegen-
beispiel in K = R ein Ende gesetzt hatte. Ein Blick auf de Leeuws Abbildung
in Satz 1.1.10 und die Tatsache, daf3 es Funktionen gibt, die fiir x — oo gegen 0
gehen, ohne daf} ihre Ableitungen dies tun, hatte gereicht. — Leider gentigt ein
Blick auf de Leeuws Abbildung und dieses Beispiel, um einzusehen, dafi das
Beispiel falsch ist und im Gegenteil die vorhergehenden Behauptungen richtig
waren — vorausgesetzt der Autor dieser Arbeit hat sich dabei nicht geirrt. Sol-
che Vorfille sind gewif3 einerseits sympathische Bestétigungen dafiir, dafl auch
Mathematiker “nur” Menschen sind, andererseits sind sie natiirlich, wie auch
in der vorliegenden Arbeit geschehen, wenn es um die Korrektur der Irrtiimer
geht, willkommener Anlafl zu Arbeitsbeschaffungsmafinahmen. Weaver jeden-
falls machte einen ganzen Artikel draus. In diesem Sinne hofft der Autor, daf3
der Leser beim Durchgehen dieser Arbeit viel Freude hatte.
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