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Einleitung

Die Methoden der Mathematik werden vielfach eingesetztkomplexe Vorgange physikali-
scher, chemischer, biologischer oder volkswirtschédfflicNatur zu modellieren und zu simu-
lieren. Zur Beschreibung physikalischer Prozesse halmmissbesondere partielle Differen-
tialgleichungen als hilfreich erwiesen. Sie gestattenEebaltungssatze sowie Zustands- und
Materialgesetze elegant zu formulieren und damit ModelteBeschreibung dieser Prozesse zu
entwickeln.

In der Materialwissenschaft kommt Phaseniibergangs- haddhseparationsprozessen beson-
dere Bedeutung zu. Diese beschreiben, wie sich versclag@basen ineinander umwandeln,
wie es bei Schmelz- oder Reaktionsvorgangen der Fall iy sich entmischen. Die Entmi-
schung von Legierungen als Beispiel flr Phasensepariatiem Effekt, der die Haltbarkeit von
Materialien und Werkstiicken deutlich beeinflussen karesHalb ist man an einer Simulation
der dabei auftretenden Prozesse interessiert. Zur Medellg solcher Vorgange werden die Ge-
setze der Thermodynamik angewandt. Das Resultat sind ifeasaodelle, die auf partiellen
Differentialgleichungen beruhen und verschiedene Aspdks jeweiligen Vorgangs beschrei-
ben. Ein einfaches Modell fur Separationsprozesse istdn-Hilliard Gleichung.

Im Rahmen dieser Arbeit soll ein Einblick in die Struktur @ahn-Hilliard Gleichung mit Hin-
dernispotential und eitUberblick iiber die Techniken zu ihrer numerischen Lostmigdem
Computer gegeben werden. Dazu wird in Kapitel 1 eine kurzsighlische Motivation entwi-
ckelt, um ein Verstandnis fur die Bedeutung der Gleichemgchaffen.

In Kapitel 2 werden die mathematischen Hilfsmittel, die analytischen und numerischen Be-
handlung der Gleichung benotigt werden, eingefuihrt. éteBegriffen aus der linearen Funk-
tionalanalysis sind dies inshesondere solche aus delingdren Funktionalanalysis und der
konvexen Analysis. Sie ermoglichen es, auch nichtlinearé@ nicht glatte Probleme wie die
Cahn-Hilliard Gleichung mit Hindernispotential eleganttzehandeln.

Die kontinuierliche Cahn-Hilliard Gleichung wird in Kapit3 analytisch behandelt. In diesem
Rahmen werden mit den eingefiihrten Techniken und Begrifdastenz- und Eindeutigkeitsre-
sultate gezeigt. Grundlage der Untersuchungen ist dabeiF@rmulierung der Gleichung als
Variationsproblem in einem Sobolevraum.

Kapitel 4 untersucht eine Diskretisierung der Gleichungtets finiter Element Techniken. Es
wird die Existenz und Eindeutigkeit von diskreten Losumgezeigt und ein Konvergenzresultat
zitiert. Die darin gegebene Fehlerabschatzung stellzdsammenhang zwischen den Losungen
der kontinuierlichen und der diskreten Gleichung her.

Die Losung der dabei entstehenden diskreten Problemehi&in@ von Kapitel 5. Da die Uibli-
chen Verfahren zur Losung linearer Probleme nicht anwansdimd, werden nichtlineare Loser
betrachtet. Es wird der Operator-Splitting Algorithmusagons und Mercier und eine von Bar-
rett vorgeschlagene nichtlineare Block-Gaul3-Seidehtfiien prasentiert. Da die Geschwindig-
keit dieser Algorithmen unbefriedigend ist, wird eine Fati@rung der diskreten Cahn-Hilliard
Gleichung als Minimierungs- und Sattelpunktproblem eockelt. Ziel ist dabei die Anwend-



barkeit schneller Mehrgitterverfahren. Es wird jedocheemusatzliche Nebenbendingung ein-
gefuhrt, die die Anwendung des ebenfalls langsamen Uzdgearithmus notwendig macht.

Der Gaul3-Seidel und der Uzawa Algorithmus werden schiibf3ti Kapitel 6 anhand exempla-
rischer Rechnungen fur ein- und zweidimensionale Probleenglichen. Es wird insbesondere
auf die Entwicklung der Geschwindigkeit der Algorithmeri @achsender Anzahl von Unbe-
kannten eingegangen.

Fur die in der Arbeit angeschnittenen Themenkomplexe dah®matik werden Referenzen zu
detaillierteren Darstellungen gegeben. Die praseptieBatze werden entweder bewiesen oder
es werden, falls die Beweise den Rahmen der Arbeit sprengeten, Referenzen auf Arbeiten
oder Bucher gegeben, in denen sie zu finden sind. In wenigkenfwird eine kurze Beweisskiz-
ze gegeben, um auf einzelne Aspekte hinzuweisen, ohne damggn Beweis auszufihren.

An dieser Stelle mochte ich herzlich Prof. Ralf Kornhubi@r $eine engagierte, geduldige und
allzeit hilfsbereite Betreuung bei der Bearbeitung desiidedanken.

Berlin, August 2004 Carsten Graser



1 Physikalische Motivation der Cahn-Hilliard Gleichung

Die Cahn-Hilliard Gleichung beruht als Phasenfeldmodeflden Gesetzen der Thermodyna-
mik. Sie beschreibt dabei die Separation zweier Spezias.Enfiihrung in die Thermodynamik
und eine detaillierte thermodynamische Fundierung vors@&ffaldmodellen kann und soll aller-
dings im Rahmen dieser Arbeit nicht erfolgen. Ziel ist edmiighr, durch eine kurze Motivation
einen Eindruck von den physikalischen Prozessen zu velmittie die Gleichung beschrei-
ben soll. Eine detaillierterer Einblick in die Modelliemivon Phasenseparationsprozessen ist
beispielsweise bei [BS96] zu finden.

1.1 Die Ginzburg-Landau Energie

Die Cahn-Hilliard Gleichung beschreibt die Separatioresiemisches oder einer Legierung
zweier Spezies A und B in einem beschrankten raumlichdnies®. Fur solche Legierungen
lasst sich beobachten, dass sie oberhalb einer kritistemperaturl, stabil sind, das heil3t es
findet keine Entmischung statt. In diesem Zustand konnersdezies uniform Uber das Gebiet
verteilt sein. Wird die Temperatdr jedoch unter die kritische Temperatlir gesenkt, so setzen
Entmischungsprozesse ein. Einen gut#erblick tiber diese Thematik verschafft der Artikel
[ENI89].

Zunachst werden jedoch stationare Gleichgewichtanast beschrieben. Hierzu betrachtet man
im einfachsten Fall eine lokale freie Energiéu,T') fur jeden Punktz im Gebiet, wobeiu
den Zustand im Punkt beschreibt. Es ist jedoch zu beobachten, dass der Sepa@tiaess
in raumlich getrennten Punkten nicht unabhangig vonalea stattfindet. Es bilden sich Regio-
nen aus, in denen nur jeweils eine Phase vorliegt, was siath dberflachenenergien erklaren
lasst. Die Grenze zwischen diesen Regionen wird als bterbezeichnet. Um nun den Zustand
des Systems zu beschreiben, wird ein Ordnungsparameti@gefihrt. Flr eine Legierung be-
schreibt dabei(x) die Konzentration der Spezies im PunktDabei entsprichti(z) = 1 dem
reinen Vorliegen von Spezies A undz) = —1 dem reinen Vorliegen von Spezies B im Punkt
x. Liegen beide Spezies gemischt vor, nimmi) Werte in(0; 1) an. Wird von einer nur lokal
definierten freien Energie ausgegangen, so lasst sichabar@tenergie des Systems mit

E(u) = /w(u(x),T)dm
Q

beschreiben. Vor dem Hintergrund dieser Systemenergibyit(z), T') auch als Energiedich-
te bezeichnet. Um auch die Oberflachenenergie am Interiaeeodellieren, haben Cahn und
Hilliard in [CH58] den Term%y\VuP eingefuhrt und zw (u, T') addiert. Dies fuhrt zu

1
U(u(x),T) = v(u(x),T) + 57|Vu(9c)l2
und zur Gesamtenergie

&) = [ ¥u@), 1) + 7|Vl
Q



Ein solches Energiefunktional wird als Ginzburg-Landawegrefunktional bezeichnet. Dabei
lasst sich zeigen, dass> 0 proportional zur Dicke des Interfaces im Gleichgewichssand
ist. FUr einen Gleichgewichtszustand ist auch zu erwadass der Ordnungsparametedieses
Funktional minimiert. Es gibt prinzipiell zwei Arten von Béenfeldmodellen: Modelle mit und
Modelle ohne Massenerhaltung. Die Separation ist der iklztss Fall mit Massenerhaltung, da
sich die Spezies nur trennen und nicht ineinander umwan®alshalb ist im Gleichgewichts-
zustand zusatzlich noch die Massenerhaltung

/u(x)dx = Uy, |

Q

zu fordern. Soll nun die Dynamik des Systems modelliert werdo istu auch von der Zeit
abhangig zu betrachten, also als, t). Fir Systeme ohne Massenerhaltung nimmt man meis-
tens an, dass die Dynamik sich in Richtung der Minimierung&pentwickelt, also in Richtung
der negativen Funktionalableitung vén nachu. Dies fuhrt auf die Evolutionsgleichung

ou 0

1.2 Die Cahn-Hilliard Gleichung

Im Fall der Massenerhaltung wird die Funktionalableitung
(w,v) = (&) (u),v) = (¢ (u),v) + 7(Vu, Vv) (1.2.1)

als chemisches Potential bezeichnet und als eine therraodgohe Kraft interpretiert. Fir den
Massenflusg/ wird nunJ = — M Vw gefordert. Dabei isf/ ein Mobilitatsfaktor. Damit gilt

% = div(MVuw). (1.2.2)

Die dadurch gegebene Gleichung wird als Cahn-Hilliard ¢blehg bezeichnet. Durch Einset-
zen der Beziehungen (1.2.1) und (1.2.2) ergibt sich diegiertDifferentialgleichung vierter
Ordnung

% = div(MV (¢’ (u) — yAu)) x € t>0.

Falls es sich um ein abgeschlossenes System handelteebdisiin Fluss Giber den Rand. Damit
ergibt sich die Randbedingung

M(Vw)-v=20 aufoq.

Fur v werden natlrliche Randbedingungen gewahlt, die sichdf@é Variationsformulierung
(1.2.2) ergeben:

y(Vu) -v aufoQ.



Des Weiteren ist fiir ein Evolutionsproblem ein Anfangdwerzugeben. Dies geschieht durch
uo(z) = u(x,0) x € Q.

Die Frage ist nun, wie die Funktion aussieht. Da uniforme Zustande fiir> T, stabil sind,
nimmt die Funktion ihr Minimum im Inneren des Intervafls1,1) an.

-1 0 1
Abbildung 1.2.1: Die Funktion) fur verschiedend”
Eine oft verwendete Wahl fiip ist die Funktion
Y(u) =¢(0,T) + %KTcu2 + %KT [(1—wu)log.(1—u)~+ (14 u)(log)e(l+u),
mit
W(0,T) = %KTC — kTlog, 2,

wobei K die Boltzmannkonstante ist. Sie besitzt die Eigenschaft/f> T. in (—1; 1) konvex

Zu sein. Somit sind uniforme Zustande energiearm.Fix T, besitzty zwei Minima—1 <

a < 0 < b < 1. Diese fuhren zu Separationsprozessen, da der Zustaad0 nicht mehr
minimale Energie besitzt. Fir kleiner werdendésicken die Minima immer naher anl und

1. Firu — +1 gilt jedoch immen)(u) — oo. Damit ist sichergestellt, dassnicht grof3er oder
kleiner alsl wird, was der Interpretation als Konzentration widerspgi Der Grenzfall, in dem

T sehr klein gegenubér, wird und gegerd geht, ist Thema dieser Arbeit. Beim so genannten
deep-quench-limit wird davon ausgegangen, dass das Systeimem uniformen Zustand bei
T > T, mit

up () = um + £(2)

fir |£(z)| < 1und [, &(z)dx = 0 ist. Nun wird die Temperatur sprunghaft rapide gesenkt, was
T <« T, entspricht. Damit wird aus dem differenzierbaren das ridferenzierbare Funktional

1 2 .
sl —=w?) furful <1
lu) = { 00 fur |u| > 1



Umu € [—1; 1] sicherzustellen nimmp nun auf3erhalb dieses Intervalls den Werain, womit
sich die Bezeichnung Hindernispotential fiirerklart. In der Formulierung der Cahn-Hilliard
Gleichung tritt die Ableitung von) auf, die sich nun nicht mehr bilden lasst. Deshalb wird
auf den Begriff des Subdifferentials zuriickgegrifferef@ Abschnitt 2.2). Damit lasst sich das
chemische Potential darstellen durch

w + ’}/AU +u € (9[{,1;1]

womit die Cahn-Hilliard Gleichung zu folgendem System wird

% = Aw, (1.2.3)

(lu] = 1) (=yAu —u —w) =0, (1.2.4)
(YAu + u + w) signu > 0, (1.2.5)

lu| < 1. (1.2.6)

Dabei folgt fur|u(z)| < 1 aus (1.2.4) wieder genau die Differentialgleichung
—yAu—u—w = 0.
Multipliziert man diese mit) — u, wobei|n(z)| < 1 gilt, so ergibt sich
n—u)(—yAu—u—w) =0.
Fur den Falk, = 1 gilt n — u < 0, womit aus (1.2.5)
(m—uw)(—vAu—u—w) >0

folgt. Dieselbe Ungleichung folgt auch aus= —1 undn — u < 0. Damit gilt fur alle drei Falle
diese Ungleichung. Integration ik@rund Anwenden partieller Integration fuhrt schlie3lich zu

y / V() - V(n(z) - u(z))de — / u(a)(n(z) — u(@))de > / w(@)(n(z) — u(z))de.
Q

Q Q

In Kapitel 3 wird diese Gleichung als exakt formuliertesigionsproblem betrachtet.

10



2 Funktionalanalytischer Hintergrund

In diesem Kapitel werden einige Resultate der linearen ucttimearen Funktionalanalysis zi-
tiert und die bendtigten Funktionenraume eingefiihigl it nicht, eine umfassende Einfiihrung
in die jeweiligen Gebiete zu geben, sondern die fur dieydisahe und numerische Behandlung
der Cahn-Hilliard Gleichung notwendigen Aussagen zusamauiteagen. Da an den verschie-
densten Stellen Aussagen aus den gleichen Themenkreiseenget werden, werden diese
nicht an der bendtigten Stelle zitiert, sondern vorhenthiisch geordnet zusammengestellit.

Einfache Korollare und Bemerkungen, die nicht in der bigiét Form in der Literatur zu fin-
den sind, werden bewiesen. Zu den anderen Aussagen sinitsj&eéerenzen fir die Beweise
angegeben. Falls die Satze in der Referenz in ihrer Allgeme& den Rahmen der Arbeit spren-
gen wirden, werden sie in einfachen Versionen zitiert,afiensichtlich in der allgemeinen
Formulierung als Spezialfall enthalten sind.

Sofern nicht anders spezifiziert, bezeichnet in diesemt&bpieinen mit|| - ||y normiertenRk-

Vektorraum,V’ seinen Dualraum;, -) : V' x V' — R die duale Paarung vori undV’, H einen
Hilbertraum ubeiR, H' dessen Dualraunt;, -)y das Skalarprodukt unl- || ; die induzierte
Norm in H. Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz wird t&ig mit H' und (-, ) ;

mit (-, -) 7 identifiziert.

Satz 2.0.1 (Darstellungssatz von Exhet-Riesz) Sdil ein Hilbertraum, dann existiert zu jedem
2’ € H' genau einc € H mit ||z||g = ||2'|| g und

' (y) = <5'3I,y>H = (z,y)m Yy € H.

Die lineare, bijektive, isometrische Abbildudgyy : H — H’' mit Ryx = 2’ heildt Riesz-
Isomorphismus.

BEWwEIS. Der Beweis ist zum Beispiel in [Wer00] gegeben. |

Korollar 2.0.1 Da Ry linear, normerhaltend und bijektiv ist, ist sofort klar, sk’ ein Hil-
bertraum ist, dessen Norm vom Skalarprodukt

(x,’y,)H/ = (R]tllxlaR;—[ly,)H = (way)H
erzeugt wird. [ |
2.1 Schwache Konvergenz
Ein Standardresultat der Analysis ist die Existenz koreetey Teilfolgen von beschrankten Fol-
gen in endlichdimensionalen normierten Raumen. Sie falgtder Kompaktheit der abgeschlos-

senen Einheitskugel. In unendlichdimensionalen Raustetiése Aussage nicht nur falsch, es
gilt sogar folgende Charakterisierung endlichdimendemegektorraume:
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Satz 2.1.1Folgende Aussagen sirdjuivalent:

(1) V ist endlichdimensional.
(2) Die abgeschlossene Einheitsku@gt := {z € V : ||z||y < 1} ist kompakt.
(3) Jede besclamkte Folge inV besitzt eine konvergente Teilfolge.

BEWwEIS. Siehe [Wer00]. |

Um die fehlende Kompaktheit der Einheitskugel in unendliofensionalen Raumen auszuglei-
chen, wird ein abgeschwachter Konvergenzbegriff betedictier fir bestimmte Raume zu einer
ahnlichen Aussage wie (3) fuhrt. Eine ausfiihrliche Behsng inklusive der hier nicht aus-

gefuhrten Beweise ist beispielsweise bei [Wer00] und idea@n Lehrbiichern zur Funktional-
analysis zu finden.

Definition 2.1.1 Eine Folge(z,,) in V' hei3t schwach konvergent (Notation, — x) gegen
x € V, wenn gilt:

2 (z,) —— 2'(2) vz e V'

In einem Hilbertraum lasst sich die schwache Konvergerfigrand des Darstellungssatzes von
Fréchet-Riesz eleganter darstellen durch:

Ty =z < (Tn,y)g — (x,9)H Vy € H.

Die Eindeutigkeit des Grenzwertes in normierten Raumerkla. Auch die Tatsache, dass
Grenzwerte beschrankter Folgen durch die gleiche Kotestamschrankt sind, folgt direkt aus
der Konvergenz. Um diese Eigenschaften fur schwach kgeme Folgen zu zeigen, wird fol-
gendes Korollar aus dem Satz von Hahn-Banach benotigt:

Satz 2.1.2Es seiV ein normierter Raum. Zu € V' \ {0} existiert einz’ € V' mit ||z/||y» =1
undz’(z) = ||z||v. Zuzy,x2 € V' \ {0} mita; # x4 existiert einz’ € V' mita/(x1) # 2/ (x2).

BEwEIs. Siehe [Wer00]. [ |

Bemerkung 2.1.1

(1) Konvergente Folgen konvergieren schwach gegen denselissz@ert.
(2) Der schwache Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt.

(3) Der schwache Grenzwert einer bes&hkten Folge ist durch die gleiche Konstante be-
schiankt wie die Folge.

BEwEIs. (1) ist klar, da fur normierte Raumge V' folgenstetig ist.
(2) Es gelter,, — z undz,, — 7 in V, dann giltz = , sonst existiert nach Satz 2.k:2¢ V"’
mit

n]LII;O 2 (xy,) = 2/ (x) £ 2/ (%) = nhj& o' ().

12



(3) Es geltef|z, || < Cundz, — xzinV.Istx = 0, soist||z||y < C klar. Sei nunx # 0 und
2’ € V' gemal Satz 2.1.2 so gewahlt, da§s) = ||=||v und||z’||y» = 1 gilt, dann gilt

l|z|ly = 2'(x) = lim 2(z,) < limsup |2/ (z,)] < limsup ||2'||v/ |||y < C.
n—0oo n—oo n—oo

Nun zitieren wir das wesentliche Resultat, dass die scheviomvergenz fur die zu betrachten-
den Funktionenraume interessant macht.

Satz 2.1.3SeiV ein reflexiver normierter Raum und:,,) eine beschinkte Folge inV/, dann
existiert eine schwach konvergente Teilfolgg, ) von(zy,).

BeEwEIs. Siehe [Wer00]. [ |

Die schwache Konvergengzrsetzt* also in reflexiven Raumen in gewissem Sinne die Kom
paktheit der Einheitskugel. In der Literatur ist dieserzSait fur reflexive Banachraume zu
finden, was nur scheinbar eine zusatzliche Voraussetainja Dualraume und Bidualraume
von normierten Raumen stets vollstandig sind, muss ainckefiexiver Raum vollstandig sein.
Die umgekehrte Beziehung von Beschranktheit und schwaéhievergenz zeigt das folgende
Korollar aus dem Satz von Banach-Steinhaus.

Satz 2.1.4SeiV ein normierter Raum, dann istif A/ C V aquivalent:

(1) M ist beschankt.
(2) Furjedesz’ € V'ist{z'(z) : x € M} beschankt.

BEWEIS. Siehe [Wer00]. |

Da konvergente Folgefx’(z,,)) in R beschrankt sind, zeigt dies insbesondere, dass schwach
konvergente Folgen beschrankt sind. Damit lasst sich aire etwas allgemeinere Charakteri-
sierung schwacher Konvergenz zeigen.

Bemerkung 2.1.2 Sei V' ein normierter Raum, dann sindrfeine Folge(z,,) in V folgende
Aussageraquivalent:

(1) =, — =z, d.h.(z,) ist schwach konvergent.
(2) y)(x,) — /() gilt fur alle konvergenten Folgeyl, — 3/ in V'.

BEWEIS. (2) = (1) ist klar, da konstante Folgen ¥ konvergent sind.
Fur (1)= (2) qilt, da(z,,) nach Satz 2.1.4 beschrankt ist,

[yn(zn) — ¥ (@) = [(yn, — V') (2n) + ¥ (20 — )]
< anllviiyn —llv + 1y (xn) =y (x)] —— 0.

n—oo
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Auch in nicht reflexiven Raumen gibt es noch ein Konzept, dlafehlende Kompaktheit der
Einheitskugel in gewissem Maf}ausgleicht’: die schwach-* Konvergenz.

Definition 2.1.2 Es seiV ein normierter Vektorraum. Eine Folde’,) in V'’ hei8t schwach-*
konvergent gegem’ € V' (Notation:z, —* '), falls gilt:

/

zn(y) = a'(y) VyeV

Bemerkung 2.1.3

(1) Konvergente Folgen i’ konvergieren schwach-* gegen denselben Grenzwert.
(2) Der schwach-* Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt

(3) Der schwach-* Grenzwert einer besémkten Folge ist durch die gleiche Konstante be-
schiankt wie die Folge.

BEWEIS. (1) Es gelter), — ' in V', also||z], — 2'||y+» — 0, dann gilt fury € V/

(@5 = 2 ()] < llar, = 2y llyllv — 0,

alsoz/,(y) — 2'(y).

(2) ist klar, dalim z/,(y) in R eindeutig bestimmt ist und da zwei Funktionale identisctu si
wenn sie auf allen Elementen véhibereinstimmen.

(3) Es gelte|z/,||y+ < C unda!, —* 2/ in V', dann gilt fur jedeg € V" und furr die reelle Folge
|, (y)] € R

|25 ()] < 2l llyllv < Cllylly

und damit fur deren Grenzwelt’(y)| = |limz/,(y)| < C|ly||v, woraus nach Definition der
NorminV’ ||2’||y» < C folgt. [ ]

Satz 2.1.5SeiV ein separabler normierter Raum urd),) eine beschiinkte Folge inV’, dann
existiert eine schwach-* konvergente Teilfolge, ) von (z7,).
BEwEIs. Siehe [Wer00]. [ |

Auch hier zeigt ein Korollar aus dem Satz von Banach-Steialite umgekehrte Beziehung von
Beschranktheit und schwacher Konvergenz, doch ist nuatzlich die Vollstandigkeit vory/
zu fordern.

Satz 2.1.6 SeiV ein Banachraum, dann isfif A/ C V'’ aquivalent:

(1) M ist beschankt.
(2) Furjedesz € Vist{z/(z) : ' € M} beschénkt.
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BEwEIs. Siehe [Wer00]. [ |

Analog zur schwachen Konvergenz folgt nun aus der Besktiréit konvergenter Folgen iR
die Beschranktheit schwach-* konvergenter Folgen fiund&&araume/. Auch hier lasst dies
eine allgemeinere Charakterisierung schwach-* konveegdfolgen zu.

Bemerkung 2.1.4 SeiV ein Banachraum, dann sindifeine Folge(z],) in V' folgende Aussa-
genaquivalent:

) z, —~* 2.

(2) «),(yn) — «'(y) gilt fur alle konvergenten Folgep, — yin V.

BeEweEls. Der Beweis lauft analog zum Beweis von Bemerkung 2.1.2sikd lediglich die
Elemente au¥ und V' zu tauschen und die Beschranktheit schwach-* konvergé&atgen fir
Banachraumé” zu nutzen. |

Wie die Begriffe schwache Konvergenz und schwach-* Kongergvermuten lassen, lassen sich
beide auch durch Topologien, die sogenannte schwache arstldivach-* Topologie, erklaren.
Beide sind lokalkonvexe Topologien auf dem jeweiligen \detdum. Mit diesem Ansatz lasst
sich folgender allgemeinerer Satz formulieren:

Satz 2.1.7 SeiV ein normierter Raum un@®y, beziehungsweisBy,: die abgeschlossene Ein-
heitskugel im jeweiligen Raum, dann gilt:

(1) By ist schwach-*-kompakt.
(2) By ist genau dann schwach-kompakt, wénmeflexiv ist.
(3) By istgenau danr - ||y -kompakt, weniv endlichdimensional ist.

BEWEIS. Siehe [Wer00]. |

Es ist jedoch zu beachten, dass in (1) und (2) von Kompakitmedpologischen Raumen ge-
sprochen wird, die nicht mit Folgenkompaktheit gleichzeese ist. Deshalb folgt aus (1) und
(2) fur beschrankte Folgen auch nicht direkt die Existectawach und schwach-* konvergenter
Teilfolgen. Bei (2) lasst sich diese trotzdem zeigen; tgigt zusatzlich Separabilitat van zu
fordern.

2.2 Konvexe Analysis

Eine klassiches Problemstellung der reinen und angewamdédhematik ist die Minimierung
einer Funktionf : V' — R in einer TeilmengeM eines Vektorraum$/. Fur M = V und

»glattes" f stellt der klassische Ableitungsbegriff (siehe etwa [RLji@in gutes Werkzeug zur
Untersuchung solcher Probleme dar. figedoch nicht glatt odeM eine echte Teilmenge von
V, so ist diese Theorie meist weniger hilfreich. Die Theowe kbnvexen Analysis stellt auch
fur nichtglatte Funktionen elegante Werkzeuge zur Hahdhg von Minimierungsproblemen
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bereit. Sie basiert im Wesentlichen auf konvexen FunktioheV — R := RU {o0, —oc} und
erlaubt, auf die Differenzierung der nichtglatten Anteite f zu verzichten.

Eine detaillierte Einfihrung in dieses Gebiet ist etwa[Bdi76] und [Roc70], die Beweise der
hier zitierten Satze bei [ET76] zu finden. In diesem Absttlheézeichnet” einen Banachraum.

Definition 2.2.1 Es sei eine Abbildung : V' — R und eine Mengd< C V' gegeben. Definiere
dann:

(1) K hei3t konvex, wennz + (1 — \)y € K fur jedesz,y € K und jedes\ € [0; 1] gilt.
(2) Die Indikatorfunktion der Meng& ist I : V — R mit
0 firrekK
L (@) _{ oo furz¢ K -
(3) f heif3t konvex, wenn fur jedes y € V und jedes\ € [0; 1] gilt:

fz+ (1= Ny) <Af(x) + (1 =N f(y).
f heil3t strikt konvex, wenn die Ungleichung mitgilt.
(4) f heil3t proper, wentf > —oo gilt und einz € V mit f(x) # oo existiert.
(5) f heif3t unterhalbstetig, wenn fur jede konvergente Falgg in V' gilt:

f(lim z,) <liminf f(2,).
(6) dom f := {z € V : f(x) ist endlich}

Funktionen die konvex, proper und unterhalbstetig singssei keinesfalls differenzierbar sein,
wie zum Beispiel die Betragsfunktign| : R — R und die Indikatorfunktior/ - einer konvexen
Menge K zeigen. Deshalb wird der Begriff des Subdifferentials efiiprt, der eine einfache
Charakterisierung der Minimalstellen solcher Funktiomelasst.

Definition 2.2.2 Es sei eine Abbildung : V' — R gegeben. Ein Funktiongl’(z) € V' heil’t
Subgradient vorf an der Steller, falls f(x) endlich ist und

f@) + fl@)(y —2) = f@) + (f'(x)y —2), < fly)  VyeV

gilt. Die Mengedf(x) aller solcher Subgradientefi(u) € V' hei3t Subdifferential vorf an
der Stellez.

Fur HilbertraumeH werden die Subgradienten i’ nach dem Darstellungssatz von Fréchet-
Riesz mit Elementen au§ identifiziert und statt der dualen Paarufig),, das Skalarprodukt
(+,-)m betrachtet, womif(x) C H gilt. Ein besonderes Beispiel ist der Subgradi@nt
der Indikatorfunktion einer nichtleeren konvexen Teilgerd< eines Hilbertraumdd. Nach
Definition des Subgradienten gilt hier

f € 0lk(x) < (f,y—2)g + Ix(z) < Ix(y) VyeV
& re Kund(f,y—z)g <0 vy € K.
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Bemerkung 2.2.1Es seiK C V konvex, abgeschlossen und nicht leer, dannl istkonvex,
proper und unterhalbstetig.

BEwEIs. Da K # o gefordert war, istf proper und dak konvex ist, zeigt eine einfache
Fallunterscheidung, dass auél konvex ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit vahkann
Ix(limzx,) = oo nur gelten, falls nur endlich viele der, in K liegen, woraus folgt, dass
liminf Ix (z,) = oo = Ig(limx,) gilt. Mit Ix (lim z,,) = 0 ist die Bedingund i (lim z,,) <
liminf Ik (z,,) trivial erfullt. Also ist auchl unterhalbstetig. [ ]

f(o)).

fa)t

& b
Abbildung 2.2.1: Subgradienten vgnan den Punktefu, f(a)) und (b, f(b)

Im Gegensatz zum klassischen Ableitungsbegriff, der naeliggeter Verschiebung eine affin-
lineare Tangente an einen Punkt beschreibt, ist ein Suiegitadach geeigneter Verschiebung
eine affin-lineare Minorante einer Funktion. Die Mengeradieser Minoranten ist das Subdiffe-
rential. Fallsf an einem Punkt eine Tangente besitzt, ist zu erwarten, dasSubdifferential nur
diese enthalt. Besitzf jedoch einen,Knick", ist zu erwarten, dass es mehrere Subgradienten
gibt. Der Zusammenhang zur klassischen Ableitung wird ngetauer betrachtet. Besondere
Bedeutung besitzen Subdifferentiale, da sich mit ihneniftitstellen sehr einfach und allge-
mein wie folgt charakterisieren lassen:

Bemerkung 2.2.2 Fur Abbildungenf : V — R gilt

fl@)<fly) vyeV <« 0€df().

Ferner gelten fur Subdifferentiale folgende Regeln.

Satz 2.2.1Fir Abbildungenf;, f2 : V — R, A > Oundz € V gilt:

(1) 0(Af1)(x) = Adfi(z).
(2) Falls f1(V), f2(V) C R, s0 giltdf; (z) + 8 f2(x) C O(f1 + f2)(z).

(3) Sind f; und f> konvex, proper und unterhalbstetig und existiert ein Punkt dom f; N
dom f» an demf; stetig ist, so gilOf1(x) + dfa(x) = O(f1 + f2)(x).
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BEWEIS. Siehe [ET76]. [ |

Nun wird der Zusammenhang zwischen der Gateaux-Ableiturgdem Subdifferential von
Funktionen spezifiziert.

Definition 2.2.3 Es sei eine Abbildung : V — R gegeben. Dann heif}}(z) € R Richtungs-
ableitung vonF" an der Stelle: in Richtungy, falls

£)(2) = lim [z +hy) — f(z)

h—0 h

gilt. Gilt Df(z) := f((x) € V', so heiRtD f (z) Gateaux-Ableitung vorf an der Steller.

Satz 2.2.2 Fir konvexe Abbildungefi: V — R gilt:

(1) Ist f an einer Steller € V' Gateaux-differenzierbar, so giftf(z) = {Df(x)}.

(2) Ist f an einer Stelle: € V stetig, endlich und besitzt dort nur einen Subgradientensts
f an dieser Stelle Gateaux-differenzierbar und es@jfitz) = {D f(z)}.

BEWEIS. Siehe [ET76]. |

Korollar 2.2.1 SeiK C V eine abgeschlossene, konvexe, nichtleere Mengefuntf — R
konvex, stetig und Gateaux-differenzierbar, dann sindx und f + Ix konvex, proper und
unterhalbstetig und es gib f + 01k = 9(f + Ik ). Ferner sind folgende Aussagéquivalent:

(1) Esqilt0 € O(f + Ik)(x).

(2) Esgqilt—Df(x) € 0Ik(x).

(3) Esgiltz € Kundf(z) < f(y) furalley € K.

(4) Esgiltz € Kund(Df(x),y —z),, > 0furalley € K.

BEWEIS. Aus der Stetigkeit vorf folgt die Unterhalbstetigkeit vori und wegenf (V) C R ist
f offensichtlich properlx ist nach Bemerkung 2.2.1 konvex, unterhalbstetig und pr@samit
istauchf + I'x konvex und proper. Mit

f(lim x,) + Ix(lim z,) < lim f(x,)+ liminf Ix(z,) = Uiminf(f(z,) + Ik (xn))
ist auch die Unterhalbstetigkeit gezeigt. Nach Satz 2.8dl$atz 2.2.2 gilt nun

Damit ist dieAquivalenz von (1) und (2) klar. (1) ist nun nach Definitiorsd®ubdifferentials
aquivalent zu

zeV:  fla)+Ik(x) < fly)+Ix(y) Vyev,
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also zu (3). Analog dazu ist (2) aquivalent zu
reV: (=Df(z),y —x)y + Ix(zx) <Ixk(y) VyeV,
also zu (4). [ |

Nun wird noch ein Existenzresultat fur die Losung vonniagierten Minimierungsproblemen
zitiert.

Satz 2.2.3Es seiV ein reflexiver Banachraum uni C V konvex, abgeschlossen und nicht
leer. f : K — R sei konvex, proper und unterhalbstetig. Ferner Kebeschénkt oder es gelte
|f(x)] — oo furxz € K und||z|y — oo. Dann besitzt das Minimierungsproblem

reK: flx)<fly) Vyek

eine Losung. Istf strikt konvex ink, so ist die [bsung eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Siehe [ET76]. |
Die Eigenschaft
[zl — oo = | f(z)] — oo

wird auch als Koerzivitat bezeichnet und ist nicht mit dexekzivitat einer symmetrischen, ste-
tigen Bilinearform aufl” x V'

a(z,x) > af|z||v VeeV,a>0

zu verwechseln. Ist jedoch eine symmetrische Bilinearfefm ) koerziv, so ist fur jedes e V'
das Funktionalf (z) = 1a(z,z) — I(z) konvex und koerziv.

2.3 Maximal monotone Operatoren

Im Hinblick auf das in der konvexen Analysis entwickelte 8iffierential erscheint es sinnvoll,
mengenwertige Operatoren zu untersuchen. Besondere fBadefiir die Betrachtung nicht-
linearer Operatoren besitzt die Theorie der maximal mam@icOperatoren. Eine detaillierte
Einfuhrung in diese Theorie inklusive der hier nicht adégaen Beweise ist zum Beispiel bei
[Zei85a] zu finden.

Im Folgenden sel” ein reeller reflexiver Banachraum. Der Dualraiif des Hilbertraumsd
wird nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Rieszimiind die duale Paarung, -) ;; mit dem
Skalarprodukt(-, -) 7 identifiziert.2¥ = {y C Y} bezeichne die Potenzmenge VonStatt der
,ublichen* Operatored : V' — V'’ werden nun mengenwertige Operatorén V' — 2" und
A : H — 21 petrachtet.

Definition 2.3.1 Fiir eine Abbildungd : X — 2Y bezeichnet
D(A) :={zx € X : Az # &}

19



den effektiven Definitionsbereich vof,

R(A) = U Az

reX
den Wertebereich vod und

G(A) ={(z,y) e X xY :x € D(A),y € Ax}

den Graphen voml. Es wird die Notation(z,y) € A & (x,y) € G(A) verwendetd heif3t
einwertig, wenn das Bild jedes € X eine einelementige Mengér = {Az} ist. In diesem
Fall wird A mit A : X — Y identifiziert. Insbesondere gilt dand(A4) = X. Die ,inverse"
Abbildung A~! : Y — 2% zu A ist durch

Aty ={z e X :yc Az}
definiert. Sie existiert immer, aber es kaAn'y = @ gelten.
Definition 2.3.2 Sei X C V, dann heil3t ein Operatof : X — 2V’ monoton, falls

(y1 — Y2, 21 — x2)y, > 0 V(z1,y1), (x2,y2) € A

gilt. A heif3t maximal monoton, wenn zusatzlich, y;) € A aus

(z1,91) € X x V" (Y1 —yo, 1 —22)y, >0 V(x2,92) € A,
folgt.
Nun werden einige Resultate fir maximal monotone Opegatprasentiert.

Satz 2.3.1Es seif : V — R konvex, proper und unterhalbstetig, danndst : v — 2V
maximal monoton.

BEWEIS. Siehe [Zei85a]. |

Definition 2.3.3 Die Dualitatsabbildung/y, : V — 2V von V ist durchJy = d¢ definiert,
wobeig(u) = 1||ul? aufV gilt.

Bemerkung 2.3.1 Fir einen HilbertraumH ist Jy einwertig und es giltVy = Ry.

BEWEIS. Es gilt D¢(z) = (z,-)n, denn furz,y € H undh € R gilt

hy) — 1
ti 2D =)y (G + hlyl ) = (o)

Da ¢ konvex ist, folgt aus Satz 2.2@ = { D¢}, also(Jyx,y) = (z,y) - |

Identifiziert man einen Hilbertrauf nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz mit seinem
Dualraum und betrachtely : H — H, soqiltJg = 1.

Der folgende Satz gilt fur strikt konvexe Raume, alsoR#&ume, in denen ause; |y = 1 =
H.%'QHV und 7”11212”‘/ =1x1 =9 f0|gt.
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Satz 2.3.2 SeiV strikt konvex und die Abbildung : V — 2V maximal monoton, dann isfif
jedes\ > 0 die Abbildung

(Jy +24)1 v -V
einwertig und maximal monoton.
BEWEIS. Siehe [Zei85a]. [ |

Bemerkung 2.3.2 Hilbertraume sind strikt konvex.

BEWEIS. Es seiency, zo € H mit ||z ||z = ||z2||g = % = 1 gegeben, dann gilt

21 + @27 + o1 — @2l = 2llza |7 + 2l @2ll7r = 4 = |21 + 22|

2.4 Gelfand’'sche Dreier

Fur die Losbarkeit von Evolutionsgleichungen ist die Waéds Raumes, in dem die Losungen
liegen sollen, entscheidend. Sehr haufig werden Gleictudgr Forn%—g + A(u) = 0in einem
Banachraunml” betrachtet, wobei(u) € V' gilt. Dies legt nahe, die Zeitableitung in einem
anderen Raum alg zu suchen. Eine wichtige Rolle bei der allgemeinen Betrawhtsolcher
Zusammenhange spielen bestimme Tripel von Raumen, sengn Gelfand’'sche Dreier, die
im Folgenden eingefuihrt werden.

Lemma 2.4.1 SeienX undY Banach&ume undl’ : X — Y ein linearer, stetiger Operator, so
gilt fir den Kern des adjungierten Operatdré

imT = (kerT"),

wobeiU;, ={z €Y :2/(x) =0 V2’ € U} furU C Y’ der Annihilator vonU in Y genannt
wird. Insbesondere ist’ genau dann injektiv, wenim 7" dicht inY” liegt.
BEWwEIS. Der Beweis ist in [Wer00], S.112, gegeben. |

Das Lemma impliziert insbesondere, dassl” C Y genau dann dicht liegt, wenti € (ker T”)
allex € Y auf0 abbildet, also wenfl” injektiv ist.

Lemma 2.4.2 SeiV’ ein reflexiver Banachraun#/ ein Hilbertraum und” — H stetig, injektiv
und dicht eingebettet, dann ist auéh— V"’ stetig, injektiv und dicht eingebettet.

BEwEIS. Es seii : V — H die gegebene Einbettung. Daund der HilbertraumH reflexiv

sind, sind die kanonischen Isometrign : V. — V" undiy : H — H" bijektiv und es gilt
i oty = ig o, also ist mit; auchi” injektiv. Daim: C H dicht ist, liefert die Anwendung
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von Lemma 2.4.1 auf, dass’ injektiv ist. Die Anwendung auf liefert, da:i” injektiv ist, dass
im¢ C V' dichtist. Sei nunRy : H — H' der isometrische Riesz-lsomorphismus, der durch
den Darstellungssatz von Frechét-Riesz gegeben ist,igaaonch(i’ o Ry) : H — V' stetig.
Aus der Bijektivitat vonR folgt nun, da:’ injektiv ist, die Injektivitat voni’ o Ry und ferner,
dassim(i o Ryy) = im¢ C V' dicht liegt. [ |

Definition 2.4.1 Unter den Bedingungen von Lemma 2.4.2 heil3t das Tripel
Ve H<—V

Gelfand’scher Dreier.

Fur Evolutionsgleichungen wird nun im Allgemeinen gefentgdass die Losung zu jedem Zeit-
punkt in einem Raun¥ und die Zeitableitung der Losung in dessen Dualrdttiegt, wobei
V — H — V' einen Gelfand’schen Dreier bilden. Besondere Bedeutuhgrhatetige Einbet-
tungen auch fur konvergente Folgen, wie die nachste Bamgrzeigt:

Bemerkung 2.4.1 Es seienV und H normierte Riume und/ — H stetig eingebettet.
(1) EsistauchH’ — V" stetig eingebettet.
(2) Es gelter,, — = in V, dann gilt auchz,, — xin H.
(3) Es gelter,, — = in V, dann gilt auchz,, — xin H.
(4) Esgeltex], —* 2’ in H', dann gilt auchz,, —* 2/ in V".
In (2), (3) und (4) wurde jeweils € V miti(z) € H undz’ € H' mit'(2’) € V' identifiziert,

wobei: : V — H die stetige Einbettung vol in H undi’ : H' — V'’ die stetige Einbettung
von H' in V' nach (1) ist.

BewEis. Um dieUbersicht zu wahren, wird im Beweis die Identifizierung eilit nicht impli-
Zit vorgenommen.

(1) Es seiz’ € H' gegeben. Nach Definition des adjungierten Operatox®n i gilt dann
i' : H — V'undé/(2') := 2/ o i. Dabei isti’ stetig mit||s'(z') ||y = ||z o i|| < ||2|| g ]|7]-

(2) Es gelter,, — z in V, dann gilt

li(an) —i(@) |z < [Jillllzn — [y — 0.
(3) Es gelter,, — x in V. Sei nuny’ € H' gegeben, dann giit(y') € V' und damit
y'(i(za)) = (@) (zn) = (') (@) = y'(i(2)).
(4) Es gelter,, —* 2/ in H'. Sei nuny € V gegeben, dann gif{y) € H und damit

(@ (2))(y) = 2, (i) — 2/ (i(y)) = (@' (=) (9)-
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2.5 Sobolevr aume

Fur partielle Differentialgleichungen werden Losungstmals nicht hinsichtlich der Formu-
lierung mit klassischen Ableitungen, sondern hinsichtN@ariationsformulierungen in Hilbert-
raumen gesucht. Wie die Satze aus den vorherigen Absmhrikigen, gelten hier teilweise
fast so starke Aussagen wie in endlichdimensionalen Raulie Raume klassisch differen-
zierbarer Funktionen sind jedoch im Allgemeinen keine &fitthume, weshalb aufbauend auf
denZP-Raumen die so genannten Sobolevraume betrachtet wetdgedem Zeitpunkt soll die
Phasenvariable in einem "geeigneten” Sobolevraum lidgere ausfiihrliche Darstellung dieser
Theorie ist etwa bei [Wl082] und [Ada75] zu finden.

Definition 2.5.1 Es sei) ¢ R%, d € {1, 2,3}, offen, nicht leer und beschrankt. Definiere dann:

(1) Der Trager einer Funktiop : Q — R istsupp(¢) := {x € Q: ¢(x) # 0}. Der Raum
der Testfunktionen ist

D) = {¢p € C(Q) : supp(¢) C Q und supp(¢) ist kompaki.

Er ist versehen mit einer auf partiellen Ableitungen basiden lokalkonvexen Topologie
(siehe etwa [Wer00]). Sein Dualrau(®(f2))’ bezuglich dieser Topologie ist der Raum
der Distributionen. Existiert zy € (D(Q)) ein f € L2(Q) mit (f,¢) = f(¢) fur alle

¢ € D(), so heiRtf regulare Distribution und wir schreibeh= f € L(Q2).

(2) Die distributionelle Ableitung vorf € (D(£2))’ in Richtungz; ist die Distribution
oL . p@)—R, qm—f(&b),

wobeid¢/0x; die klassische Ableitung voa ist. Gilt f € L?(2) und g—ji € L?*(Q), so
heiBt 5L schwache Ableitung vor.

(3) © genuge zusatzlich der gleichmaRigen KegelbedinguieiégWI082]). Die Sobolev-
raumeH ! () und H%(Q) sind dann definiert durch

HY(Q) = {f € LX) : g—f existiert inL?(Q) furi =1, ...,d} ,
£y
o2 f o of .. . )
H?(Q) := HY(Q) : = — L2(Q) furi,j =1, ... )
(Q) {fe Q) S e existiert inL“(Q) furi,j =1, ,d}

In der Literatur werden die hier durch partielle Integratidefinierten Raume{™ (2) meist
W3 (£2) genannt. Die Sobolevraund™ (€2) und die Ableitungen in ihnen sind mittels Fourier-
transformation definiert. Fur beliebiges offerfegst der Raumiv;" () im Allgemeinen echt
groRRer alsH™(2). Unter der hier gegebenen Voraussetzung, daseschrankt ist und der
gleichmafigen Kegelbedingung genugt, folgt aus dem ®atzZCalderon-Zygmund jedoch die
Gleichheit beider Raume (siehe [WI1082)).

Die angegebenen Satze fiif' () gelten teilweise nur, wenf diesen Forderungen geniigt.
Deshalb werden in der gesamten Arbeit stets die genannidind@engen vorausgesetzt und mit
den hier gegebenen Definitionen gearbeitet, ohne dassfdmlizit hingewiesen wird.
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Satz 2.5.1
(1) H'(22) und H?(Q) sind separable Hilbertiume, versehen mit den Skalarprodukten

(F.91 = (. 9)m = (f.9) + (V].Vg) = / f(@)g(e)de + / Vf(z) - Vg(x)dr,
Q Q

> [ SR

iG€{l,nd} §

(f:9)2 = (f,9) 2 = (f,9h +

und den induzierten Normefy|| ;mq) = (f, f)él, m € {1,2}.
(2) (Rellich-Kondrachov) Die Einbettung
HY(Q) — L*(Q)
durch die Identiat ist kompakt.
(3) EsgiltD(Q2) c H'(Q2) undD(Q) liegt dicht in L2(Q).

(4) (Sobolev) Es gelter > %, dann sind die Elemente au$™(Q2), m € {1,2}, stetig und
beschankt aufQ und die Einbettung

H™(Q) — C(Q)
ist stetig.
(5) H() liegt dicht in L2(12).

BEWEIS. (1), (2), (3), (4) siehe [Ada75] oder [WI082].
(5) folgt direkt aus (3). [ |

Insbesondere sind fiir den in der Arbeit betrachteten(Eatl R? mit d € {1, 2,3} die Elemente
von H? () stetig.

Die verwendeten Bezeichnungen fur die benutzten NormerSkalarprodukte sind in der No-
tationstabelle (Anhang A) am Ende der Arbeit zu finden. Bdsom Bedeutung kommt auch der
L2-Norm || - |lo = (+,-)"/? und derH*-Halbnorm| - |; = (V-, V-)!/2 zu. Zunachst gilt dabei fur
die induzierte Norm auf{*(Q)

£l = 1Fllo + |Fls = (F, £)2 + (V£ V)2 £ (f, )2 .
Da fira,b > 0 aber(a + b)? < 3(a? + %) unda? + b* < (a + b)? gilt, ist || - ||, mit von Q

unabhangigen Konstanten aquivalent zur induziertenmNbm Folgenden wird im Allgemeinen
mit der Norm|| - ||; auf H'(Q2) gearbeitet.

Satz 2.5.2 (Poinca-Ungleichung) SeR ¢ R¢ offen, beschinkt und geiige der gleichriaRi-
gen Kegelbedingung, dann existiert eine nur ypabhangige Konstant€' > 0, so dassiir alle

f e HY(Q) gilt:
B+ ( / f(x)dw) ] |
Q
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BEWEIS. Siehe [WI082]. [ |

Korollar 2.5.1 Unter den Bedingungen von Satz 2.5.2 existiert eine Kotestan > 0, so dass
Ifllo < Cp(I(f, )| + |f|1) fur jedesf € H'(2) gilt.

BEWEIS. Wende Satz 2.5.2 und die Beziehurig+ b < (a + b)? fur a,b > 0 an. |

Bemerkung 2.5.1 Es seif € F := {n € (H*(Q)) : (n,1) = 0} gegeben, dann existiert genau
einu € H() mit (u,1) = 0 und

(Vu, V) = (f,n)  VneH'(Q).

BEwEIS. WegenV1 = 0 und (f,1) = 0 genlgt es, die Variationsgleichung mit allgraus

H(lo)(Q) = {n € HY(Q) : (n,1) = 0} zu testen. Dieser Unterraum vdi'(Q2) ist mit dem

Skalarproduk{-, -); ein Hilbertraum. Fun, u € H(lo)(Q) gilt offensichtlich

(Vn, Vi) < Inlilpls < lInll el

Nach der Poincaré-Ungleichung existiert ferner eine kamgC > 0 mit

1
EHUH% <[l + 1, V) = (Vn, V).

Des Weiteren istf auch aufH(lo)(Q) stetig. Damit existiert nach dem Darstellungssatz von

Frechét-Riesz eiR ! f ¢ H(lo)(Q) und nach dem Satz von Lax-Milgram (siehe [Wl082]) ein

stetiger, linearer, bijektiver Operatdr: H () — H/, () mit [A~"]| < C'und es gilt

(Vi, Vi) = (Ap, Y, € H) (),
(fim) = (R™ Vi € H ().

Damit sind die Losungen des Variationsproblems beim Testién € H(lo)(Q) genau von der
Formu = A"'R71f € H(lo)(Q). Da A~—! und R~ linear, bijektiv und stetig sind, existiert
genau ein solches, das zudem linear und stetig vgrabhangt. [ |

Damit ist der folgende Operator wohldefiniert, linear uretigt

Definition 2.5.2 Definiere aufF := {n € (H'(Q)) : (n,1) = 0} den Green-Operator mit
Neumann-Randbedingungen gls F — H'(Q), wobei f — G f erklart ist durch

(VGf, V) = (f,n)  VneHY(Q),
Gf,1)=0.

Bemerkung 2.5.2
, 1
(1) Fur f € Fgilt || fll gy < |GfL=(f,Gf)=.
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(2) Fur f € Fqilt |Gf|1 < C||f|l(z1 () Mit nur vonQ abhangigemC' > 0.
(3) Fur f € FN L*(Q) gilt |Gf[1 < Cp| fllo-
(4) Fur f € (H'(Q)) undg € H'(Q) mit(f,1) =0 = (g,1) gilt (Gf,g) = (f,Gg).

BeEwEIs. (1) Es gilt nach Definition vog

’ VGf,v
Flany = sup A2l g, V9LV
nerr@ ) wer@ Il
n#const

Gflalnlr sup G fl1Inl

nemr@ Il ~ nem)  Inh
n#const n#const

=[Gf1 = (£,Gf)? .

(2) Es gilt nach der Poincaré-Ungleichung

[foml o LGN o IGfI3 1
1 ;) = > e = — g .
L) nes;llzn) Il — 1Gflar@ — ClGfh C‘ fh

(3) Aus f € F n L?(9) folgt mit der Poincaré-Ungleichung

Gf13 = (£.Gf) = (£,GF) < |IflloGfllo < | flloCPIGfr.
(4) Esqilt(Gf,9) = (VGf,VGg) = (f,Gg). u

Dabei wird f € (H*(Q2)) als Element vorl.2(2) aufgefasst, wenn es eine regulare Distribu-
tion ist. Dasg§ - |; die Eigenschaften einer Halbnorm afifbesitzt, ist klar. Teil (1) und (2)
der Bemerkung zeigen, dags- |; auf F sogar eine zUl - || 51 () aquivalente Norm ist. Im
Allgemeinen wird aufF diese Norm statt der kanonisch gegebenen verwenden.

Definition 2.5.3 Fur f € F = {f € (H(Q))" : (f,1) = 0} definiere

1£ll-1 = 1Gfls = (£.G5)° .

2.6 Funktionenr aume fur Evolutionsgleichungen

Nun werden Sobolevraume eingefiihrt, die auch die Zeiteimbeziehen. Es ist wesentlich,
dass dabei die Zeit nicht einfach als eine weitere Raumdiiorrbetrachtet, sondern sepa-
rat behandelt wird. Eine detailliertere Einfihrung degiifées der Bochner-Melbarkeit, des
Bochner-Integrals und vektorwertiger Distributionen zam Beispiel bei [WI082] zu finden.
Eine Darstellung der vektorwertigeiP-Raume inklusive der hier nicht gegebenen Beweise ist
bei [DL92] und [Zei90] zu finden. In diesem Abschnitt werdem die wesentlichen, benotigten
Definitionen und Satze zitieren.
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Definition 2.6.1 Sei H ein Hilbertraum und < p < oo, definiere dann die Raume
LP(0,T;H) == {f : (0;T) — H : f ist bochner-melball.f| z»o,1;m) < o0},
L0, T;H) :=={f : (0;T) — H : f ist bochner-melRbaf.f|| .o (o,7;m) < oo}
mit den Normen
»

T

£ lsoman = | [ 1@t |
0

||f||Loo(0,T;H) = inf{M : || f||lg < M fast Uberal}.

Diese Raume besitzen unter anderem folgende, den norrh&(€h)-Raumen ahnliche, Eigen-
schaften.

Satz 2.6.1Es seiH ein Hilbertraum.

(1) Fur1 <p < ooist LP(0,T; H) ein Banachraum.
(2) Ist H separabel, so ist.?(0,7; H) fur 1 < p < oo reflexiv und sein Dualraum ist
L9(0,T; H'), wobeiy + =1 gilt.
(3) L>°(0,T; H') ist der Dualraum vorl.' (0, T'; H).
(4) Fur1 <p < ooistLP(0,T; H) stetig inL'(0, T; H) eingebettet.
(5) Der separable Hilbertraun¥ — H sei stetig inH eingebettet. Br 1 < p < o gilt dann
LP(0,T;V) < LP(0,T; H).
(6) L2(0,T; H) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
T
(w0)aan = [ (ult), o(®)t.

0

(7) IstV ein separabler reflexiver Banachraum, sofigt0, T; V) separabel.

BEWEIS. Siehe [Zei90]. [ |

DaL>(0,T; H) nicht reflexiv ist, wird hier mit der schwach-* Konvergenzgeeitet. Zunachst
ist jedoch unklar, was schwach-* Konvergenz in diesem Raadebtet, da unbekannt ist, ob
L*>°(0,T; H) Dualraum eines normierten Raumes ist. Deshalb wird die achw Konvergenz
in L*°(0,T; V') = (L'(0,T;V))" untersucht, die durch die Dualtitatspaarung gegebersist a

Bemerkung 2.6.1 SeiV ein separabler, reflexiver Banachraum. Eine Folgg) in L>°(0,T; V')
konvergiert dann schwach-* gegehe L°°(0,7; V'), wenn gilt
T T
/<:U'n(t),y(t)> dt — / <x'(t),y(t)> dt Yy € Ll(O,T; V).
0

0
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Zuz € H existiert nach dem Satz von Frechét-Riesz genauw'einH’ mit (', ) = (z, )y und
2" || g = ||| auf H. Wird fir z € L*°(0,7; H) nuna’(t) mit z(t) fur allet € (0;T") identifi-
ziert, dann gilt offensichtlich auch’ € L°°(0,T; H') und||x|| o (0,7;1) = |12’ || oo (0,7;117)- Da-
mit lasst sich fur einen separablen Hilbertraédfauch schwach-* Konvergenz aif°(0,7'; H)
erklaren. Die punktweisen dualen Paarungen werden hiduoeh die punktweisen Skalarpro-
dukte ersetzt.

Definition 2.6.2 Eine Folgg(x,,) in L>°(0, T'; H) konvergiert schwach-* gegenc L>°(0,7; H),
wenn gilt

T
/ Ngdt — / Nmdt Yy e LY0,T; H).
0

Bemerkung 2.6.2 Offensichtlich giltz,, —* zin L>°(0,T’; H) genau dann, wena,, —* 2z’ in
L>(0,T; H') qilt. |

Wegen der Normgleichheit van und 2’ lassen sich die Resultate fir schwach-* Konvergenz
ubertragen. Dies liefert insbesondere folgenden Satz:

Satz 2.6.2Sei H ein separabler Hilbertraum undz,,) € L>°(0,T; H) eine beschinkte Fol-
ge, dann besitz{z,,) eine schwach-* konvergente Teilfolge, die durch die gkeiglonstante
beschankt ist.

BEwEIS. Wende Satz 2.1.5 und Satz 2.6.1 (7) an. [ |

Bemerkung 2.6.3 Ausz,, —* z in L*>(0, T; H) folgt z,, — z in L?(0,T; H).

BEWEIS. Es ist Klar, dass,,,z € L%(0,T; H) gilt. Ferner folgt augy € L?(0,T; H) auch
y € L'(0,T; H). Damit folgt aus Definition 2.6.2

(@ns Y) 12001501 — (@ W) 12010 Yy € L2(0,T; H).
|

Ahnlich wie fiir die Ortsableitungen wird auch fiir Zeitaltingen ein verallgemeinertes Kon-
zept eingefihrt.

Definition 2.6.3 Definiere fir einen Banachraui:
(1) Der Raum der vektorwertigen Testfunktionen ist
D((0;T7),X) :=={f :D((0;T)) — X : fistlinear und stetig.

Er ist versehen mit einer auf Ableitungen basierenden Tapel(sieche etwa [WI1082]).
Sein DualraumD((0;7T'), X))’ bezuglich dieser Topologie ist der Raum der vektorwer-
tigen Distributionen. Existiert zy € (D((0;T),X)) ein f € L?(0,T;X), so dass
(f, P)r20,m;x) = f(¢) fur alle € D((0;T), X) gilt, so betrachten wiyf als Element
von L2(0, T; X)) und schreiberf = f € L?(0,T; X).
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(2) Die verallgemeinerte Zeitableitung vgne (D((0;7T), X))’ ist die vektorwertige Distri-
bution

daf

SDOT) X, b —f(&),

wobei ¢’ die klassische Ableitung vop nacht ist.

Um die Zeitableitung von den Ortsableitungen zu untersigheiwird flr die Zeitableitung die
Schreibweises statt-2 verwendet.

Definition 2.6.4 Es seiV — H — V' ein Gelfand’scher Dreier mit separablen Hilbertraumen
V und H. Definiere nun mit der verallgemeinerten Zeitableitl%lgjen Raum

W(07T§ V) = {f € L2(0,T;V) . % c L2(07T; VI)}

mit dem Skalarprodukt

T T
(u, V)w 0,13 / t))vdt + /(du(t), dv(t))vldt.
0 0

Satz 2.6.3
(1) W(0,T;V) ist ein Hilbertraum.
(2) Furu,v e W(0,T;V) gilt
T

[ (2 ) | (4

0

U > dt = (u(t),v(t))m |§ dt.
(3) Furu e W(0,7;V)undv € V gilt
(G0h0) = GO n@@:1)).

(4) Furu € L?(0,T;V)istw € L?(0,T; V") genau dann die verallgemeinerte Zeitableitung,
wenn fir allev € V und alle¢ € D((0; 7)) gilt

T T
[ s it =~ [ twio).0) oe)ar
0 0

(5) Die Identigt ist eine stetige Einbettung

W(0,T;V) — L*(0,T;V) — L*(0,T; H).
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(6) Ist die Einbettund” — H kompakt, so ist die Idenéit eine kompakte Einbettung

W(0,T;V) — L*(0,T; H).

(7) Istu € C1([0;T); H), so ist die verallgemeinerte Zeitableitung die klassisébéeitung
vonu.

(8) Die Identitt ist eine stetige Einbettung
W(0,T;V) = C([0; T]; H),

es existiert also zu jedeme W (0,7; V) ein in der Zeit stetiger Repsentant.

BEWEIS. (1) siehe [WI082].

(2), (3) siehe [DL92].

(4), (7), (8) siehe [Zei90].

(5) ist Klar.

(6) siehe [Lio69]. [ |

Teil (8) bedeutet insbesondere, dass sinnvoll u¢t) gesprochen werden kann und fir Evo-
lutionsprobleme Anfangswert@(0) = uo vorgegeben werden kdnnen. Aus (6) folgt, dass im
Fall einer kompakten Einbetturlg <— H aus einer in¥ (0, 7; V') beschrankten Folge eine in
L?(0,T; H) konvergente Teilfolge ausgewahlt werden kann. Mit derr@ktarisierung in Teil
(4) werden nun einige Rechenregeln fir verallgemeinegitaleitungen gezeigt.

Korollar 2.6.1 Furwu € W(0,7;V)undy € D((0;T)) gilt
du , d
Ew +u) = E(MM'

BEWEIS. Seiv € H und¢ € D((0;T)), dann gilt—(¢¢)' +1'¢ = —1)¢’ nach der Produktregel
fur klassische Ableitungen i®((0; 7")). Zusammen mit Satz 2.6.3 (4) folgt daraus

T T
/ <dzzz(f)w<t>,v> o(t)dt + / (/1) v) y ()t
: 0

T
(u(t), 0) s () (£)dt + / (ul(t), 0) y ' () b(0)dt
0
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Korollar 2.6.2 Fur E € V undu,v € W(0,7T;V) gilt

<fl_j> B+ <%u> B = ((w,0)nB).

BEWEIS. Fur¢ € D((0; 7)) undz € V beliebig gilt

O/T <<d1;§t) 7 v(t)> E, z) ; o(t)dt + O/T <<d2§t) 7 u(t)> E, z) ; (1) dt
<d2§t) o(t), v<t>> dt + /T <d3—f)¢<t>, u<t>> dt]

0
<%,v<t>>dt— O/T (u(t),v(®) g & (Dt + O/T <dzsjt)7(u¢)(t)>dt}

Dabei erhalt man (a) durch Ausklammern, (b) nach Koroll& 2, (c) nach Satz 2.6.3 (2) und
(d) dag(0) = ¢(T") = 0 gilt. [ |
Im Fall vV = H'(Q) undE = 1 liefert dies eine Produktregel fur verallgemeinerte deli¢itun-
gen. Sie wird in Verbindung mit folgender Aussage benbtigt
Bemerkung 2.6.4 Es gilt fur u € W (0, T; H'(2)) mit (u(t), 1) = 0 fastuberall in (0, T):

du d

BEWEIS. Nach Satz 2.6.3 (3) gilf%,1) = 0. Es sei nunv € H'(Q) und ¢ € D((0;T))
gegeben. Wegef@ f, 1) = 0 betrachten wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit narfesdl

(v,1) = 0. Durch Anwendung von Bemerkung 2.5.2 erhalten wir

[ (5%42.0) o= | {242 =~ [ i 90 0

0

= —/T(Qu(t),v) &' (t)dt = /T<%(Qu(t)),v> o(t)dt.
0

0
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Korollar 2.6.3 Es gilt fur u € W (0, T; H'(R)) mit (u(t), 1) = 0 fastuberall in (0; T):

du _d _d 9
2(%.0u) = 5 (0.6u) = 10

BEwEIS. Nach Bemerkung 2.6.4 gift2%, Gu) = (£Gu, u). Benutze nun Korollar 2.6.2 mit

undGu fur £ = 1. [ ]

Wie beim Sobolevraunii () wird auch hier nicht die vom Skalarprodukt induzierte Norm
betrachtet, sondern die dazu aquivalente Norm, die maauatsme der induzierten Normen der
Skalarprodukte erhalt, also

du
dt

lullwiozy = lull 2y + \ .
L2(0,T;V")

Der Ubersichtlichkeit halber werden die Bezeichnungen einMgjermen und Skalarprodukte
nach dem folgenden Schema abgekirzt. Fir den REWnT'; H(2)) schreibe

(u,v)xm = (uav)X(O,T;H(Q))a

ullxm == HUHX(O,T;H(Q))v
T

(u,v) 2y = /(Vu(t),Vv(t))dt.

0
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3 Die Cahn-Hilliard Gleichung

In diesem Kapitel wird die Cahn-Hilliard Gleichung anadgth untersucht. Grundlage der Be-
trachtungen ist eine Variationsformulierung der Gleiahim geeigneten Sobolevraumen. Wie
das vorherige Kapitel zeigt, liegt diesen ein allgemeigsdrferstandnis des Ableitungsbegriffes
zugrunde. Dadurch besitzen sie in verschiedener Hinsichttesondere Struktur. Insbesondere
die Eigenschaften als separable Hilbertraume sind &ikJitersuchung der Gleichung wichtig.
Um einen Einblick in die Struktur der Gleichung zu gewinneneyden diese Eigenschaften zur
Herleitung von Existenz- und Eindeutigkeitsresultateagamnutzt. Viele Methoden und Vorge-
hensweisen werden spater in ahnlicher Form auf eine atiskEahn-Hilliard Gleichung ange-
wandt, weshalb die Untersuchung der kontinuierlichen ¢aleng auch vor diesem Hintergrund
interessant ist.

3.1 Die Cahn-Hilliard Gleichung als Variationsproblem

Mit den definierten Raumen lasst sich die Cahn-HilliaréiGiung als exakt formuliertes Varia-
tionsproblem schreiben durch:

(P) Finde zuug € K mit |(ug,1)| < || einu € W(0,T; H'(R)) N L*(0,T; H(Q)) mit
u € K fast tiberall in(0; T') und einw € L?(0,T; H'(Q)) mit

dt )1
vY(Vu,Vn —Vu) — (u,n —u) > (w,n —u) Vn e K, f.0.in(0;T) (3.1.2)

<d_“ > + (Y, Vi) = 0 vne HY(Q), £0.in (0:T)  (3.1.1)

Fur diese Formulierung wird im Folgenden die Existenz uintd&utigkeit von Losungen ge-
zeigt. AulRerdem wird eine weitere Formulierung untersudibtsich als aquivalent herausstellen
wird.

(Q) Finde zwiy € K mit|(up, 1)| < Q| einu € W (0, T; H'(Q))NL®(0,T; H'(Q)), u € K,,
f.0. (0;7) mit

d )
¥(Vu, Vi — Vu) + (Qd—j,n - u> > (u,n —u) Vn € Ky, £.0.in (0;7T)

u(0) = wo.
Dabei ist die konvexe Mengk ¢ H'(Q) gegeben als
K= {neH'(Q):|n(x) <1}.

Da die Massenerhaltung eine wesentliche Rolle bei der 8ainag der Cahn-Hilliard Glei-
chung spielt, kommin := (ug,1) besondere Bedeutung zu. In diesem und allen folgenden

34



Kapiteln wirdm als diese Zahl verwendet. Nun lasst sich die ebenfallsdanifeilmenge von
K, in der Massenerhaltung gilt, definieren.

Kp={neK:(n1)=(up,1) =m}.

3.2 Existenz und Eindeutigkeit von L  6sungen
3.2.1 Beweisskizze

Um die Existenz von Losungen fur Evolutionsprobleme zgeze, wird oft die Galerkin-Metho-
de verwendet. Fur lineare Probleme ist sie zum Beispiel[DEBR2], [WI082] und [Zei90]
ausfuhrlich dargestellt. Eine Version fur nichtlined&eolutionsgleichungen ist bei [Li069] zu
finden. Fir einfache parabolische Variationsungleiclenngt bei [Lio69] ferner folgende Me-
thode beschrieben: Zunachst wird die Variationsungleighdurch eine Folge nichtlinearer Evo-
lutionsgleichungen approximiert. Fir diese wird mitidés Galerkin-Methode die Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen gezeigt. Dann wird ein Gréo&zgang zur Variationsungleichung
vorgenommen.

Blowey und Elliot geben in [BE91] einen Existenzbeweis, diesse Ideen fur den komplexeren
Fall der Cahn-Hilliard Gleichung mit Hindernispotentiadagtiert. Im Folgenden wird dieser
Beweis detailliert ausgearbeitet. Er lasst sich grob igeiode Schritte gliedern:

(1) Die Approximation der Variationsungleichung in (P) durVariationsgleichungen fuhrt
zu einer Folge regularisierter Probleme)(FFunktionswerteu (¢, z) ¢ [—1;1] werden
dabei mit fire — 0 groRer werdender Energjbestraft”.

(2) Konstruktion ortsdiskreter Galerkin-Approximationé®) von (P.).
(3) Nachweis der Existenz von Losungef der gewohnlichen Differentialgleichungen in

(P5).
(4) Herleitung von Abschatzungen fiif, die vone und & unabhangig sind.

(5) Nachweis, dass der (schwache) Grenzwereiner Teilfolge vonu* eindeutige Losung
von (R.) ist und ebenfalls voa unabhangigen Abschatzungen genugt.

(6) Nachweis, dass der (schwache) Grenzweginer Teilfolge voru,. Losung von (P) ist.
(7) Nachweis der Eindeutigkeit der Losung

3.2.2 Galerkin-Approximation von  H'(f2)

Es sei{z;}72, eine Orthogonalbasis vaoH ! (Q2), bestehend aus den Eigenfunktionen des Ope-

ratorsz — Az, die der Randbedingun% = 0 gentigen. Normiert man diese nit;, z;) = d;5,
so sind sie die Losungen von

(Vzi, Vo) + (2i,v) = p(z;,v) Vv e HY(Q),

(Zi7 Zj) = 51]
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Die Existenz einer solchen Basis folgt aus der Anwendung Spektralsatzen fur kompakte
Operatoren auf die kompakte EinbettuAd (2) — L?(Q2). Sie ergibt sich zum Beipiel direkt
aus Korollar 19.20 im Kapitel Uber die Friedrichs-Erwaiteg symmetrischer Operatoren in
[Z2ei90]. Eine explizite Untersuchung solcher Eigenweshipeme ist etwa in [BO91] zu finden.

Definition 3.2.1 Es seiV'* := span{z;}_, c H'(2) und P* die Projektion

k
PF . HY Q) - VF v PPy = Z(v,zj)zj.
j=1

Da(z;) durch die Normierung eine Orthonormalbasis V&i{S2) ist, konvergiert fun € L%(2)
die Folge der Projektionen vom gegenv, es gilt also| P*v — v|lo — 0. Aus der Definition
als Eigenwert folgt, dass € V* undv € H'(Q) genau danrif!-orthogonal sind, wenn sie
L?-orthogonal sind. Insbesondere werden im Beweis folgenaesagen benotigt:
Lemma 3.2.1 Furv € H'(Q) undn € V* gilt

(l) (ka - Uﬂ?) = 0’

(2) (V(P*v —v),Vn) =0,

3) [P*v]lo < [lvllo,

(4) |Pk’U|1 S |U|1.

BEWEIS. Es seieny € H'(Q2) undn € V* beliebig.
(1) Dann gilty = P*n und damit

k
(Pru,m) = (v, 2)(25,m) = (v, PPn) = (v,7).
j=1
(2) Ferner existiert zu jedem Eigenvektgrein Eigenwerf:; mit

(Vzj,V PPv —v) = (uj — 1)(2j, P*v —v) = 0,
€eHI(Q)

(3) Aus der Orthogonalitat (1) folgt nun

1P*nl§ = (P*n, P*n) = (P*n,m) < [PEnllollnlo-

(4) Dies folgt analog zu (3) aus (2). [ |

Offenkundig istz = const ein Eigenvektor zum Eigenwert = 1. In den weiteren Betrachtun-
gen wird ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommessz = 1 in jedemV”* liegt
(setze dazu etwa := const geeignet). Damit gilt insbesondef@*v, 1) = (v, 1).
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3.2.3 Ein differenzierbares Energiefunktional

Zunachst wird eine Variationsgleichung als Regularisigrvon (P) hergeleitet. Um das Problem
(P), dessen Variationsungleichung vom nicht differetoaesn Energiefunktionap : R — R
mit
1 ) $(1—r?) fur |r[<1
Y(r) = 5(1 =)+ Iy =

00 fur |r|>1

herruhrt, zu einer Variationsgleichung zu regularisiereird ein differenzierbares Energiefunk-
tional e (r) = (1 — r2) + 1(r) konstruiert. Es approximiett, indem egr| > 1 durch hohe,
aber noch endliche Energjbestraft":

>(rl—(1+5)2+5 fur |rf|>1+e

Gulr) = § gl = 1)° for 1< jrf <1

@)

fur |r| <1
Be(r) i= etl(r) = e(r +vl(r)).
Bemerkung 3.2.1 Die Abbildungeny., zZe und 3. besitzen folgende Eigenschaften:
(1) thelr) — w(r)

((Ir]— (1+%))sign(r) fur |r|>1+¢
(2) Be(r) = 5c(Ir] = 1)*sign(r) far 1<|r|<1+e¢
0 fur |r| <1
(1 fur |r|>1+e¢
3 Bir) =18 ¢(rl=1) fir 1<|r[<1+e <1
0 fur |r| <1

(4) B. € CHR), b, P, € C2(R) und g ist lipschitz-stetig mi6 < 3. < 1.
(5) Beund Q,Z; = %ﬁe sind monoton wachsend, alsoi&tkonvex und es gilt

~

Bels) < Pelr) + ~Bels)(s = 7).

Fur || <1 gilt

Yels) S Tulr) + (s =) + 50— ).
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(6) Es gilt[5c(r)] < rBe(r) und|B(r)| < |r|.

BEWEIS. (1), (2) und (3) sind klar. (4) und (6) folgen aus Teil (2) U3l

(5) Die Monotonie vong, folgt aus0 < . in (4). Fur differenzierbare konvexe Funktionen
f:R—=Rgilt f(s)+f'(s)(r—s) < f(r), woraus mitf := . die erste Ungleichung folgt. Aus
der Lipschitz-Stetigkeit vop. folgt fur |r| < 1 wegeng(r) = 0, dasst 8c(s)(s—r) < L(s—r)?
und somit die zweite Ungleichung gilt. [ |

Um schlief3lich Losungen von (P) zu erhalten wird ein Godrezgange — 0 durchgefuhrt.
Daflrr wird nun noch der Zusammenhang vénund seinem punktweisen Grenzwgrunter-
sucht.

Definition 3.2.2 Firr € R setzeg(r) := liné Be(r).

Bemerkung 3.2.2 Die Funktiong hat die Eigenschaften

o .
OF GRS {8 D ben

fr <1 r+1 fur r< -1
() [B(r) =B(s)| <|r—s]  VrseR,
(3) |8(r) = Be(r)| <5 VreR.

BEwEIS. (1) und (2) sind Klar. (3) ist fUpr| < 1 auch Klar. Fufr| > 1 + € gilt
€ €

180) = B = | =1 = (1= (1-5))| = 5

Setze nury(z) := z — 5-2?, so gilt furl < |r| < 1+ e wegenf’(z) =1 —

16(r) = Be(r)| = f(Ir] = 1) < max f(|z| - 1) = max f(z) = f(e) = 3.
——

T 1<z<l4e 0<z<e 2
>0

Korollar 3.2.1 Fire < % gilt ¥ (r) > —Cpe mit einem vore unabtangigemCy > 0.
BEwEIs. Da). symmetrisch ist, suchen wir nur fir den Fal>> 0 das Minimum vor,.. Fur

0<r<1giltye(r) >0.Furl <r < 1+eisty mity(r) < 18.(r) < —3 monoton fallend.
Da ferner(r) —— oo gilt, nimmt ). sein Minimum furr > 1 + e an. Dort gilt
T—00

wé(r):l(r—<1+£>>—r: 1—Er—1+§,

€ 2 € €

. . .. 1+< .2 .. .
also nimmty. sein Minimum an der Stelle, = g > 1= — 1 4 ¢ an. Nun schatzen wir

1—e¢

«(r¢) nach unten ab. Dazu setzen vfife) = r2. Dann gilt fir0 < e < *
€ 4

/ _3(1"’_%) " _§(l_e)+9(1+£)
f(e)—(1_6)3>0, () = 2 1o 22 >0.
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Also ist die Funktionf zwischen0 undi streng monoton steigend und strikt konvex und wird

somit durch ihre Sekante mit einer positiven SteigGhdominiert. WegemZe >0undf(0)=1
gilt damit

3.2.4 Regularisierung der Variationsungleichung

(Schritt 1) Nun wird das aus dem differenzierbaren Eneugiktional. resultierende Problem
als Variationsgleichung aufgestellt.

(P.) Fure > 0finde zuug € K mit |(ug, 1)| < || einue € W(0,T; HL(Q))NL*®(0, T; H(Q))
und einw, € L2(0,T; H'(2)) mit

<%m> + (Vwe, V) =0 vn € HY(), f.0.in (0;7), (3.2.1)
V(Vue, V) + (Wlud), ) = (wen) Vg€ H'(Q), f0in(0:T),  (3.2.2)
ue(0) = uo. (3.2.3)

Bemerkung 3.2.3 Offensichtlich ist (3.2.23quivalent zu den Gleichungen
Y(Vue, V) — (ue,n) + (P (ue),n) = (we,n)  Vne H'(Q),£0.in (0;T),  (3.2.4)
1 -
V(Vue, Vi) = (ue,n) + =(Be(ue),n) = (we,n) ¥ & H'(Q),f0.in (0;T).  (3.2.5)

3.2.5 Lbésungen des regularisierten Problems

Satz 3.2.1Fur 0 < e < 1 hat das ProblemP,) eine Losungu,, fur die mit vone und T
unablangigen Konstanten gilt:
1
wellwo,r;m1 @)y < C(A+T72),
uell oo 0,11 (02)) < Cs

1
lwell 220,711 (0)) < C(L+T7%).

(Schritt 2) Es werden zunachst ortsdiskrete gewohniiferentialgleichungen (B als Ap-
proximation von (P) konstruiert. Dazu wird die Galerkin-Approximation ausfid#éion 3.2.1
verwendet.
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(P¥) Fure > 0 undk € N finde zuug € K mit |(ug, 1)| < || u*(t),w*(t) € V¥, so dass fur
t € [0;7) gilt

j=1 j=1
duF k k
(ﬁ,n) + (Vw",Vn) = VneV (3.2.6)
A, ) + (), ) — () = () VeVt (@.2.7)
uF(0) = PF(ug). (3.2.8)

U und W sind die zeitabhangigen Koeffizienten der Basisvektorahdamit Abbildungen von
R nachR”.

Lemma 3.2.2 (P¥) besitzt eine eindeutig bestimmtésungl, W € C([0; T]; R¥), fur die mit
(uk(t),1) = (up, 1) Massenerhaltung gegeben ist.

BEwEIS.(Lemma 3.2.2) Im Folgenden seigh Y € R* beliebig. Setzen wir

k
1
Fi(X) = E(Be(.zl Xjzj), %),
J:
Aij = (VZ]',VZZ‘),
so liefert das Testen von {Pmit der bezuiglich(-, -) orthonormalen Basis, ..., z; von V¥

U'(t) + AW (t) = 0,
YAU(t) + F(U(t)) = U(t) = W(?)

alsoU’(t) = AU(t) — yvA%2U(t) — AF(U(t)) =: G(U(t)). FallsG lipschitz-stetig ist, folgt
aus dem Satz von Picard-Lindelof (siehe etwa [DB02]) disstExz einer eindeutig bestimmten
LosungU € C'(]0;T];R¥). Da lineare Abbildungen sowie Linearkombinationen und Kom
positionen lipschitz-stetiger Abbildungen lipschitetsg sind, ist nur noch zu zeigen, dags
lipschitz-stetig ist:

k

J=1 0
1< Lk
< =31 = Yilllzlolzillo < = 31X, - v
(b) € = © €=
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Dabei gilt (a), dag, lipschitz-stetig ist, (b) nach der Cauchy-Schwarz-Urgiang und (c),
da z1, ..., z; orthonormal beziglich-,-) sind. Damit ist die Lipschitz-Stetigkeit voA' mit
IF(X) = F(Y)|lgr1 < %X = Ylge, in der 1-Norm|| X |[gs ; = 3 |X;| auf R* gezeigt.

Um die Massenerhaltung fia* zu zeigen, testen wir (3.2.6) mjt= 1 und erhalten

Lk = (200) <o

dt dt

also(u®(t),1) = (u*(0),1) = (P*ug, 1) = (ug, 1) = m. [

Nun werden Abschatzungen fur das ¢ugehorende Ginzburg-Landau Energiefunktional ge-
zeigt, um Abschatzungen fiir die Losung voli Rerzuleiten.

Definition 3.2.3 Das zui. gehdrende Ginzburg-Landau Energiefunktional istfie H' (1)
definiert als

£°(w) 1= Iol} + (elw), 1),

Lemma 3.2.3 Die Ginzburg-Landau Energie desung von (P) erfilllt die Gleichung

t

e (0) + [ [ (s) s = £(P¥(uo)
0

und es gilt (fir & abhangig vone groR genug)€(P*(up)) < C; mit einer vone und k un-
abhangigen, positiven Konstant.

BEWEIS. (Lemma 3.2.3) Seju”, w*)T Losung von (P). Dann gilt

dx

dE(uk (1)) _ du*(t) / du* (1)
O w0, 90O+ [uion
Q

. <wk(t),v . ) + <1/12(uk(t))7 duL(t))

~ (W du® (t) RN
(—b)( (0, 210 )(—) ()2

wobei in (a) die Kettenregel, in (b) Gleichung (3.2.7) und(@ Gleichung (3.2.6) aus [
verwendet wurde. Nach Integration Ul§er¢) erhalten wir
t t

“(uF(s
(P o)) = ) — [ Ui — e ) + [ 1o

0 0
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Um £€(P*(ug)) abzuschatzen, wenden wir Bemerkung 3.2.1 (5), Lemma @2und die starke
Konvergenz vonP*v gegenv an und erhalten

1
E(Pruy) = 57!13]“%!% + (e(PFug), 1)
1 - 1 1
< 57!100!% + (¥e(uo), 1) + 5(1 — (PMup)?, 1) + EHPkuo — uollg

1 ~ 1
— §7|u0|% + (Ye(ug), 1) +§(1 —uj, 1) = E(uy).
————

k—o0
=0, dajuo|<1

E¢(P*uyp) ist somit nach oben durch eine gegéfiug) konvergente Folge beschrankt. Damit
gilt
lim sup £¢(PFug) < E(up).

k—o00

Wegen|ug| < 1ist £¢(up) unabhangig vom, also gilt

AC Ye>0 Tk Yk > ke : E(Prug) < Cy.

Dieses Resultat wird in der folgenden Form bendtigt:

Korollar 3.2.2 Es gilt mit vonT', k und e unabtiéingigen Konstantety', Cy, C; fur e < % undk
(abhangig vone) grol3 genug

t

SIEOR + [ 1k (9)ds = £(P ) - (welu (1), 1)
0
< (Cq+ Co‘Q’e <(C

T
Damit gelten insbesondere die Abattunger|u*(¢)|2 < C und [ |w*(s)[3ds < C.
0
BEWEIS. Wende Lemma 3.2.3 und Korollar 3.2.1 an. |

Nun kdnnen Abschatzungen der Losung vof) @zeigt werden.

Lemma 3.2.4 Fir e < % geriigt u* mit vonk, e und T' unablangigen Konstanted' den Ab-
schatzungen

1
HukHW(O,T;Hl(Q)) <C(1+T72), (3.2.9)
[u¥ | o< 0.7, 2y) < C. (3.2.10)

BEWEIS. Aus der Massenerhaltung in Lemma 3.2.2 und der Abschgtzan |v*(t)|; in Ko-
rollar 3.2.2 folgen nach Anwendung der Poincaré-Unglengil-unabhangige Abschatzungen
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von |[u* (t)||o und ||u¥(t)||;. Damit ist (3.2.10) sofort und eine Abschatzungit(0, T; H'(Q))

durchCT2 nach Integration Ubel0; T') gegeben. Fir (3.2.9) bleibt noch die Zeitableinﬁgﬁ
in L2(0,T; (H'(2))") abzuschatzen:

‘ du® (t) 2 du® (t) 2 B (duk(t) Pkgduk(t)>
dt gy @1 dt |, @\ dt dt
du® (t) du® (t)
_ k k _ k
5 (Vw (t),VP*G = ) 5 (Vw (t),Vg pn )

e RO _
- ( (1. )6| O

Dabei folgt (a) au% € F und Eigenschaften der Norm véi/ ! (©2))’ in Bemerkung 2.5.2,
(b) und (d) aus Eigenschaften der ProjektiBfi in Lemma 3.2.1, (c) und (f) aus Gleichung
(3.2.6) in (P) und (e) aus der Definition vod. Dies liefert zusammen mit Korollar 3.2.2 eine

Abschatzung vors” in L2(0,T; (H'(2))’) durchC und damit (3.2.9). m

Lemma 3.2.5 Frr e < 1 geriigt w* mit einer vonk, e und 7' unabténgigen Konstant€’ der
Abschatzung

1
HwkHLQ(O,T;Hl(Q)) <C(14T2). (3.2.11)

BEWEIS. Wir schatzen zunachsg{w*(t),1)| ab. Die Poincaré-Ungleichung aus Bemerkung
2.5.1 und die Abschatzung vdn*(t)|; aus Lemma 3.2.2 werden dann die gewiinschte Ab-
schatzung vom® in der L2(0, T; H' (2))-Norm liefern. Zunachst ergibt das Testen von (3.2.7)
in (P*) mity = 1 undn = u”(t)
1
(W (1), 1) = ~(Be(u" (1), 1) = (" (t), 1),
1
—(Be(uh(8)), u* (1)) = (w* (1), u"(£)) + [[* D)1 — Y |u" @)}

Nutzen wir dies, die Beziehungefi.(r)| < r(.(r) aus Bemerkung 3.2.1 (6), die Massenerhal-
tung aus Lemma 3.2.2 und die Abschatzung {jofi(t)||o aus dem Beweis von Lemma 3.2.4,
so erhalten wir

k(D) 1) = 2B 1), 1) — (WD), 1)
(186 (01 1) + b

(Bl (1)), b (1)) + ml
= (wk(8), u (1) + [ ()3 — ~]a (1)} + |m]
< C+ (wh (1), uh(1).

<

(3.2.12)

Ao

<
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Wir bendtigen nun eine Abschatzung vém”(t),x*(t)). Die Massenerhaltung aus Lemma
3.2.2, die Definition des Green-Operators und Bemerkung Zéwie die Abschatzung von
|lu*(t)||o aus dem Beweis von Lemma 3.2.4 liefern uns dafiir

(wh (1), u* (1)) = (w* (1), u" (1) — @) + (w*(2), @)

m m

= (Vu*(1), VG (" (t) — 75)) + @(wk(t), 1)

m

ol + %(w’“(t% 1) (3.2.13)

Aus (3.2.12) und (3.2.13) folgt nun

m]
(1 - @) (1), 1)] < C + Clut (1)1

Da wir |(ug, 1)| = |m| < |Q| vorausgesetzt haben, i (t),1)| somit abgeschatzt und wir
erhalten mit der Poincaré-Ungleichung

lw* (#)llo < Co(|(w" (1), )] + [w* ($)]1) < C + Clut ()],

was nach Integration Ubéd; 7') mit Korollar 3.2.2HwkHL2(O,T;H1(Q)) <C(1+ T%) ergibt. &
Nun kdnnen wir den Existenzsatz fur Losungen voy) feweisen.

BEWEIs.(Satz 3.2.1) Es sefu”, w*)T Losung von (P). Da dann furk groR genugu” in
W(0,T; H'(Q)) und L>(0,T; H*(Q)) undw* in L?(0,T; H*(Q)) unabhangig vore und &
beschrankt ist, kdnnen wir nacheinander schwach undaa konvergente Teilfolgen in die-
sen Raumen finden. Nach Satz 2.5.1 (2) und Satz 2.6.3 (GgiSicbettung

W(0,T; HY(Q)) — L?(0,T; L*(Q))

kompakt, deshalb koénnen wir auch eindit(0, T'; L?(£2)) stark konvergente Teilfolge auswahlen.
Weil natiirlich auch alle Teilfolgen den Abschatzungen u6 undw” geniigen, kdnnen wir ite-
rativ schliel3lich eine Teilfolge finden, die folgende Korgenzeigenschaften besitzt:

ub = ue in W(0,T; HY(Q)), (3.2.14)
uP =% ucoin (0, T; HY()), (3.2.15)
ub — uezin L2(0,T; L3()), (3.2.16)
w® — w, in L2(0,T; H*(Q)). (3.2.17)

Dabei wurde geeignet umnummeriert, um auf eine Doppelieiding zu verzichten. Mit Be-
merkung 2.4.1 folgt aus (3.2.16) nufi — w3 in L2(0,T; L%(Q2)). Die Einbettung der Raume
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W(0,T; HY(Q)) — L*(0,T; H (Q)) — L?*(0,T; L*(Q)) mittels der Identitat ist nach Satz
2.6.3 (5) stetig. Damit folgt nach Bemerkung 2.4.1 aus {3Rauch, dass* — wu.; in
L?(0,T; L?(2)) gilt. Auch aus (3.2.15) folgt mit Bemerkung 2.6.3 und Bennix 2.4. 1% —

ue2 in L2(0,T; H(Q)) und L?(0,T; L*(92)). Da schwache Grenzwerte eindeutig bestimmt
sind, gilt somit

Ue 1 = Ue,2 = Ue,3 = Ue € W(Oa Ta Hl (Q)) N LOO(O? Ta Hl (Q))7
we € L*(0,T; H'()).

Nach Bemerkung 2.1.1 und Bemerkung 2.1.3 ist der Grenzwesrschwach und schwach-*
konvergenten Folge durch die gleichen Konstanten beskhrés gilt also

1
[uellw o710y < C(L+T72),
HU’EHLOO(O,T;Hl(Q)) < C,
1
lwell 220,711 (0)) < C(L+T72).
Damit liegenu,. und w, in den,richtigen* Raumen und erfullen die geforderten Absebat

gen. Wir zeigen nun, dass., w.)” (P.) lost. Dafiir bendtigen wir die Konvergenzresultate in
folgender Form:

ub — u in L2(0,T; L*(Q)) und L2(0, T; H(2)), (3.2.18)
w® = we in L2(0,T; L*(Q)) und L2(0, T; H'(Q)). (3.2.19)

Nun testen wir die Gleichungen (3.2.6) und (3.2.7) i)(it P*n € V* fur beliebiges
n € H'Y(Q), multiplizieren sie mit¢ € D((0;T)) und integrieren Ubef0; T). Dané €

W(0,T; H'(Q)) gilt, folgt aus (3.2.18) und der Orthogonalitat der Préik P* aus Lemma
3.2.1

(uF, PPng)ore = (¥, ne) 2pe P (e, N®) 1212,
(uk7pk77¢)L2H1 = (uk777¢)L2H1 m (UEJW)BHI-

Wegen(-,-)r2v = (-, )2t — (¢, ) z2 2 ilt dann auch

(uF, PPné) oy = (u¥,n¢) 12w — (ue;nP) 2y -

k—o00

Die gleichen Aussagen fii* undw, folgen analog aus (3.2.19). Nach Definition der Zeitablei-
tung und aufgrund der Orthogonalitat vétf gilt ferner

T

du® du,
<%7Pk77¢> = —(uk777¢1)L2L2 E} _(u5777¢/)L2L2 = / <d—i777> ¢(t)dt-
0

L2L2
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Damit bleibt noch der Grenziibergang fiir den nichtlinedferm zu zeigen. Aus der Lipschitz-
Stetigkeit vons, in Bemerkung 3.2.1, der Cauchy-Schwartz-Ungleichung wrdddbschatzung
1P*nllo < |In]lo aus Lemma 3.2.1 folgt

(Be(u®(t)), PEn) = (Be(ue(t)), )
< [(Bew® () = Be(ue(t)), P*n)| + |(Be(ue(t)), PPy — )|
< Ju® = ucllollnllo + 18e (we®)lolln = P*nllo-
Da L?(0,T; L?(2)) stetig in L'(0,T; L?(Q2)) eingebettet ist, konvergier* — u. auch in
LY(0,T; L?(2)) stark. Also konvergiert nach Integration ki@ 7") der linke Term gegen.
Ferner konvergierP*n — nin L2(Q). Aus|B.(r)| < |r| in Bemerkung 3.2.1, der Abschatzung
vonu* in L°°(0,T; H'(Q)) und|P*n| < |n| folgt auch, dass der rechte Term unabhangigion

durch eine integrierbare Funktion beschrankt ist. Daiefiéit der Konvergenzsatz von Lebesgue
(siehe etwa [Rud64])

(5e(uk), Pk77¢)L2L2 I (Be(ue)sn)r2r2-

k—o00

Also kann in allen Termen von {fPein Grenziilbergang durchgefuihrt werden, der zu

/T <d“;t(t) , n> o(t)dt +

T
/’y Vue(t), Vn) ¢(t)dt —
0

(Vwe(t), Vi) o(t)dt = 0,

Ot O —

T
wmﬁ»mww:/mﬁmmwﬁ
0

fur allen € H'(Q) und allep € D((0;T)) fuhrt. Somit erfullen:. undw, die Gleichungen aus
(P.). Wir zeigen nun, dass. den gewiinschten Anfangswert annimmt. Sei dazuH ! (2) und

P € C*(]0;T]) mit(t) = C # 0in einer Umgebung vofi unde(¢) = 0 in einer Umgebung
vonT'. Dann giltnyy € W(0,T; H'(2)) und damit liefert partielle Integration nach Satz 2.6.3

@)
2 ) )
(0. 2)6(0) = [ (ue(t). ﬁ+/<me,> (t)dt
0 0

T T
= lim L/ t), Pkne' (t) dt+/< (t)) dt]

0
= lim | ~(u¥(0), Pn)6(0)] = —(uo m)(0).

k—o00

Wegeng(0) # 0 und dan € H'(2) beliebig ist, gilt somitu(0) = uq. [ |

Satz 3.2.2Fur 0 < e < 1 ist die Losung des Problem@®,) eindeutig bestimmt.
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BEWEIS. Seien(ui,w;)” und (uz, ws)” Losungen von (P. Setze danrii = u; — up und
w = w; — we. Wir werden zeigen, dasgi(t)|y = ||w(¢)|l1 = 0 fur ¢ € (0;T) gilt. Dazu
subtrahieren wir die Gleichungen (3.2.1) und (3.2.2) aupjéeils flru; undus und erhalten

<d3fln>+«vwa%vn):o, (3.2.20)
AV, V) = (@(0), 1) + = (Bl (1) = Belwa(®) ) = @(0),m), (3:2.20)
@(0) =0
fur allen € H'(Q). Testen von (3.2.20) mif = 1 liefert (a(t), 1) = 0. Testen miGa(t) ergibt

nach Korollar 2.6.3

53519101 = { 5. Gie) ) = ~(Va(o). VGu(r) = ~(a(e). (o)

und das Testen von Gleichung (3.2.21) m(t) liefert nach Ausnutzen der Monotonie vgh,
also von(B(uy) — Pe(uz2),u1 — uz) >0,

Ya@®)i - (@), at) < [a@)ls. (3.2.22)

Durch Einsetzen erhalten wir damit

£ LIGa0R + a0 < 4] = (Va(), vGa()
< Ja(t)hlga(o)
<

1 . 1
§WIU(75)I% + EIQU(t)If,
wobei wirab < Za® + %bQ genutzt haben. Nach Multiplikation nite—%/" folgt daraus

d r _ - _ -
L (hgaR) + Pl <o,
dt —_— ——

=F(® o0
was nach Integration Ubéd; t) wegenf(t) > 0 und f(0) =0

0< /tg(s)ds < /tg(S)ds + f(t) — f(0) = /tg(s)ds +/tf'(8)d8 <0
0 0 0 0

liefert. Somit gilt|a(¢)|; = 0furt € (0;7T), was mit(a(t), 1) = 0 und der Poincaré-Ungleichung
|la(t)||1 = 0, also die Eindeutigkeit von, liefert. Testen wir nun (3.2.21) mit= 1, so erhalten
wir wegenu; = ug auch(w(t),1) = —(a(t),1) = 0. Um abermals die Poincaré-Ungleichung
anzuwenden testen wir noch (3.2.20) mit) und erhalten wege = 0

a0 = - (5200 =0

Damit gilt auch||@w(¢)||; = 0 und die Eindeutigkeit der Losung ist gezeigt. |
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3.2.6 Lbésungen der Variationsungleichung

Auch u. und w, erfullen Abschatzungen, die nun genutzt werden, um daicén Grenziber-
gang die Existenz von Losungen des Problems (P) zu zeigen.

Satz 3.2.3Das Problem (P) besitzt einébsung.

BEWEIS. Es sei(u.,w.)? die Losung von (P. Da die schwachen Grenzwerig und w, den
e-unabhangigen Abschatzungen aus Satz 3.2.1 unter|iegestiert analog zum Beweis dieses
Satzes wieder eine Teilfolge, so dass nach geeigneter Umeuerung gilt

ue — uwin W(0,T; H (Q)), (3.2.23)
ue —* win L°°(0,T; HY(Q)), (3.2.24)
ue — win L*(0,T; L*(Q)), (3.2.25)
we — win L2(0,T; HY(Q)). (3.2.26)

Somit liegenu undw in den,richtigen* Raumen
we W(0,T; H'(Q)) N L>(0,T; H(Q)),
w € L?(0,T; HY()).

Um zu zeigen, dasgu, w)” eine Losung von (P) ist, zeigen wir nun zuerst, dass K gilt.
Dann zeigen wir, das:., w. )" die Variationsungleichung aus (P) erfiillt und gehen s@ich
zum Grenzwert Uber. Zunachst testen wir (3.2.1) ausr(ft 5 (u(¢)) und erhalten
1
Y(Vue(),VBe(ue(®)) + =18 (ue(®))]13

= (ue(t) + we(t), Be(ue(t)))
< Nue@®)[lollBe(ue(®))llo + lwe(E)lloll Be (e ()0 (3.2.27)

O + L 5eCue(DIR + S + - 18I

= e(luc @)l + lwe(®)II) + illﬂe(ue(t))llg,

IN
°| &
B

@lﬂ benutzt haben. Ferner gt 3 (u.) = 5. (uc)Vu, und nach
’(r) < 1, woraus

wobei wirab < ==
Bemerkung 3.2.1

+
g

(Vue(t), VBe(uc(t))) = /ﬁé(ue(t))(Vue(t))zdcv 2 /ﬁé(ue(t))Q(VUe(t))de = | Be(ue(t))I7
Q

folgt. Zusammen mit (3.2.27) ergibt sich daraus

YBe(ue ) + Q%Hﬂe(us(t))\\% < efluc®I§ + lwe (®)1F)-
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Daraus folgt nach Integration Ubgr; 7') mit den e-unabhangigen) Abschatzungen vanund
w, aus Satz 3.2.1

|8 (ue)ll L2 0,m522(0)) < Ce
1
| B (ue)ll 20,711 () < Cez.
Damit gilt nach Bemerkung 3.2.2

1B(u)llrzz2 < [|8(w) = Bluc)llz2rz + 18(ue) — Be(ue)llz2r2 + 18e(ue)ll 22
+ Ce - 0,

<l —uellpzrs +|f5)

also fast tiberalB(u) = 0 und damitu(t) € K fast tberall in(0; T"). Furn € K gilt offenkundig
Be(n) = 0. Testen wir nun (3.2.5) aus {Pmit » — u. und nutzen ferner die Monotonie vah,
so erhalten wir

Y(Vue, V) — Vue) — (we + e, n — ue) = l(ﬁg(n) —Be(ue)yn —ue) > 0. (3.2.28)
€~
=0

Somit erflllt u,. die Variationsungleichung in (P). Nun wird der Grenzulaeéxge — 0 durch-
gefuhrt. Mit den Konvergenzeigenschaften venund w, ist analog zum Beweis von Satz
3.2.1 der Grenzibergang von Gleichung (3.2.1) i) @& Gleichung (3.1.1) in (P) problemlos
moglich. Gleiches qilt fur den Startweut. Beim Grenzibergang von Ungleichung (3.2.28) zu
Ungleichung (3.1.2) in (P) ist allerdings Vorsicht geboteéfir multiplizieren zunachst (3.2.28)
mit einem beliebiger € D((0;7)) mit ¢ > 0, integrieren wieder Ubg; T") und erhalten

T T T

T
/(we + Ue, Ue) Pt — /(we + e, n)pdt + /(Vue, Vn)pdt > 7/ |ue|odt.

0 0 0 0

Im zweiten und dritten Term kdnnen wir analog zum BeweisSatr 3.2.1 einen Grenziibergang
durchfiihren. Dai. — w in L?(0,T; L%(9)) stark undw, in L?(0, T; L?(2)) schwach konver-
giert, bereitet nach Bemerkung 2.1.2 auch der erste Teme Igiobleme. Da it/ (0, T; H'(Q2))
aber nur schwache Konvergenz gegeben istuist — |u|? nicht zu erwarten. Deshalb bilden
wir statt des Grenzwertes den Limes Inferior und erhalten

T T

T
. ot~ [+ u(e)rn - uv)o()d > minty [ fuclo)foc)de
’ ’ ’ (3.2.29)

Um die Ungleichung in (P) zu erhalten, wenden wir die Bezigfu< (a —b)? = a? —2ab+b?
beziehungsweisgab — b < a? auf die Bilinearform(V-, V-) an und erhalten

T
ZW/Vue t)dt — /|u 2o(t d7§<7/|uE V3p(t)
0
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woraus nach dem Bilden des Limes Inferior wegen der Konvergen (Vu,, Vu) gegenu|?

T T
v [ R <timinty [ ju(ofold
0 0

folgt. Zusammen mit (3.2.29) ergibt dies die UngleichungRin |

Satz 3.2.4Die Losung von (P) ist eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Es seien(uy,w;)” und (us, w2)” Losungen von (P). Setze dafin= u; — us und
w = wy — wy. Anlog zum Beweis der Eindeutigkeit van lasst sich folgendes zeigen:

L4 Gagey: = <di‘l§”,ga<t>> ~ (Vi) VGa(1) = ~(@(r).a0).  (3:2.30)

Nun testen wir (3.1.2) aus (P) fi; mit us und flrus mit u,. Dies liefert
Y(Vui(t), =Va(t)) — (ui(t), —a(t)) > (wi(t), —u(
Y(Vua(t), Va(t)) — (ua(t), a(t)) = (wa(t), a(?)).

Summieren und Multiplikation mit-1 ergibt

YNat)|F = a)lls < (@(t), alt)). (3.2.31)

Aus (3.2.30) und (3.2.31) folgt genau wie im Beweis der Eirigeit vonu, die Eindeutigkeit
vonu. Ebenfalls analog dazu gilt

a0 = - (T o) =0

Damit gilt w(¢) = const, also istw bis auf Konstanten eindeutig bestimmt. Da in (P) eine
Ungleichung vorliegt, ist ein Vorgehen wie beiJPum (w(t), 1) = 0 zu zeigen, nicht moglich.
Um die Ungleichung zu umgehen, nutzen wir die Tatsd¢hé&),1)| = |(ug,1)| < |€2| und
zeigen, dass dort, wo es nicht auf dem Hindernis liegt, sogar eine Diffiéisdgleichung erfullt.
Dafur definieren wir die fur fast alle< (0; T") nichtleeren Mengen

=41

~
S~—
N—

Qo(t) :={x € Q: |u(z,t)] < 1}.

Wegen|(u(t),1)| < |92 gilt |Q2(¢)] > 0. Sei nung € D(Q(t)) beliebig unds € R jeweils so
gewahlt, dasg. = u(t) + d¢ € K qilt, dann liefert das Testen von (3.1.2) mit undn_

Y(Vu(t), Vo) = (u(t) + w(t), ),
also wegeri, = 0
0 =~(Vau(t), Vo) — (a(t),¢) = (w(t), ¢)¥¢ € D(€(2)),

und damitw(x, t) = 01in Qo(t), was mitw(t) = const in Q zuw(t) = 0 fuhrt. [ |

50



Satz 3.2.5Die Losungu von (P) bst das Problem (Q).

BEWEIS. Sei(u,w)! die Losung von (P), dann erhalt man durch das Testen voittGieg
(3.1.1) in (P) mity = 1 die Massenerhaltung%, 1) = 0 und(u, 1) = m. Nach Definition des
Green-Operators folgt somit aus Gleichung (3.1.1)

du
w=—@g <E>+)\

mit A = % Das Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung (3.1.2) ausir{e testen mit
ne Ky Iie*ert genau die Ungleichung aus (Q), denn es gilt

(Am =) = Al(L,n) = (L,u)] = Alm — m) = 0.

Satz 3.2.6 Die Losung von (Q) ist eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Seienu; unduy LOsungen von (Q). Setze daiin= u; — us. Testen der Ungleichung
in (Q) fur uy mit us und flrus mit u; liefert

dU1

HTur(t) o) + (G52 ~a(0)) > (), -0

d
A (Vus(t), V() + <g%,a<t>> > (ua(t), 5(t))
Summieren und Multiplikation mit-1 liefert
. du .
i) + (6% ~a(0) < lalE

Nun folgt genau wie in den Beweisen der Eindeutigkeit desurgen von (B und (P) die
Eindeutig vonu. u

Damit sind (P) und (Q) aquivalent, denn eine Losung vorl@s)(Q), also muss die eindeutige
Losung von (Q) auch die eindeutige Losung von (P) sein.

3.2.7 Regularit at der L 6sungen

In [BE91] wird ferner ein Regularitatsresultat fur Lagen von (P) gezeigt. Dabei wird folgende
Forderung an den Rand des Gebidbegestellt:
(Rew,) Der Rand vort sei so,glatt’, dass Losungen von

0

Ne=f Lo (3.2.32)

ov
mit (z,1) = 0und f € F N L*(Q2) die Abschatzung z|| 2 () < C||Az]|o erfillen.
Eine ausfuhrliche Diskussion der Regularitat solchesurigen ist in [Gri85] zu finden. Ein
Kriterium ist zum Beispiel durch die folgenden Satze gegeb
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Satz 3.2.7 SeiQ2 ¢ R? polygonal berandet, dann existiert genau eirigsiling vor(3.2.32) und
diese liegt inH2(2).

BEWEIS. Siehe [Gri85]. |

Satz 3.2.8Sei) c R? konvex, dann existiert eine nur vom Durchmesser Qoabhangige
Konstante, so dasgifalle z € H?(Q) gilt

I2]l2 < C|lAz]lo. (3.2.33)

BEWEIS. Siehe [Gri85]. |

Die Forderung der Konvexitat kann auch gelockert werdmtfaber zu komplexeren Anforde-
rungen ar?.

Satz 3.2.902 geriige der Bedingung (Regd. Dann gilt fur die Losung von (P)
u € L*(0,T; H*(Q))
und 2% = 0 auf Q2 fastuberall in (0; 7). Ferner gilt fir alle t € (0;7)
min{t2, 1} u(t)]2 < C.
min{t7, Hw(t), < C,
wobeiC vonug abhangt.

BEWEIS. Siehe [BE91]. |

Dieses Ergebnis wird insbesondere fir die Fehlerabaghgtder Diskretisierung in Kapitel 4
benotigt.
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4 Eine Diskretisierung der Cahn-Hilliard Gleichung

Um partielle Differentialgleichungen zu l6sen, wird ofite der Computer eingesetzt. Da eine
analytische Losung im Allgemeinen nicht zuganglich vgtirden verschiedene Verfahren zur
Diskretisierung der kontinuierlichen Gleichungen enkeit. Allen gemeinsam ist, dass sie auf
diskrete Probleme fuhren, zu deren Losung ein Rechnangerogen werden kann.

Die Methode der finiten Differenzen geht von einer klassscRormulierung der Differential-
gleichung aus und basiert auf der Approximation klassiséli#eitungen durch Differenzen-
quotienten an endlich vielen Knoten. Die Methode der finitelumen bildet durch Integration
Mittelwerte der gesuchten Losung tUber endlich viele Kolhtolumina. Als sehr flexibel hat
sich die Methode der finiten Elemente erwiesen. Sie geht iar ®ariationsformulierung aus
und ermittelt Losungen in endlichdimensionalen Tein&m. Damit ist sie ein Spezialfall der
Galerkin-Approximation, die bereits im Beweis der Exigtemd Eindeutigkeit von Losungen
des Problems (P) verwendet wurde. Die benutzten Funktianere bestehen im Allgemeinen
aus stetigen, stiickweise polynomiellen Funktionen uegkin damit in7 (). Finite Elemen-
te Methoden, deren endlichdimensionale Raume Untemradss kontinuierlichen Raums sind,
werden als konform bezeichnet. In bestimmten Fallen weedeh Funktionenraume verwen-
det, die keine Unterraume des urspriinglichen Funkticnens bilden, diesen aber dennoch auf
gewisse Art approximieren. In diesem Fall spricht man varhthionformen Methoden. Eine
Einflhrung in die Methode der finiten Elemente ist etwa ingf®/] zu finden.

Zur numerischen Behandlung der Cahn-Hilliard Gleichuntersuchen Blowey und Elliot in
[BE92] drei Diskretisierungen mittels finiter ElementeleXl gemein ist, dass es sich um voll-
diskrete Schemata handelt, die die Zeitableitung mittefei2nzenquotienten diskretisieren.
Eine ist in der Zeit voll-implizit, eine behandelt den komka Term(u,n — w) in (P) explizit
und die dritte behandelt ihn nach dem Crank-Nicolson-Sehdda die semi-imlipizite zweite
Variante den Vorteil hat, fur alle Zeitschrittweiten eiedeutige Losung zu besitzen, wird im
Folgenden nur diese betrachtet.

4.1 Die Methode der finiten Elemente

Es soll nun ein sehr kurzésberblick {iber die Methode der finiten Elemente gegeberderer
Sie dient der Diskretisierung partieller Differentialigleungen, um diese numerisch zu losen
und basiert auf einer Variationsformulierung der Gleiapimeinem Hilbertraumi . Sei etwa
a(+,-) : H x H — R eine stetige, koerzive Bilinearform mit

|a(u, )| < Tllullzl|vl| Yu,v € H,
a(v,v) > aljv||} Yve H

und f € H'. Gesucht ist nun die Losung der Variationsgleichung

ue H: a(u,v) = f(v) Vv e H.
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Nun soll das Problem zunachst in einem abgeschlossenerrrbminl/ C H approximiert
werden:

uy € V: a(uy,v) = f(v) Yo e V.
Das Céa-Lemma macht einen solchen Ansatz sinnvoll:

Satz 4.1.1(Céa-Lemma) Unter den obigen Bedingungen gilt

r
— < —inf ||lu — .
o=yl < = inf u— ol

BEWwEIs. Siehe [Bra97]. [ |

Die Losung im Unterraum ist als@o gut, wieV den RaumA approximiert. Im Allgemeinen

ist H unendlichdimensional und man mochte das Problem in dmdificensionalen Raumen
approximieren, denn endlichdimensionale Probleme lasebndurch Darstellung in einer Ba-
sis auf Probleme ilR" zuriickfuhren. Da endlichdimensionale Raume abgesshlo sind, ist

das Céa-Lemma anwendbar. Fur partielle Differentiaflengen istd meist ein Sobolevraum.
Das Standardbeispiel is{u,v) = (Vu, Vv) mit H = H}(Q2) (siehe zum Beispiel [Bra97]).
Der Sobolevraum soll nun durch endlichdimensionale Raappeoximiert werden. Dazu wird
zunachst eine Triangulierung definiert.

Definition 4.1.1 Eine Zerlegung ™ von Q ¢ R? heiRt Triangulierung, wenn gilt:
o= U
TETh

(2) Jedesr € T" ist ein abgeschlossener, nicht entartetedimensionaler Simplex mit
Durchmessediam 7 < h.

(3) Furr,m € Th mitm # m ist N entweder leer oder ein Simplex der Oberflache von
71 und 9 mit Dimension kleinew.

Die Forderungen (1) und (2) implizieren, d&3spolygonal berandet ist. Anforderung (3) be-
deutet furd = 1, dass der Schnitt zweier Elemente (IntervalleYit entweder leer oder eine
gemeinsame Ecke ist. Fidr= 2 (Dreiecke) ist zusatzlich eine gemeinsame Kante und f&r3
(Tetraeder) auRerdem eine gemeinsame Oberflache (Dremdgiich.

Definition 4.1.2 Der zuT" gehorige Raum linearer finiter Elemerfié ist definiert durch

Sh = {77 € C(Q) : n|, ist affin linearvr € T"} .
Da die Elemente vos” stiickweise linear, also auch stiickweise unendlich derdinzierbar
sind, zeigt der folgende Satz, da&s ¢ H'(Q) gilt.

Satz 4.1.2) sei beschiinkt undy : Q — R stilickweise unendlich oft differenzierbar. Dann gilt
n € H'(Q) genau dann, wenn € C(Q) gilt.
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BEwEIs. Siehe [Bra97]. [ |
Oft werden Familien von Triangulierungéf ™) fur h — 0 betrachtet. Insbesondere dann ist es
wichtig, dass diese gewissen Bedingungen geniigen.

Definition 4.1.3

(1) Eine Familie von Triangulierungef? ™) heiRRt quasiuniform (shape regular), wenn ein
x > 0 existiert, so dass jedesc 7" einen Kreis vom Radiug, > h—; enthalt, wobeh.,
der halbe Durchmesser varist.

(2) Eine Triangulierung™” in R¢ heilRt schwach spitzwinklig, wenn entwedet= 1 gilt oder
alle Innenwinkelo, der Elemente € 7" die Bedingungy, < 5 erfallen.

Eine Basis vors” ist die Knotenbasis:

Definition 4.1.4 Jedesr € ©, das Extremalpunkt eines ¢ Th ist, heiRt Knoten der Triangu-
lierung7". Die Menge

NV =A{z), .. zy} = {x € Q : x ist Knoten vorrTh} 4.1.1)

heilt Knotenmenge vofi”. Sei nung; € S* das Element mity;(x;) = J;5, dann heilt die
Familie (¢;);—1.... y Knotenbasis vors”.

-----

Dabei heiRRt ein Punkt € K in einer konvexen Meng& c R¢ Extremalpunkt vork, wenn
YL, €K, 0< A< A+ (1 =Ny=x=y1 =2 =1y

gilt. 7 € T" ist konvex und die Extremalpunkte vonsind genau die Eckpunkte des Simplex.
Da eine affin lineare Funktiop : R¢ — R durch Vorgabe der Funktionswerte an dén- 1
Eckpunkten eineg-dimensionalen Simplex eindeutig bestimmt ist,(isf);—; . n tatsachlich
eine Basis vors”.

-----

Nach Satz 4.1.2 gil&" c H'(Q). Wird nun eine lineare Variationsgleichung it (Q2) appro-
ximativ in S” geldst, dann zeigt das Céa-Lemma, dass der Fehler devxapativen Losung
uy, von der Approximationsgiite des Unterraums abhangt. Bagé=ist nun,wie gut* S” den
Raum H'(Q) approximiert. Um dies zu untersuchen wird der Interpotataperator vors”

definiert.

Definition 4.1.5 Der Interpolationsoperatdi” : C'(Q) — S” ist definiert durch

M"u)(x) =Y ul:)dil).

i=1

WegenI"u e S" gilt

inf flu—o| < |lu— I"u|);.
vesSh
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Liegt die Losung: des Problems iff2(2) c C(Q) (siehe Satz 2.5.1), so ist der Interpolations-
fehler des OperatorE® abzuschatzen. Dies leistet beispielsweise der folgeatie S

Satz 4.1.3 st die Familie(7 ") von Triangulierungen quasiuniform mit Konstanteund besitzt
Q c R? einen lipschitz-stetigen Rand (siehe [WI082]), dann gilt @ner nur vons und €2
abhangigen Konstant€' fur « € H2(Q) undr € {0,1}

lu = "ull, < CH*"[ful]a.

BEWEIs. Siehe [Bra97]. [ |

Sollen nun Variationsprobleme wie das Beispielproblensngelost werden, wirdy, in der
Knotenbasis dargestellt und die Variationsformulierunity atlen Basisvektoren getestet. Dies
fuhrt auf ein lineares Gleichungssystem in den Koeffizantonu,,. Es besitzt die Form

N
Awy, = B, un = Y ()65,
=1
Aij = a(j, ¢i), B; = f(¢i)-

Besonders oft tritt die BilinearforniV-, V-) auf. Die Matrix zu dieser Bilinearform wird als
Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Fur ihre Diagonalenelet@egilt A; = |¢;)2 > 0. Fur eine
schwach spitzwinklige Triangulierung lasst sich Ubex dnderen Eintrage folgendes feststel-
len:

Bemerkung 4.1.1 Ist 7" schwach spitzwinklig, so giltif die Knotenbasis1, ..., ¢y von S*
(Vi, Ve;) < 0furi # j.

BEWEIS. Furd = 1 ist miti # j der Schnittsupp(¢;) N supp(¢;) entweder leer, eine Null-
menge oder ein Intervall aus", auf dem eine der Funktionen monoton fallend und die andere
monoton steigend ist. Damit gilt in diesem Intervg](x)¢’;(z) < 0. Furd > 1 ist der Schnitt
supp(¢;) N supp(¢;) entweder leer, eine Nullmenge, oder er besteht aus Sirspline7 .
Vi(z) undVe;(x) sind in diesem Simplex jeweils nach innen gerichtete Noemabn zwei
verschiedenen Oberflachenelementen. Da der Winkel zerisdiesen Oberflachenelementen
kleiner oder gleich ist, ist der Winkel zwischeW ¢;(z) undV¢;(z) groRer oder gleic und

es giltVe;(x) - Vo,(x) < 0. |

Da der Schnitt der Trager zweier Basisfunktionen winklein ist, ist die Anzahl der von Null
verschiedenen Eintrage ihauch klein. Is{'7") quasiuniform, so ist der Innenwinkel der Drei-
ecke unabhangig voh beschrankt. Somit besitzt jeder Knoten nur eine unakigaran NV be-
schrankte Anzahl von Nachbarknoten. Damit ist die AnzahhMn Null verschiedenen Eintrage
in jeder Zeile vonA unabhangig vonV beschrankt. Matrizen mit dieser Eigenschaft werden
,dinn besetzt* odeysparse”-Matrix genannt.

Diese Eigenschaft ermoglicht es oft, die entstehendeiti@&lagssysteme effizient durch itera-
tive Verfahren zu Idsen. Bekannte Beispiele sind fur sytiische Matrizen das CG- und das
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PCG-Verfahren, fur nichtsymmetrische Matrizen das BICEHCGSTAB- und das GMRES-
Verfahren (siehe [Mei99]). Allen gemein ist, dass sie dbeeetzte Systeme deutlich schneller
l6sen als exakte Loser wie die GauRR-Elimination. Da disurig durch die Diskretisierung,
die Approximation des Problems in einem diskreten Untemaohnehin nicht exakt ist, ist es
auch unnotig, die diskreten Probleme wesentlich genauwddsen, als es die GroRenordnung
des Diskretisierungsfehlers ist. Insbesondere im synisabten Fall basieren die Verfahren auf
Minimierungsansatzen. Besonders hervorzuheben sinddiadMehrgitterverfahren (siehe zum
Beipiel [Bra93], [Bra97]), die eine Gitterhierarchie netzund sich in vielen Fallen als tiberle-
gen erweisen.

4.2 Definitionen

Jetzt werden einige Begriffe eingefuhrt, die fur die Falierung der Diskretisierung von (P)
benotigt werden.

Es sei im folgender(7") eine quasiuniforme Familie von Triangulierungen van In der
Diskretisierung wird die Bilinearforn{V-,V-) auf S" x S" exakt ausgewertet. Fiir dds-
Skalarprodukt(-, -) wird nur eine Naherungd-, -),, betrachtet. An diese Naherung werden fur
n,x € S" und stetigeg folgende Forderungen miitunabhangigen Konstantér, Cy, C3 > 0
gestellt:

(1) (-,-)p ist ein Skalarprodukt au$” und definiert eine Norniin||? = (n,7)n.
h

(2) Farr e {0,1} gilt [(1,x) — (n, )] < CL" " [Inl1[lx ]I,

(3) [~ ln und|| - [l sind &quivalent, d.h. es gitta||7][3 < [|7][§ < Csllnll;-

(4) (77’ X)h = (nXa 1)/7,

6) >0 = (§&1)>0.
In [BE92] wird zunéachst nur die Forderunid, 1), = || statt (5) gestellt und dafur die Exis-
tenz diskreter Losungen gezeigt. Jedoch wird die Konvergker Diskretisierung nur unter der
Bedingung (5) gezeigt, weshalb diese im folgenden genanglenommen wird. Forderung (2)

wird nur fir den Beweis der Fehlerabschatzung der diskrebsung verwendet und ist fur die
Definition und Losbarkeit der diskreten Probleme irrefdva

Beispiele fur ein solches Skalarprodukt sind das nornidkSkalarprodukt -, -) und das,ge-
lumpte* L2-Skalarprodukt. Man erhalt es, wenn vor der Integratiare dnterpolation inS”
(siehe Definition 4.1.5) durchgefiihrt wird, also

N
(no0n = [ P00@ds = 3" n(zx:) [ oa)da,
=1 Q

Q

Il = [ 10 ) = S e) [ outords
=1 Q

Q
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Das Integral ded.?-Skalarproduktes wird also durch eine Quadratur an dend¢nder Tri-
angulierung mit den Integralen Uber die jeweiligen Knbgesisfunktionen als Gewichten ap-
proximiert. Diese Quadratur integriert genau die FunktioausS” exakt, das Produkt solcher
Funktionen jedoch im Allgemeinen nicht.

Nun werden die zur Diskretisierung von (P) benotigteniR@wnd Mengen definiert.
Definition 4.2.1

(1) P" ist die diskreteL?-Projektion inS™ mit

(P"x,mn=(m)  YxeL*(Q),nes"

(2) S}, = {n € 8" : (0, 1) = (P'uo, 1)n = (uo, 1) = m}.

(3) 8§ == {ne€S": (n,1)n = (P"ug,1)n = 0}.

4) K" :={neS":|n(z)| < 1}.

(5) K}, :={ne Sy nx)| <1}.
Zum Skalarprodukt-, ), existiert auch eine diskrete Form der Poincaré-Ungleighu

Bemerkung 4.2.1 (Diskrete Poincag-Ungleichung) Er & klein genug und) € S* gilt

Inlln < C(nly + (0, Dnl)-

BEWEIS. Aus derAquivalenz vonl| - || und || - ||, auf S* und der Poincaré-Ungleichung fur
H'(Q) folgt

1nlln < Cllnllo < CCp (Infy + |(n, 1)) = CCp (Inl1 + |(n, al) -

Ferner wird eine diskrete Form des Green-Operators lgnBieser wird analog zum kontinu-
ierlichen Green-Operator definiert. Die Existenz folgtredmeanalog aus der diskreten Poincaré-
Ungleichung und dem Satz von Lax-Milgram (siehe [W1082]).

Definition 4.2.2 Es seiF" := S[. Definiere nun den Green-Operator mit Neumann-Rand-
bedingungerg” : 7 — S" f — G" f, wobei gilt:

(VG"f, V) = (f,m)n  Yne st
(G"f, 1), =0.

Auch durch den diskreten Green-Operator wird eine NormZuérklart mittels:

Inl2s = 1G™nlt = (G"n. m)-
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4.3 Die semi-implizite Diskretisierung

Nun wird die semi-implizite Diskretisierung von (P) auftgdit. Fur die Zeitdiskretisierung wird
(0;T) in M Intervalle J* = (t"~1,¢"] der Langer = L unterteilt. Es gilt alsa¢” = nr
fir n = 0,..., M. Es sind nun Losunge(U/”, W™)T € S" x S* zu den Zeitpunkten™ fur

n =1,..., M gesucht. Dabei wird die Zeitableitung diskretisiert durch
@ N Un — Un—l
ot T ’

Dies fuhrt auf das diskrete Problem:

(P") Zu gegebenemg mit |(ug, 1)| < Q| finde firn = 1,..., M (U, W™")T € K" x Sh mit

U™ n)n + (VW™ Vi) = (U1 ) vn e sh, (4.3.1)
V(YU V= VU™ = (W = U™y = (U™ L= U™, Wne K", (43.2)
U® = Plug. (4.3.3)

Diese Diskretisierung ist nur semi-implizit, da in der rehSeite von (4.3.2) auf™~! statt
U™ zuruckgegriffen wird. Das hat den Vorteil, dass das Problér alle Schrittweitenr eine
Losung besitzt. Analog zur kontinuierlichen GleichungdMiun eine zweite Version des Pro-
blems aufgestellen.

(Q") Zu gegebenemg mit |(ug, 1)| < || finde furn = 1,..,M U™ € K mit

Un — Un—l
(VU™ V- VU") + (G (——"—),n = U™, > (U~ U"),  Vne Kl
(4.3.4)

Hier wurdeW™ durchg" (V"=U""") ersetzt. Damit ist die Massenerhaltungliti nicht mehr
implizit gegeben, weshalb sie nun explizit durti¥ € K/ gefordert wird. Da auRerdem
(G"V, 1)}, = 0 gilt, jedoch keinesweg81", 1);, = 0 gelten muss, wird die Darstellung

(Wn> 1)h
€2
—_——

=const

W =W+

mit (WW§', 1), = 0 zugrundegelegt. Um den Terfaonst, n — U™);, mit der unbekannten Kon-
stante zu handhaben, wird innur mity € K getestet, so dass gilt

(const,n — U™)p, = const ((1,7), — (1,U™)p)) = const(m —m) = 0.

Bemerkung 4.3.1 Jede Bsung von (P) ist eine losung von (A). |

59



4.4 Existenz und Eindeutigkeit von L 6sungen

Im Folgenden wird die Existenz und Eindeutigkeit von Légem von (P) und (Q) jeweils
fur die Teilprobleme in einem Zeitschritt gezeigt und d@sprechende Eigenschaft fur den
vorherigen als gegeben angenommen. Dies liefert indulgivEdistenz und Eindeutigkeit der
gesamten Losung. Der Beweis der Existenz und Eindeutigién [BE92] fur die voll-implizite
Diskretisierung ausgefiihrt. Ferner ist angemerkt, dassitekleinen Anpassungen auch fir die
semi-implizite Diskretisierung verwendbar ist. Diese gpasste Version des Beweises wird hier
gegeben.

Satz 4.4.1 Das Problem (®) besitzt eine eindeutig bestimmtésng.

BEWEIS. Zunachst stellen wir das Teilproblem zu einem Zeitpufikils Minimierungsproblem
dar. Dazu definieren wir fur = 1, ..., M auf S das Energiefunktional

1 1 B o
7o) = 5 (sl + 316" = U™ ) - @ + ),

Da U™~ ! entweder der Startweff® oder die Lésung aus dem vorherigen Zeitschritt ist, gilt
Un—t ¢ K! und(n — U™ 1, 1), = 0. Also ist J" auf S* wohldefiniert. Nun betrachten wir
das restringierte Minimierungsproblem

U" e K Jhom <Jtm) vne KD (4.4.2)

Offensichtlich istJ” konvex und stetig. Wegeit/"~!(z)| < 1 und|n(z)| < 1 gilt nach Eigen-
schaft (6) vor(-, ), || — (U™~ 1, m), = (1-U""!n,1), > 0. Somit gilt fernerJ%(n) > Z|n|3.
Dafiirn € S" die Massg1, 1), festgelegt ist, ist/” nach der diskreten Poincaré-Ungleichung
in S” koerziv, es gilt also

[ In(m)] — oo furlnlln — oo

in S” . Damit besitzt das Minimierungsproblem nach Satz 2.2.8 ¢issung. Nach Korollar
2.2.1 ist das Minimierungsproblem aquivalent zu

0<DJMU™n-U"  Vne K", (4.4.2)
und damit zu Gleichung (4.3.4) in (@ Nun zeigen wir, dass die Ldsung eindeutig bestimmt ist.
Dazu nehmen wir an, dag§* und U3 zwei Losungen sind und setzéff = U* — U3'. Testen
von Gleichung (4.3.4) in (©) fur U7 mit U} und fur UL mit U7 ergibt dann

- 1 - -
(VUL =U") + ;(gh(U{‘ S D T (VA VO T
7 1 - TN n—1 7
Y(VU3,U™) + —(G" (U3 = U™ 1), 0" = (U1, U™,
Wegen(Up, 1), = (UF, 1), = (U™ 1) = m gilt nun
gh(Ug . Unfl) . gh(U{m _ Unfl) _ gh(Uzn _ U{m _ Unfl + Unfl) _ _gh(ﬁn)
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Damit folgt nach Summieren der beiden Ungleichungen undiplikdation mit —1
~ 1 onr ~ 1 ~ .
WO+ —IG"O"[} =4[O} + —(¢"(U™),0") < (U™ = UL U™, =0, (44.3)

womit insbesongler&?”h — 0 gegeben ist, was m{U", 1), = 0 nach der diskreten Poincaré-
Ungleichung zuJ™ = 0 fuhrt. |

Bemerkung 4.4.1 Fir die hier untersuchte semi-implizite Diskretisierungdht auf der rech-
ten Seite von Ungleichun@.4.3)der Term(U"~! — U™, U™);, = 0 auf. Da induktiv ange-
nommen wird, das$if die Losung im vorherigen Zeitschritt bereits Eindeutigkeitaigtist, ist
dieser Term gleictd. Im Fall der in [BE92] auch untersuchten voll-impliziten $hietisierung
taucht statt dessen der TefftV”||? auf. Dafir wird die Abscitzung

~ ~ ~ 1 =~ T ~
10717 = (V6T VU™ < |02, + S0
verwendet. Zusammen mit dem Analogon (o#.3)ergibt dies
T T
(v-3)1mi <o
In diesem Fall ist die Eindeutigkeit nuiaf 7 < 4+ gegeben.

Wie die Konstruktion der Probleme nahelegt, gilt fur Logen(Up, W)™ von (P*) und (Ug)
von (Q*) der Zusammenhang

Up = Up,
n n—1
Ug —Ug

T

WE = —G"( )+ A,

mit A\ = (W2, 1),|Q|~!. Nach Bemerkung 4.3.1 16&f2 auch (¢). Um nun aus der Losung
von (@) eine Losung fir (P) zu konstruieren,fehlt* eben diese Konstante. Im folgenden
Existenzbeweis wird eine Funktion konstruiert, die zu dgegem, als ,Vorschlag® fur die
Masse voriV", die Masse von der Losurig™ des zu\ gehodrenden Problems liefert. Aus dem
Zwischenwertsatz folgt dann die Existenz einesir dasU™ die richtige Massen = (U, 1),
besitzt.

Satz 4.4.2 Das Problem (P) besitzt eine tisung.

BEWEIS. Es seilU™ die Losung von (®) fiir den entsprechenden Zeitschritt. Nun betrachten wir
das Problem:

. n h -
(PQ!) FindeU; € K" mit

YVUL NV =VUN + Ut n—Ubn > (f+pun—Uln  Vne K"
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Dabei seiu € i1, nr] gegeben, wobei gelte

Un — Un—l
f=U"+U"" — gh(f),
pmr = —-1- maxf(ﬂc),
z€Q
g =1 —min f(x).
z€Q

Da die Bilinearform in (P(Q) symmetrisch, stetig und koerziv ist, existiert nach Sagz2fur
jedesy eine eindeutig bestimmte Losung von (jBQGiIt nun (Uy, 1), = m = (U™, 1), far
ein i, so kénnen wir die Ungleichung in (Q mit U,; und jene in (P(Q) mit U" testen, beide
addieren, mit-1 multiplizieren und erhalten

YUp = U} + Uy = U7 <0

und somitl/;; = U". In diesem Fall reproduziert Testen von ({B@itn € K" die Ungleichung
aus (@). Setzen wir danfiV’™ = u—gh(U”%U”_l), so reproduziert (Pf) die Ungleichung aus
(P*)und (U™, Ww™)T ist Losung von (P). Ziel ist es also, eip zu finden, fir dasgl;?, 1), = m
gilt. Dazu definieren wir die Abbildung

Mh: [:u'LvuR] _>R7 MHMh(M) :(Ugvl)hv
wobeiU); die Losung von (PQ) fur diesesu ist. Aus der Definition vonuz, und u r folgt
—1>f+p und 1< f+ pr.

Furn € K" folgt nach Multiplikation der ersten Ungleichung ngif(z) — (—1)) > 0 und
Multiplikation der zweiten mi{n(z) — 1) < 0 aus den Eigenschaften (4) und (6) \on),

(_1777 - (_1))h > (f TR, — (_1))h7
(L,n=Dn > (f + prsn = D

Dies ist die Ungleichung von (PR fir U, = —1und U}, = 1. Somit gilt M"(ur) = —|Q]
und M"(ug) = |Q|. Wir zeigen nun noch, dasg’” monoton und stetig ist. Dann existiert nach
dem Zwischenwertsatz (siehe etwa [Rud64]) gia |1 ; 1r] mit

M"(n) =m € [M"(ur); M"(ng)] = [-92; 2]

und die Existenz einer Losung ist gezeigt. Zum Beweis detigkeit und Monotonie seien
[, 2 € [px; pg) beliebig. Dann liefert das Testen von (P@mit U7, von (PC,) mit U,
Addition der Ungleichungen und Multiplikation mit1

0 <A = ULR+ UL = ULl < (o — p2, Ul — Ul
= (1 — po2) (M"(p1) — M"(p2)).
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Daraus folgt zum einen die Monotonie vad”. Zum anderen liefert die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung wegetj1||, = ]Q\%

|M" (1) = M"(u2)|* = (LU, = UL < RIUE = UL IR
< Q) (p1 — p2)(M" (1) — M"(n2)),

was insbesonder@" (1) — M"(us)| < |Q||p1 — po|, also die Lipschitz-Stetigkeit voi/"
impliziert. |

Satz 4.4.3Die Losung von (P) ist eindeutig bestimmt.

BEWEIs. Da fur eine LosungU™, W™)T von (P")

Un — Unfl
w" = —Qh(i) + const
T

gilt, zeigt das Testen miy € K, dassU™ die eindeutige Losung von (Qist. Es ist noch
Eindeutigkeit voniW'™ zu zeigen. Seien dazd{* und W3 zwei Losungen fuil’™. Dann zeigt
Subtraktion von Gleichung (4.3.1) in/(Pfur W}* und W3 und Testen mit¥V* — W, dass
Wt — W3, = 0 gilt. Also sindW{* und W3 bis auf die Addition von Konstanten identisch.
Da|(U",1),| = |m| < || gefordert war, existiert mindestens einc N* mit |U™ (x;)| < 1.
Sei nuné € R jeweils so gewahlt, dasg. = U™ + 6¢; € K" gilt. Testen von (4.3.2) mit.,
undn_ liefert dann

(WP, di)n = (VU™ V) — (U™, i) = (W3, di),

alsoWw(*(z;) = W3'(x;), woraus die Eindeutigkeit voiW" folgt. [

4.5 Konvergenz

In diesem Abschnitt wird eitUberblick Uiber die Konvergenzresultate, die Blowey unibEin
[BE9Z] fur die semi-implizite Diskretisierung zeigenggben. Zunachst werden dort Stabilitats-
abschatzungen bewiesen. Dann wird eine Fehlerfunktifinide und unter Zuhilfenahme der
Stabilitatsabschatzungen eine Abschatzung des Behéageleitet. Da die Beweise sehr tech-
nisch sind, werden nur die wesentlichen Resultate zifiéntden Beweis der Fehlerabschatzung
selbst wird eine sehr kurze Skizze gegeben.

Eine Folgerung der Stabilitatsabschatzungen ist:

Korollar 4.5.1 Es gelter < 4~. Dann gilt fur die Losung von (P) mit vonh und unablangi-
gen Konstanted

M
+) lur - <,
n=1

Um — Unfl ‘

T

M

max || U™||? + ZT

n=0,...,M
n=1

—h2
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|(Wn’ 1)h| <C+

)

\]mlr—t| Q

M
Y TiwmE<c.

n=1

BEWwEIS. Siehe [BE92]. [ |

Die Losung des kontinuierlichen Problems (P) lieghii(0, T'; H1(2)) x L?(0,T; H()) und
damit zu fast allen Zeitpunkten im Sobolevradiit (). Wahrend die Lésung von {fim Ort

in ", also einem Unterraum voH'(Q), liegt, ist sie in der Zeit nur zu bestimmten Zeitpunk-
ten definiert. Um die Losung von {Pmit der von (P) vergleichen zu kdnnen, wird nUi#
stickweise konstant in der Zeit fortgesetzt. Setze also

ur furte Jr = ("Lt
Unr (1) ::{ U° furt=0 ( |

Die Fehlerfunktion ist definiert durch

6(:6, t) = u(x> t) - Uh,’r(x> t)‘
Nun ist folgende Fehlerabschatzung gegeben:
Satz 4.5.1Es gelter < 2v. Sei(U™, W™)T die Losung von (P) und (u,w)” die Losung von
(P). Dann gilt far U° = Py € K" die Fehlerabscitzung
2 2 h4 2
el o0 0.1 @)y + ez 0 m () <€ (7 +h7 A T> =:0(h,7) (4.5.1)

mit vonh und¢ unablangiger Konstante”'.

Der vollstandige Beweis ist in [BE92] fuir die voll-implie Diskretisierung ausgefuhrt. Fur die
semi-implizite Diskretisierung sind Hinweise gegebere @i anzupassen ist. Hier wird nur eine
sehr kurze Beweisskizze gegeben, um zu verdeutlichen, EheveStellen sich der Beweis von
dem fur die voll-implizite Diskretisierung unterscheidend warum er sich nicht analog zum
Eindeutigkeitsbeweis ohne die Beschrankung 2+ fihren lasst.

Fur den Beweis werden flr in der Zeit stetige,integrieebBunktionen folgende Notationen
verwendet:

n" () =n(t"),
0= [ s
J”l

70) =)
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Ferner werden Mittelwerte Ubér betrachtet

m
v, =U0"— —,
12

ul =" — m
" 1|

Der Beweis verwendet mehrfach die Regularita L2(0,T; H%(2)). Dies ist fiir hinreichend
glatten Rand vofil gegeben. Liegt diese Regularitat jedoch nicht vor, isFdiklerabschatzung
nicht anwendbar.

BEWEIS. (Skizze)
Essentiell ist, dass sowohl fiarals auch fulU™ die Massenerhaltung

(U™ 1) = (U™, 1) = (U°, 1) = (PMug, 1), = (ug,1) = (u,1) =m

gegeben ist. Der gesamte Beweis basiert auf der Betracdemgerms

(A) = / <% - w,g(u - U”)> dt

T
J’ﬂ

+ /'y(Vu ~ VU, Vu— VUMt — /(u — U u— UMt
Jn Jn

Zunachst wird unabhangig davon, etund U™ Losungen von (P) und (B sind, die Identitat

Z 4) = | ety +7/\ \1dt—/H Bt — SleCo)I

i (4.5.2)

|u" —u" 1!!31—2((] -u 179(_”)—U”1))]
1

n= n=1

=:(I) = (1) + (111

gezeigt. Nun wird (Q) mit/™ und die Ungleichung in (B mit I"a" getestet. Damit die Inter-
polationI" aufu™ angewandt werden kann, istt) € C(Q) notwendig. Dies ist normalerweise
fur u(t) € H'(Q) nur beid = 1 gegeben. Hier wird also bereit$t) ¢ H?(Q) bendtigt. Werden

nun die erhaltenen Ungleichungen in (A) eingesetzt, sdesith

n _ yrn—1
(A) <7 {(VU", vIha" — vat) — (u G(a" — U”)> + (W, U — I"an),
T
[ o™, 1" — ) + (U, I - U — (B)} .
Der Term(B) ist dabei im Beweis fur die voll-implizite Diskretisiergrgegeben durch

(B) = (U™, I"u" — U™)".
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Fir die semi-implizite Diskretisierung geht higf*—! stattU™ ein. Der von Blowey und Elliot
gegebene Hinweis sieht folgende Anpassung vor:

(B) _ (Unfl’ U" — Ihﬂn) — (Un’ Ihﬂn _ Un)h + (Unfl _ Un’ U" — Ihﬂn)h.

Jetzt wird im Beweis noch der Ter(hl’™, U™ — I"u™) umgeformt und die Abschatzung f(id)
Ubern = 1, ..., k summiert. Dies fuhrt auf eine Abschatzung der Form

k
DA <UV)+ (V) + (VI) + (VII) + (VIIT) + (IX) + (X) + (IX), (4.5.3)
n=1
wobei der letzte Term
k
(IX)=7> (U™ -U"u"—1"a")"
n=1

fur die semi-implizite Diskretisierung zusatzlich aftht. Die TerméIl), (IV) — (X) wer-
den unter Verwendung von Regularitatsergebnissen, [Bitdabschatzungen und Interpolati-
onsabschatzungen und der Abschatzung fir die numeristkgration in(-, -), nach oben ,
der Term(I1I) nach unten abgeschatzt. Dies fuhrt fiid), (I11), (V), (VI), (VIII)-(X)

zu Abschatzungen durch(h, 7). Fur (XI) kann mit denselben Methoden eine ebensolche
Abschatzung gezeigt werden. Des Weiteren werden Abagchgén

tk tk
Ch? v 9 Cht v 9
< — 4+ — < - 17 )
(IV) < - + 5 /!e(t)]ldt, (VII) < T + 5 /]e(t)]ldt
0 0

fur v > 0 gezeigt. Dies fiuihrt zusammen mit (4.5.2) und (4.5.3) zu

tk

(1) < o(h,7) + vy / le(t) . (4.5.4)
0

Die Anwendung der Ungleichung
le@®)l§ = (VG(e(1)), Ve(t)) < prle()|T + ﬁlle(t)llril
fur p > 0 auf (4.5.4) ergibt nun
1 ty|12 2 1 . 2
I 430 =) [l < 737 [ el +o(m)
Jn n=ijn

Ab dieser Stelle funktioniert der Beweis exakt so wie fie doll-implizite Diskretisierung. Ei-
gentlich ist man an einer Abschatzung vioe(t!)||_; nach oben interessiert. Das Integral auf
der rechten Seite steht dieser im Weg. Allerdings hat denTérX') scheinbar keinen direkten
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Bezug zu den Termef V') und (V' II). In Bemerkung 4.4.1 ist erortert, wie im Eindeutigkeits-
beweis flur die semi-implizite Diskretisierung ein Ternf dar ,falschen* Seite der Abschatzung
durch den induktiven Beweisansatz gleich Null wird. Fin dell-impliziten Fall erfordert dies
die Bedingungr < 4. Da hier kein vergleichbarer induktiver Ansatz gegebenasst sich ein
ahnliches Argument nicht anwenden. Durch die semi-intpliDiskretisierung ist ein zusatzli-
cher Term zu behandeln. Dieser ist zwgutartig®, also durchv(h, 7) abschatzbar, fuhrt aber
nicht zum Verschwinden der stérenden Terme. Dies bedégbesondere, dass sich das Re-
sultat des Satzes nicht mit einem analogen Argument wie inddtitigkeitsbeweis ohne die
Bedingungr < 2+ zeigen lasst.

Im weiteren Verlauf des Beweises wird zur Abschatzungatiestrenden Terme die Bedin-
gung T < 2v notwendig. Eine Anwendung der Gronwall Ungleichung fidehn zu einer
Abschatzung

le(™)II2y < o(h,7),

aus der schlieBlich die gesuchten Abschatzungen hetefelezrden. [ |
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5 LOsung der diskreten Probleme

Nun werden verschiedene Loser fur die bei der semi-intphzDiskretisierung der Cahn-Hilliard
Gleichung in jedem Zeitschritt entstehenden diskretedhtlinearen Gleichungssysteme be-
trachtet. Allen Losern gemein ist, dass sie die Problenseeinem einzelnen Zeitschritt ldsen
und fir alle Zeitschritte nacheinander angewandt wer@em.Ubersicht halber wird deshalb
in diesem Kapitel eine neue, etwas einfachere Notationli#se Probleme eingefuhrt, die sich
von der vorherigen unterscheidetist jetzt die Losung des diskreten Problems in einem Zeit-
schritt und nicht mehr die des kontinuierlichen Problemgetlem Zeitschritt ist ein Problem
der folgenden Form zu losen:

(CH) Finde(u,w)” € K" x S" mit

(u,v)p + 7(Vw, Vo) = (u®, u)y, Vo e S, (5.0.1)
~(Vu, Vo — V) — (w,v —u) > (@ v —u)y, Yo € K. (5.0.2)

Dabei wird stetgut, w@) T € K" x S" mit |(u®,1);,| < |Q| als gegeben vorausgesetzt.

Im Folgenden wird fiir das approximierte’-Skalarprodukt stets das so genanygelumpte®
L?-Skalarprodukt

(u,v)p := /Ih(uv)(x)dx

Q

verwendet, wobei,(v) € S die Projektion vorw in S” ist, die I,(v)(z;) = v(x;) fur alle
Knotenz; der TriangulierungZ " erfullt. In diesem Fall gilt¢;, ¢j)n = 0flri # j.

5.1 Die algebraische Darstellung der diskreten Cahn-Hilli ard Gleichung

Soll ein diskretes Problem mit Hilfe eines Rechners gelimtden, so wird im Prinzip immer

eine algebraische Formulierung des jeweiligen Algoriterimaplementiert, die ein Problem in

RY und nicht in einem Funktionenraum lést. Zwar sind beideridierungen aquivalent, doch

ist eine algebraische Darstellung des Algorithmus nahedem Details der Implementierung.
Deshalb werden die Algorithmen zunachst in einer jewgilsssenden Form prasentiert und
dann in ihrer algebraischen Form dargestellt. In diesemciAfust wird durch Einsetzen der

Knotenbasisp, ..., o des Finite-Element-Raums” in die Bilinearformen und Funktionale

auf S” die algebraische Formulierung von (CH) gegeben.

Das Einsetzen der Knotenbasis liefert

M = (M;j)ij=1,..N, M;j := (¢i, 5)hs (z,y)n =y Mz,
A = (Aij)ij=1,..N, Aij = (V¢i, Voy), (Vz,Vy) = y" Az,
b:= (bi)iZL...,N’ bl = (ualt> ¢i)h7 (ualtwr)h — lTb
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furi,j = 1,...,N und allez,y € S". Dabei istz € R" der Koeffizientenvektor zu € S”,
es gilt alsoz = .N | z,¢;. Um die Eigenschaftz, 1);, algebraisch darzustellen, wird ferner
der Vektor(1,...,1) = 1 als Koeffizientenvektor der konstantés-unktion definiert. Damit gilt
offensichtlich(z, 1);, = z7 M1. Nun sind noch die Funktionenraume algebraisch darzestel
Da die Funktionen inS" stiickweise linear sind, kann man die Zugehorigkeit zumvksen
MengeK" an den Knoten testen, was zu

Sh .= RN
St = {z € S": (x,1), =2" M1 =0},
K':={zeSh: |z <1, furi=1,.. N},

fuhrt. Fur diese Darstellung gilt € S" < 2 € S" undz € K" < 2 ¢ K". Damit ergibt sich
fur (CH) die Darstellung :

(CH) Finde (u, w)” € K" x S" mit

(y — ) vAu — (y — w)Mw > (y — u)b vy € K" (5.1.1)

Mu+ 7Aw = b. (5.1.2)

Dies lasst sich auch als eine grof3e Ungleichung darstellen

(zg:@T G\? :’j/lw) (i) 2 (g:i)T (Z) V(y,z)" € K" x S".

Durch Einsetzen der Testfunktioném, w)”, (v, w + ¢.)" = (u,w +€;)" € K" x S" kénnen
die einzelnen Gleichungen reproduziert werden. Im Allgesre ist man daran interessiert,
derartige Variationsprobleme durch schnelle Mehrgigdahren zu losen. Die Konvergenzge-
schwindigkeit ist bei diesen teilweise unabhangig von $lgstemgrofle. Fur Variationsunglei-
chungen, die von Hindernisproblemen stammen, existieieemdnotonen Mehrgitterverfahren
(siehe [Kor97]). Sie basieren auf der monotonen Verkleingreines Energiefunktionals. Ziel
ist es, dessen Minimum in einer konvexen Menge zu findenrdiligs setzt dies eine Formulie-
rung der Variationsungleichung als Minimierungsprobleonawus, die im Allgemeinen nur mit
symmetrischer, positiv definiter Systemmatrix gegeberZistachst ist die vorliegende System-
matrix nicht einmal symmetrisch, was sich durch Multiptika der Gleichung mit-1 andern
lasst und zur symmetrischen Systemmatrix

eA —-M
A= <—M —TA)
fuhrt. Eine Multiplikation der Ungleichung ist natirticnicht moglich. Allerdings istA nicht
positiv definit, wie das Beispiel

T
(Y (") = <o
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zeigt. Bisher sind keine Loser fir dieses Problem bekati@mit zufriedenstellender Geschwin-
digkeit arbeiten. Der erste hier prasentierte Algoritisindas Operator-Splitting von Lions und
Mercier, basiert auf einer Formulierung als Differentiafdusion. Die nichtlineare Block-Gaul3-
Seidel Iteration nutzt die algebraische Darstellung voH)(@a sie nicht auf einem Minimie-

rungsproblem beruht, ist eine Erweiterung zu einem morestdiehrgitterverfahren nicht ohne
weiteres moglich. Um solche Verfahren anwenden zu koys@hdie Variationsungleichung zu
einem Minimierungsproblem umformuliert werden. Dies Higrdings den,Preis* eine zusatz-

liche Nebenbedingung stellen zu missen. Auf das dabediebetsde Sattelpunktproblem wird
der Uzawa Algorithmus angewandt.

5.2 Der Splitting-Algorithmus von Lions-Mercier

Blowey und Elliot prasentieren in [BE92] einen Algorithenaur Losung der diskreten Probleme
und weisen darauf hin, dass sie nach Fertigstellung deritarbeh einen tiberlegenen Algorith-

mus, basierend auf dem Operator-Splitting von Lions-Meraéntdeckt haben. Der Splitting

Algorithmus von Lions und Mercier (siehe [LM79]) dient deddung von Operatorgleichungen
der Form

0e C(u) = A(u) + B(u), (5.2.1)

wobei C' ein mengenwertiger Operator auf einem Hilbertratnist, dessen Werte Teilmengen
von H sind und der sich als Summe zweier maximal monotoner, meveytiger Operatoren
A und B darstellen lasst. Der Algorithmus basiert auf folgendem Reaceman und Rachford
eingefuhrten Iterationsverfahren fir lineare Opertanit Parametek > 0:

u" T = (I 4+ AB)"HI — MA)I + ) A) "I — AB)u™. (5.2.2)

Die genaue Bedeutung dieser Iteration fur mengenwertiger&oren ist zunachst unklar, da
die einzelnen Operationen normalerweise mengenwertid, Eeshalb wird in [LM79] eine
Iteration verwendet, die fur einwertige Operatoren #ajeint zu (5.2.2) ist und bei den men-
genwertigen Operationen in (5.2.2) jeweils der AuswahégiBlementes des jeweiligen Bildes
entspricht.

5.2.1 Der Lions-Mercier Algorithmus flir maximal monotone Operatoren

Zur Formulierung der Iteration wird fir maximal monotonpédatorend zunachst
JA = (I +24)*

definiert. Da Hilbertraume strikt konvex sind, ist diesebdung nach Satz 2.3.2 einwertig.
Falls auchA einwertig ist, gilt offensichtlich(7 + AA).J} = I. Im mengenwertigen Fall gilt fur
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u € Hundv € (I + AA)unoch

(2J) — v =2J4v —v
=2u—v
€2u— (I +XA)u
= (I = MA)u = (I = AT+ A) v,

Dies legt nahe, zur Spezifizierung von (5.2.2)Zujeweils ein Element™ € (I + AB)u™ und
dafur folgende lteration zu betrachten

" = (20% — D) (2T — D",

v" 1 ist nun auch fiir mengenwertige maximal monotehend B wohldefiniert. Fiir den Fall
einwertiger Operatoren ist dies aquivalent zu (5.2.8).rR€éngenwertige Operatoren ist lediglich
zu u° ein festes? € Bu® zu wahlen und damit® := «°® + M0 € (I + AB)u’ festzulegen.
Alle restlichenv™ sind dann durch die Iteration ebenso festgelegtJQainwertig ist, ist miw™
auchu™ = J3v" fur alle n festgelegt. Fur diese Iteration zeigen Lions und MergigtM79]
folgendes Konvergenzresultat :

Satz 5.2.1 A und B seien maximal monoton und es existiere eiadsungu von (5.2.1), also ein
u € Hunda € A(u), b € B(u) mita + b = 0. Setze danm := u + Abundb™ := £5%°, dann
gilt

lim (b" — b, u" —u) = 0.

n—~o0

BEWwEIs. Siehe [LM79]. [ |
Korollar 5.2.1 Gilt zusatzlich fur z1,z9 € H undy; € B(x;)

(y1 — y2, 21 — x2) > Cl|z1 — 952”%1

mit einemC > 0, so konvergiert der Algorithmus miim C/|u™ — ul|%, = 0. |
n—oo

5.2.2 Die Cahn-Hilliard Gleichung als Operator-Inklusion

Nun wird das Problem (CH) als Operator-Gleichung der Forra.{3 dargestellt. Nach Kapitel
4 ist klar, dass (CH) aquivalent zu folgender Ungleichustg i

(CHY) Findeu € K/ mit

v(Vu, Vo — Vu) + l(gh(u — @0 —w)y > W —u),  Yee K.
T

Betrachte nun folgende Abbildung: S? x S" — R

a(u,v) = v(Vu, Vo) + %(gh(u — @), 0), — (W, ).
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Offenkundig ist nun fiir ein festes € S’ die Abbildunga(u,-) : S* — R linear und, das”
endlichdimensional ist, auch stetig. Nach dem Darste#isaty von Frechét-Riesz existiert also
zu jedemu € S’ ein By(u) € S", so dass fup € S”

(Bo(u), v) = 7(Vau, Vo) + %(gh(u — @), ) — (@A ),

gilt. Ob hier das Skalarprodukt, -) oder (-, -), auf S" gewanhlt wird, ist im Prinzip egal. Nur
unterscheiden sich natirlich die Operatoren, die dertBldusssatz liefert. Hier wurde dage-
lumpte* L2-Skalarproduk{-, -),, gewahlt. Ferner wird3y(u) = 0 fir u € "\ S” gesetzt. Nun
ist die Ungleichung in (CH) aquivalent zu

(—Bo(u),v — u)p + Ign (u) < Ign (v) Vo € S,
und damit nach Definition des Subgradienten-zB(u) € Iy (u). Also ist (CH') aquivalent
zu
(CH?) Findeu € S" mit
0e GIK%(u) + Bo(u)
Diese Aufspaltung fur den Lions-Mercier Algorithmus zuwenden, ist jedoch sehr ungin-

stig, da dann der Operatéf + A\0! ) invertiert werden muss. Deshalb wird dieser Operator
zunachst weiter aufgespalten. Offensichtlich gift. = In + g . Dajm| < [$2] vorausgesetzt

wird, liegt die Funktiony,, = o] € K!' = dom I;¢n Ndom Ign nirgendwo auf dem Hindernis

+1, ist also ein innerer Punkt vol". Damit istl -~ in einer Umgebung von,,, konstant, also
auch stetig. Somit liefert Satz 2.2.1 firc S” Oln (v) = Olgn(v) + Olgn (v). Damit ist
(CH?) aquivalent zu:

(CH®) Findeu € S" mit
—— m

=A(u) :=B(u)

Soll nun auf diese Darstellung der Lions-Mercier Algoritenangewandt werden, so ist zu
zeigen, dassl = 0l y» und B = By + 8[521 maximal monoton sind.

Satz 5.2.2Die OperatorenA = 01 » und B = By + 0Ign sind maximal monoton.

BEwEIS. Da K" abgeschlossen und konvex ist, ist. konvex, proper und unterhalbstetig.
Ferner istBy(u) fur u € S" die Gateaux-Ableitung der stetigen, konvexen Funktion

1
(o + 716"~ ) — (.

Damit gilt nach Korollar 2.2.1B(u) = d(fg + Ign)(u), wobei fg + Ign konvex, proper
und unterhalbstetig ist. Folglich sind nach Satz 2.3.1ind B als Subdifferentiale konvexer,
properer, unterhalbstetiger Funktionen maximal monoton. [ |

1

fB(u) = 3
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Korollar 5.2.2 Der Lions-Mercier Algorithmus konvergierif das Problem (CH).

BeEwEIs. Die Anwendbarkeit des Algorithmus folgt aus Satz 5.2.3eSe;,z> € S" und
y; € B(z;) alsoy; — Bo(x;) € Olgn (x;) gegeben, dann gilt; € S und

(v —2i,y)n < (v — 24, Bo(z:)), Yo e Sh.
Testen mit dem jeweils anderen fiihrt nach Addition und Multiplikation mit-1 zu
(Y1 — Y2, 71 — 22)p, > (Bo(z1) — Bo(22), 21 — 22)h
= 7|21 — 5'32|% + %(gh(ﬁﬂl - Ualt) - gh(@ - Ualt)aiﬂl — Ta)p
= fo1 = 2af} + 216" (@1 — 22) 2 0.

Damitzy,z € S? auch(x; — x5,1);, = 0 gilt, folgt aus der diskreten Poincaré-Ungleichung
somit weiterhin

(1 — y2, 21 — 22)p = |1 — 22f] > Cyllzy — 27

Nun liefert die Anwendung von Satz 5.2.1 und Korollar 5.24 Konvergenz. |

5.2.3 Die Auswertung der Operatoren

Dass.J}y und J3y firr jedesy € S" existieren und eindeutig bestimmt sind, folgt aus der
maximalen Monotonie und Satz 2.3.2. Im Folgenden wird suoieht, wie diese Operatoren
ausgewertet werden kdnnen.

Seiy € S" gegeben. Dann gilt nach Korollar 2.2.1, @a— v, -);, die Ableitung der stetigen,
konvexen Funktior} ||z — y||? nachz ist:
z=Jly
= y e I+ NoIgn)x
1

& 0€9gn(z) + 5llz — yll#)

&  zeKh: le—yln<llz—yln Vze K"
Die Auswertung von/4y entspricht also einer Projektion vgrin K”. Dax € K" genau dann
gilt, wenn an jedem Knotem; € N der Triangulierunge(z;) € [—1;1] gilt, lasst sich diese

Projektion vony in K" unabhangig an jedem Knoten ausfiihren. Es gilt alsefér J3y und
allez; € N

-1 L fallsy(z;) < -1
w(z;) =S y(@) fallsy(z;) € [-1;1]
1 fallsy(x;) > 1
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Damit ist der Operatoy} einfach auszuwerten. Die nun auftauchenden Variablend w re-
prasentieren nicht die Losung von (CH), werden aber vedet damit das Ziel der Umformung
klar wird. Analog folgt aus Korollar 2.2.1 fur den Operatlg

U = ng
= ye(I+)\Bo+)\6]S%)u
& Yy —u—ABou € NoIgnu
1

& ue Sh (Bo(u),v—u)h—l—x(u—y,v—u)h20 Vo e Sh. (5.2.3)
Da der Algorithmus das direkte Losen einer Variationsaizgiung umgehen soll und der By
enthaltene Operata?” sehr aufwendig auszuwerten ist, wird nun eine Darstelluag/aria-
tionsgleichung ohne den Opera@f entwickelt. Dazu wirdw, = —1G"(u — u") gesetzt.
Dann lasst sich (5.2.3) schreiben als:

Findeu € S undwg € S mit
7(Vwg, Vo) + (u,v), = (™, v), Yo € Sh,

1 1
v(Vu, Vv — Vu) + X(u,u —u)p — (wo, v —w)p, > (W v —u), + X(y,v —u), Ywesh.

Die Forderungu € S* kann zuu € S" gelockert werden, déu, 1), = (v, 1), = m nach
Testen der ersten Gleichung mit= 1 klar ist. Nun seb € S” beliebig, dann gilv = v,,, +m,

mit m, = (”’%_m € R fur einv,, € S". Da die Funktionf : R — R mit

(i) = (Bolw), i)+ 5 (= )

stetig und linear ist unéa, b);, fur konstante Funktionea, b ein Skalarprodukt auR definiert,
existiert immer genau eim,, € R, so dassf(m,) = (m., my)y fur allem, € R gilt. Damit
gilt ferner

f(mv) = (mwvmv)h + (munvm - u)h - (mwvv - u)h
=0

fur allev € S". Wird diese Gleichung zur mit dem jeweiligep, getesteten Ungleichung (5.2.3)
addiert, so lasst sich diese darstellen als:

Findeu € S*, wg € S} undm,, € R mit

7(Vwg, V) + (u,v), = (% 0), Yo € S,
1
v(Vu, Vo — Vu) + X(u,v —u)p — (wo,v — u)p
1
> (Ualtvv—u)thX(yvv—u)th(mw,U—u)h vo e S",
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wobei die Ungleichung nun mit allen= v,,, + m, € S* getestet werden kann. Der fiirZ S*
zuséatzlich entstehende Term wird dabei dupeh,, v —u);, kompensiert. Da in der Ungleichung
mit allen Elementen des Raumg&$ getestet werden kann, fuhrt Testen mit- v undu — v zu
einer Variationsgleichung. Wird nun noah:= wg + m,, gesetzt, so erfullt offensichtlich auch
w die erste Gleichung. Damit ist= ng aquivalent zu:

Findeu € S* undw € S" mit

7(Vw, Vo) + (u,v) = (1@, ), Vo € St
1 1
v(Vu, Vo) + X(u,v)h — (w,v)p = (W), + X(y,u)h Yo e St

5.2.4 Implementierung des Algorithmus

Jetzt wird eine algebraische Formulierung des Algorithigegeben und auf die Implementie-
rung eingegangen. Zu einem Startwettseiv® € (I + AB)u® beliebig gewahlt. Dann ist der
Algorithmus definiert als

" = (20) — 1)(2J3 — )",
wobeiu™ = Jao" fur alle n gilt. Setze nun
2" = 2u" =", u'te = Jy2",
dann lasst sich der Algorithmus fur einen Startweérund«® € (I + AB)u" schreiben als:

(1) Furn =0, ... bestimmeu”*! durch:

2 Setzez" = 2u™ — v".

(3) Setzeu™2 = JAz",

(4) Setzey"+! = 2un+3 — 27,
(5) Setzey" ! = JRontl,

In dieser Formulierung entspricht der Algorithmus mit degegebenen Zerlegung der Opera-
toren im Wesentlichen dem, den Barrett, Blowey und GarcK8B1G99] fir die Losung einer
diskreten Cahn-Hilliard Gleichung mit degenerierter Mitdii entwickeln. Auch Copetti und EI-
liott verwenden in [CE92] einen ahnlichen Splitting-Atgbmus fur eine diskrete Cahn-Hilliard
Gleichung mit logarithmischer freier Energie.

Zum beliebigen Startweri® muss zu Beginn ein’ € (I + AB)u® gewahlt werden. Die Dar-
stellung des Operatotgy = (I + AB)~! aus dem vorigen Abschnitt ergibt dafiir in der alge-
braischen Formulierung

7AW’ + Mu® = b

1 1
v Au® + XMQO —Muw’=b+ Xgo.
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Zunachst ist also e’ mit 7 Aw® = b— M« zu finden. Dieses ist offensichtlich nicht eindeutig
bestimmt. Dal/ invertierbar ist, erfullt genau
0 =AM ('yAgO — Muw® — b)

die Bedingung® € (I + AB)u°. Durch die Festlegung der Konstante fiit ist die Wahl von

v getroffen. Wird der Algorithmus in der Basis veit dargestellt und werden die Erkenntnisse
aus dem vorherigen Abschnitt genutzt, so ergibt dies digefade algebraische Formulierung
zum Startwert.:

(1) Finde einw® mit 7 Aw® = b — MuP.
(2) Setzer? = u® + A\M ! (WAgo — Muw® — b).
(3) Fiirn = 0, ... bestimmeu™*" durch:

(4) Setzez" = 2u™ — V™.
1
(5) Furi = 1,..., N bestimmeu; 2 durch:
1
(6) SetZQ_L?Jrz = min{max{z}, -1}, 1}.
(7) Setzey"t! = 2@’”% — 2",
(8) Lose das lineare Gleichungssystefit!, w"*! e S":

TAwnJrl + MgnJrl _ b,

1 1
’7A+ M un—i—l _ Mwn—f—l =b+ _yn—i—l.
A A
Da das lineare Gleichungssystem in (8) ein nichtsymmegs&sttelpunktproblem (siehe etwa
[Bra97]) darstellt, ist es sehr aufwendig zu l6sen.

5.3 Das Gaul3-Seidel Verfahren

Das lineare GauR-Seidel Verfahren ist ein klassischeativaisverfahren fir lineare Gleichungs-
systeme. Eine klassische Methode, den Algorithmus zu meotir, besteht darin, das lineare
Gleichungssystem

zeRN: Az =b (5.3.1)

mit A € RV undb € RY als Fixpunktproblem darzustellen und dessen Losung Isiigie
ner Fixpunktiteration zu approximieren. Offensichtlisih die Darstellung als Fixpunktproblem
nicht eindeutig bestimmt, ein Beispiel ist etwa= ®(x) mit &(z) = Az — b + z. FUr die
Gaul-Seidel Iteration wird eine Zerlegung der Mat#ixn obere und untere Dreiecksmatrix
zugrundegelegt. Dazu sdi= Ap — A;, — Ay mit

(Ap)ij = Ayj fur i = j, sonst= 0,
(Ar)ij = —Ayj furi > j, sonst= 0,
(Av)ij = —Ayj fur i < j, sonst= 0.
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Falls A symmetrisch ist, giltd; = AL. In jedem Fall ist das Gleichungssystem aquivalent zu
(Ap — Ap)z = b+ Ayz, was fur invertierbareslp, — Ay, zu

z = (Ap — Ar) 7N (b + Ayz) = ®(2)

fuhrt. Das Losen des Gleichungssystems ist also aguivalum Finden eines Fixpunktes von
®. Die GauR-Seidel Iteration ist die dazu gehorende Fixptanktion 2”1 = ®(2"). Aus
dem Banach’schen Fixpunktsatz (siehe zum Beisiel [R))Z0Hyt, falls ® eine Kontraktion ist,
die Konvergenz der Iteration gegen die Losung des line@eichungssystems. Fir beliebi-
ge MatrizenA ist dies allerdings im Allgemeinen nicht gegeben. Auch digttierbarkeit von
(Ap — Ar) und damit die Durchfuihrbarkeit der Iteration istim Allgeimen nicht gegeben. Eine
andere Motivation fiur das Gau3-Seidel Verfahren ist daszPrder Energieminimierung. Vor
dem Hintergrund dieser Idee lasst sich das Verfahren aufchllgemeinere Probleme auswei-
ten.

5.3.1 Das Gaul-Seidel Verfahren fur lineare Probleme

Um das Gaul3-Seidel Verfahren durch Energieminimierungrkiaren, wird das Gleichungs-
system unter der Voraussetzung, ddssymmetrisch und positiv definit ist, als Minimierungs-
problem dargestellt. Dazu wird das Energiefunktiofiat) = %xTA::: — 2Tb betrachtet. Fir
symmetrisches, positiv definite$ ist es strikt konvex (siehe z.B. [Bra97], [KA00]) und die
Losung des Gleichungssytems ist aquivalent zu

zeRY:  f(x)< fly) VyeRV

Zur Approximation der Losung dieses Minimierungsproldesoll nun die Energie der lIte-
rierten sukzessive verkleinert werden. Ein Minimieren iesgmten RaunR” bedeutet das
exakte, aufwandige Losen des Gleichungssystems. Umddieh einfache Operationen an-
zunahern, wird in einem lIterationsschritt nacheinandeRichtung jedes Basisvektors =
(0,...,0,1,0,...,0) minimiert, also jeweils in eindimensionalen Unterraumison wird

n+1,4 ,__ n+1 n+l n+l _n n
x = (2] L a T aT  a , TN)

furi =0, ..., N gesetzt. Damit ist zu bekannterfi*1~1 jeweilsz ™" = 2"+ ¢ R mit
fam) < f@H T 4 pe)  YpeR
gesucht. Fir die Ableitung vofiin Richtung eines; an der Stelle:” 1 gilt

d _ 1 . 4 4
d_z(xn—i—l,z) — 5 Z akixZJrl,z + Z aij55?+1’z + aiixzwrl,z _ bi
‘ ki i

% N
= et 3 e -
j=1 Jj=i+1
= ((AD - AL)I'nJrl - AU.%'n - b)z .
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Da f differenzierbar und strikt konvex ist, lasst sich das Mimren in Richtung vor; durch
Setzen vonc%(x”“vi) = 0 erreichen, was aufAp — Ap)ax"! = b+ Apya™ und damit auf die
eingangs genannte Fixpunktiteration flihrt.

Im Allgemeinen nimmt die Konvergenzgeschwindigkeit desu&&eidel Verfahrens mit der
Grol3e des Systems rapide ab, was es als Loser fur die b®igkretisierung partieller Dif-
ferentialgleichungen entstehenden Probleme ungeeigaehtmJedoch kann es in einer sym-
metrischen Version als Vorkonditionierer zum Beispiel @45-Verfahren (siehe zum Beipiel
[Bra97],[KA0Q]) beschleunigen. Der Minimierungseigenatt kommt bei den Mehrgitterme-
thoden (siehe zum Beispiel [Bra93], [Bra97]) besonderedBathg zu. Hier wird eine Hier-
archie von Gittern und dazugehorigen Unterraumen Sbrbetrachtet. Es wird nicht nur in
Richtung der hochfrequenten Basisfunktionen auf dem tem&itter, sondern auch in Rich-
tung der niederfrequenten Basisfunktionen auf grobergter@ minimiert. So wird das Spek-
trum des (Laplace-)Operators besser approximiert unddse eine Gitter-(also Systemgrofen-
) unabhangige Konvergenzgeschwindigkeit erreicht. Danf{sSeidel Schritten kommt hier die
Rolle eines so genannten Glatters auf jedem Gitter zu.

Es besteht auch die Moglichkeit jeweils in Unterraumenienensionm > 1 zu minimieren.
Dies fuhrt bei geeigneter Nummerierung zu einer Zerlegan@lockmatrizen®, die aus x m-
Blocken besteht. Es sind dann jeweils-dimensionale Teilprobleme zu losen. In diesem Fall
spricht man vom Block-GauRR-Seidel Verfahren.

5.3.2 Das Gaul3-Seidel Verfahren flr Variationsungleichu  ngen

Ausgehend vom Minimierungsansatz lasst sich das Gaw&lSéerfahren auch fur Minimie-
rungsprobleme der Art

re K: flx) < f(y) Vy e K

erweitern. Dabei isff strikt konvex undK = K; x ... x Ky das Produkt abgeschlossener,
nichtleerer, konvexer Mengeki; C R, also selbst konvex. Es ist klar, dass solche Mengen genau
von der FormK; = [a;; b;] NR mit —oco < a; < b; < oo sind, also abgeschlossene beschrankte
oder unbeschrankte Intervalle. Um sicherzustellen, dassolches Minimum existiert, wird
zusatzlichJ (z) — oo fir |z| — oo gefordert. Fur derartige Probleme wird im projizierteru@a
Seidel Verfahren in jedem Schritt nicht mehr in einem eirglisionalen Unterraum, sondern

in einer konvexen Teilmeng&; eines solchen minimiert. Gesucht ist nun also zu bekanntem
2" jeweils 27T = 2" € K mit

i

fEY < faTH T ¢ pe)  Vp e K.

1 . .
Da £ strikt konvex ist, ist dies mit, "% = gt = p" L fiyr | £ aquivalent zu
+1,i—1 i1 i
TTE R f@™hiTE) < STV 4 pe) W eR,

.1 ;1
x;l‘f'l = PK I’nJrl,Z 2 = min{max{x?+l7l 27ai}7bi}7

i
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also zum Minimieren irR und Projizieren der Losung iK;. Es ist klar, dass das projizierte
GauR-Seidel Verfahren im unrestringierten Hall= R in das lineare GauR-Seidel Verfahren
ubergeht. Isff von der Formf(x) = %xTA::: — zTb mit symmetrischer, positiv definiter Matrix

A, so ist das unrestringierte Minimierungsproblem agemalzum linearen Gleichungssystem
Ax = b, also zur Variationsgleichung

zeRY: y Az = yTb vy e RY.

Das lineare Gaul3-Seidel Verfahren entspricht dann eindegieng der Matrix in dieser Varia-
tionsgleichung. Im restringierten Fall # RY nimmt f nach Korollar 2.2.1 genau dann sein
Minimum an einer Stelle: in der abgeschlossenen, konvexen, nichtleeren Méhge RY an,
wennz € K und(Df(z),y —z) > 0flralley € K, also

zeK: (y—2)TAz >y —2)Tb  WyekK

gilt. Diese Variationsungleichung fir das restringiePmblem ist ein Analogon zur Variati-
onsgleichung fur das unrestringierte Problem. AnwendworgKorollar 2.2.1 auf die Minimie-
rungsprobleme im projizierten Gaul3-Seidel Verfahrenbgrgiass diese aquivalent zum Suchen
vonz!! € K; mit

(= a9 (S @19) = (= 1) (A — 4™ — Aua” —1), 2 0

fur alley; € K; sind. Summieren dieser Gleichungen fiz 1, ..., N ergibt
" e K- (y — 2" N (Ap — Ap)z"™ > (y — 2™™HT (b + Apa™) Yy € K.

Die einzelnen Gleichungen fiiuj?“ kdonnen reproduziert werden, indem mit solcher K
getestet wird, fur dig; € K; beliebig ist undy; = x?“ fur j # ¢ gilt. Damit entspricht auch
das projizierte Gaul3-Seidel Verfahren einer Zerlegunggstemmatrix im zum Minimierungs-
problem gehorenden Variationsproblem, das hier eineatfarisungleichung ist. Das folgende
Konvergenzresultat gilt auch fur allgemeinere Probleniteniohtquadratischent.

Satz 5.3.1Ist f : RN — R stetig differenzierbar, strikt konvex und gilt ferngfz) — oo fur
|x] — oo, so konvergiert das projizierte GaulR-Seidel Verfahreregedie losung des restrin-
gierten Minimierungsproblems iR = K; x ... x Ky.

BEWEIS. Ein Beweis ist in [GLT81] gegeben. |

Dies lasst sich nun weiter zu einer Blockvariante veratigimern, wobei sich die Anforderungen
an die konvexe Menge andern. Die allgemeine Formulierueigt svie folgt aus: Es soll das
Minimierungsproblem ik ¢ V = RM gelost werden. Es s&i = V] x ... x Vy eine Zerlegung
vonV in Unterraume der Dimensiatim(V;) = m; und K = K; x ... x Ky eine Zerlegung von
K in abgeschlossene, nichtleere, konvexe Men§er V;. Dann ist in jedem lIterationsschritt
nacheinander in jeder konvexen Menfg zu minimieren. Dabei ist jeweils ein Problem der
Dimensionm; zu l6sen. Die Konvergenz lasst sich hierfur unter ddreeMoraussetzungen an
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f genauso zeigen wie fur eine Zerlegung in eindimensionalealime. Offensichtlich umfasst
diese Formulierung alle vorherigen als Spezialfalle.

Allen Formulierungen gemein ist, dass ihnen die Minimigrdes Funktionalg’ zugrundeliegt.
Fur Variationsprobleme mit nichtsymmetrischer oder hpdsitiv definiter Systemmatrix ist die
Aquivalenz zu einem Minimierungsproblem jedoch nicht im Henétigten Form gegeben. In
diesem Fall lasst sich zwar durch eine analoge Zerleguniyldérix eine Iteration,konstruie-
ren“, doch ist dann Satz 5.3.1 nicht anwendbar und es ist ilgeileinen keine Konvergenz
gegen die Losung des Variationsproblems zu erwarten.

5.3.3 Ein GauR3-Seidel Verfahren fiir die diskrete Cahn-Hil liard Gleichung

Obwohl das Problem (CH) keine symmetrische, positiv defiSigstemmatrix besitzt, wird eine
Block-GauR3-Seidel Iteration darauf angewandt. Dieseebaricht auf dem Minimierungsan-
satz, sondern auf einer blockweisen Zerlegung der Systémxritauntere und obere Dreiecks-
matrizen. Da Satz 5.3.1 auf diese Iteration nicht anwenvawird die Konvergenz speziell
hierfur gezeigt. Der Konvergenzbeweis fur diese Iterativurde von Barrett fur eine nichtlinea-
re diskrete Cahn-Hilliard Gleichung ohne Hindernispatdrgefihrt, allerdings nicht veroffent-
licht. In [Sen03] ist dieser Beweis fur die hier behand@&@teichung mit Hindernispotential an-
gepasst. Da er weder den Banach’schen Fixpunktsatz nodmbMiangsargumente verwendet,
wie dies beim Gaul3-Seidel Verfahren im Allgemeinen der iBglird er hier kurz ausgefunhrt.

Die Iterationsfolge(u",w™)” wird durch die fur das GauR-Seidel Verfahren typische &erl
gung der SteifigkeitsmatrizedA = Ap — Ay, — Ay in der algebraische Formulierung von (CH)
gewonnen. Da es sich bei der Massenmaitixwegen der Verwendung degelumptent L2-
Skalarproduktes um eine Diagonalmatrix handelt, mussrdadine Zerlegung betrachtet wer-
den. Die lteration sieht dann wie folgt aus:

Finde (u" !, w™t)T € K" x S mit

(y —u" ™ y(Ap — Ap)u™ ™ — (y — u" )T Mw™ !

> (y — g"H)Tb +(y — Q"H)Tfy(AU)g” Vy € K" (5.3.2)

Mu"™ +7(Ap — Ap)w™ = b+ 7(Ay)w™. (5.3.3)

Die Wohldefiniertheit der Iterationsfolge wird im nachst&bschnitt zur Implementierung des
Algorithmus gezeigt.

Satz 5.3.2 Sei7 " schwach spitzwinklig, dann konvergiert die Folg#, w")” gegen die bsung
(u,w)T von (CH).

BEWEIS. Wir definieren zunachst fir > 1 die Fehlerfunktionem]! = u—u" unde]!, = w—w",
subtrahieren die Gleichung (5.3.3) fur die Iterationg#olon der Gleichung (5.1. 2) in (QHr
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die Losung und erhalten
Mep™ + 7(Ap — Ap)el™ = 7(Ap)ep. (5.3.4)
Nun multiplizieren wir die Differenz mife1)”
(e Mt + (e ™) T (Ap — Ap)els™ = r(ent) T (Auv)el. (5.3.5)

Eine solche Subtraktion der Ungleichungen ist nicht nabglLemma 5.3.1 zeigt jedoch, dass
fur diese die ahnliche Relation

Yew™ T (Ap — Ap)ei™ — (e ™) Meptt < y(ei™) (Av)es (5.3.6)
gilt. Addition von (5.3.5) und (5.3.6) liefert nun
Yewt) (Ap — Ap)ep™ + (et (Ap — Ap)eyt!
< (e (Av)e + (e ™) (Av)es

w*

(5.3.7)

Um daraus nun auf die Konvergenz der Folge zu schliel3emtigen wir folgende Eigenschaf-
ten der MatrixA:

(1) DaA symmetrisch ist, gilt fur € R

N i—1

z'(Ap — Ap) x—ZA“m +ZZAU

=1 j=1

N i—1
1 1
=3 Am@? + Azgx + Az_] iL + :UTAD$
2 J
=1

1 1
= §zTA£ + §zTAD£-

(2) Wir definieren die Diagonalmatrizetp, und Ap,, durch

Jj—1 N
(Apy)js = A, (Apy)i= Y —Ay.
i=1 =i

Da 7" schwach spitzwinklig ist, gilt nach Bemerkung 451, = —(Véi, Voj) >0
furi # j und(Ap, )i, (Apy )i > 0. Wegena? + b? > 2ab gilt damit furz, y € RY

N N N N 1
QTAUQZZ Z —Aijy.z; SZ Z _Aiji(g?_{_z?)

i=1 j*i—f—l i=1 j=i+1

N j—1
=—Z Z A Y S Ay
i=1 j=i+1 ] 11:=1
—— ——
=(Apys)is =(Ap,)jj

1 1
= —yTADUy—i— —2TAp, z.
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(3) Es gilt Ai; — (Ap, )i — (Apy)ii = Zj.vzlAij = (V¢;, V1) = 0 und somit ferner
Ap =Ap, + Ap, .

Wenden wir nun diese Eigenschaften auf (5.3.7) an, so erhalir

Y(ep™TAel™) + r(er™) T Alel™) +v(ef ™) T Ap, (e ™) + (el T Ap, (el

::xn+1 ::yn-l»l

<~(e)TAp, () + T(ep)" Ap, (el),

=yn

alsoz" ! + ynt! < ym. Damit ist die Folgey,™ monoton fallend. WegetAp, );; > 0 ist sie
nach unten beschrankt und somit konvergent. Damit korestrdie positive Folge:™ gegen
Null, worausy|e?|? + 7|e? |2 — 0 folgt. Multiplizieren wir nun (5.3.4) mity = (0, ...,0, 1),
so erhalten wir

N
0= MNN(QZJrl)N + TZANjﬁngl-
7j=1

Dael} in der| - |;-Halbnorm gegem geht, konvergiert der rechte und somit auch der linke Term
gegerD, worause!! (z ) — 0 am Knotenz v folgt. Da ferner dig - |;-Halbnorm vore]! gegerD
geht, folgt daraus die Konvergenz vep gegend € RY. Da|(u, 1);| < || vorausgesetzt war,
existiert ein Knoterx; mit |u(x;)| = |u,;| < 1. Dau] gegenu; konvergiert, gilt ab einemg > 1
auch|u?| < 1. Nun liefert das Testen von Ungleichung (5.1.2) fur diesludg mit geeignetem
(setzey, =, furj # 1 undgi = u; £ €) und von Ungleichung (5.3.2) fur die lterationsfolge
mit ebenfalls geeignetemfir n > ng

N
vy Z(AD — AL — Av)iju; — Miw,; = b,
=
N N
Y (Ap = Ap)iju ™ — 7Y (Av)iuf — Miw( ™ = b;.
=1 =1

Subtraktion der Gleichungen liefert

N

N
Y (Ap = Ap)i(en™); =7 D (Av)i(en); = Miu(ely™ )i
j=1 j=1

Da die linke Seite gegen Null konvergiert, gilt au@j,); = e, (z;) — 0 und da ferner die
| - |1-Halbnorm vone? gegen Null geht, folgt daraus die Konvergenz fjngegern) < RY. B

Lemma 5.3.1 Sei (u, w)” die Losung von (CH) undu™*!,w"*1)T eine Iterierte der GauR-
Seidel Iteration, dann gilt

Y(ep™) T (Ap — Ap)ep™ — (e ™) Mel™ < (el ™) (Av)el.
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BEWEIS. Setzen wir
r:=(Ap — A — Ay)u— Mu — b,
"= (A - Ap)u"tt - Apu™ — Myt — b,
dann gilt(y —w)'r > 0und (y —u"™") "™ > 0 fur y € K". Setzen wiry . = u; fur
Jj # 1, so erhalten wir durch Einsetzen vgmit y. € [—1, 1] geeignetr; = 0 fur u; € (—1,1),
r; <0furu; =1lundr, > 0foru, = —1. FUrgghLl undg;”rl erhalten wir dieselben Aussagen.
Zusammen liefert dies:
n+1

u; = u = (w—u"t); =0,
w,uitt € (—1,1) = (r—r"™); =0,
u; = l,g?“ <1 = (u—u"t); >0,(r —r"); <0,
u; = —1Lu" > 1 = (w—u""); <0,(r—r"); >0,
w; < Luttt =1 = (u—u"t); <0, (r —r"); >0,
w > —1,umt =1 = (w—u"); >0, —r"); <0
Damit gilt (u — «™*1);(r — r**1); <0, also auchu — vt 7 (r — r**1) < 0. u

5.3.4 Implementierung des Algorithmus

Jetzt soll fur den Algorithmus eine Formulierung gegebanden, die es ermdglicht, die ein-
zelnenu*! zu berechnen. Im symmetrischen Fall geschieht dies dursh.@sen lokaler Mi-
nimierungsprobleme. Um eine ahnliche Darstellung zulerhawird diei-te Zeile der Glei-
chung (5.3.3) betrachtet und die Ungleichung (5.3.2) gnihit Yy, = g?“ fur ¢ # j und

y, =§& € [—1;1] beliebig getestet. D&/ eine Diagonalmatrix ist, ergibt dies fid_//?“ die
Beziehung

My ™ + 1Al = (5.3.8)
(€ —u™) (YA — M) > (€=M Ve e 1) (5.3.9)

mit u? ™ € [~1;1] und

i—1 N
n+l . o+l T
a; .—b—TZAij T Z Azjwj,

j=1 j=i+1
i—1 N
+1._ +1
Bt i=b =Y Agultt =y Y Al
j=1 j=i+1

Dabei hangen*' und 37! nur vonu™ undw/+' mit j < i ab. Also konnen digu;*", wi* )"

1

nacheinander berechnet werden. Es ist noch zu klaren,ldtiefa ™, w? )T immer existie-

)

ren und wie sie zu berechnen sind. Ba > 0 gilt, lIasst sich Gleichung (5.3.8) darstellen als

1
n+l __ n+1 on+1
w; = —TAn‘ (0™ = Myw™).
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Einsetzen in die Ungleichung (5.3.9) ergilft™ € [—1; 1] mit

_ g ntl A MzQz ntl < (¢, ntl n+1 M n+1 v ~1:1
(€ =) (vAu + - | 2 (€ =) (B + o §e[-1;1].
~; ~

Nach Korollar 2.2.1 ist diese Ungleichung aquivalent zunmiMieren des Energiefunktionals
J(&) = %Q@ — P¢in[—1;1]. Wegen@ > 0 ist J strikt konvex inR. Also existieren nach Satz
2.2.3 eindeutige Minima vod in R und[—1; 1]. Folglich gilt:

Bemerkung 5.3.1 Die Iterationsfolge(u™, w™)” ist wohldefiniert. [ |

Seiw™ das Minimum inR, alsoDJ(a ') = 0. Fura! ™ € [—1;1] gilt u ™ = a7, Fur
@ > 1istJ in [~1;1] streng monoton fallend, fi!*! < 1 streng monoton wachsend.
Somit istgg”rl genau die Projektion vo@?“ in [~1;1]. Zu gegebenem Startwar? sieht der
Algorithmus damit wie folgt aus:

(1) Furn =0, ... bestimme(u"*!, w™+1)T durch:

(2) Furi = 1,..., N bestimme(u/ ™, w?*")T durch:

(3) Berechnex! ™!, g+,

@) Lose (yAs + 24t ) ! = (801 + Mwar ).
(5) Setzeu! ™ = min{max{a; ™, ~11},1}.

(6) Setzew ™ = ——(af ! — My t!).

Es ist noch anzumerken, dass die Berechnung(uéri!, w"+1)T nur O(N) Operationen er-
fordert, da die MatrixA dunn besetzt ist. Ferner hat der Algorithmus den Vorteiksdkeine
Parameter zu wahlen sind.

5.4 Die Cahn-Hilliard Gleichung als Minimierungsproblem

Fur lineare Variationsprobleme ist eine Vielzahl effizesm also schneller, Losungsalgorith-
men bekannt. Beispiele sind etwa das vorkonditionierte \@@ahren fir symmetrische Pro-
bleme und Varianten wie BICGSTAB fur nicht symmetrischelteme. Insbesondere Mehr-
gittermethoden ermdglichen eine schnelle Losung lieme&robleme. Auch kdnnen die Me-
thoden auf verschiedene Arten kombiniert werden. So isaetin durch Mehrgittermethoden
vorkonditioniertes CG-Verfahren moglich. Glatte niaitlare Probleme kdnnen beispielsweise
mit dem Newton-Verfahren gelost werden, wobei fur diediren Teilprobleme schnelle lineare
Loser verwendet werden. Auch ein direkter Mehrgitteranfizr glatte nichtlineare Probleme ist
moglich.

Fur nichtglatte nichtlineare Probleme ist die Auswahl fizienten Losungsverfahren nicht so
grof3. Ein wichtige Klasse nichtglatter nichtlinearer Peofie bilden Hindernisprobleme wie
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die Cahn-Hilliard Gleichung. Operator-Splitting Methodeder Relaxationsmethoden wie das
Gaul3-Seidel Verfahren zur Losung solcher Probleme sipiddlierweise sehr langsam. Auch
die Ankopplung des Hindernisses mit Lagrange-Multiplikah (siehe [Glo84], [GLT81]) ist oft
ineffizient. Die monotonen Mehrgitterverfahren (siehe fi&¢) bieten eine Moglichkeit, nicht-
glatte nichtlineare Probleme sehr schnell zu l6sen. &kzim Beispiel auf Hindernisprobleme
anwendbar, die sich als Minimierungsproblem darstellesda. Dabei wird ein konvexes Funk-
tional in einer konvexen Menge minimiert. Wesentlich istrfiir die Symmetrie und positive
Definitheit des Problems.

Fur nichtsymmetrische Hindernisprobleme ist kein aimir Algorithmus bekannt. In diesem
Abschnitt soll (CH) zu einem Minimierungsproblem umformeal werden, um Mehrgitterme-
thoden zur Losung anwenden zu konnen. Dies fuhrt allgsliauf eine zusatzliche Nebenbe-
dingung. Das Problem stellt sich dann als Minimierungsiembmit Box-Constraints, das heif3t
es istu(z) € [a;b] gefordert, mit einer partiellen Differentialgleichungs @llebenbedingung.
Diese lasst sich durch die Einfihrung eines Lagrangetiplidators an das Problem koppeln,
was zu einem Sattelpunktproblem fuhrt. Eine Einfuhrumglie Theorie solcher restringierter
Minimierungsaufgaben ist zum Beispiel in [Spe93] und [GK@geben.

5.4.1 Aufstellen eines Energiefunktionals

Wie in Kapitel 5.1 gezeigt wurde, lasst sich (CH) symmetrisormulieren. Allerdings ist die
entstehende Systemmatrix dann nicht positiv definit. Iisetie Abschnitt wird eine Art Ener-
giefunktional fur (CH) aufgestellt. Um das Vorgehen eletga zu gestalten, wird eine Notati-
on eingefiihrt, diex und w als eine Variable betrachtet. Im Folgenden Bei= (u,w)” und

V = (vy,vy)T. Die Indizierunguy, vy, by, L, au, a,, der Testfunktionen, Funktionale und Bili-
nearformen soll keine Abhangigkeit venundw ausdriicken, sondern dient lediglich der Ori-
entierung. Mit dieser Notation lasst sich (CH) schreiblsn a

(CH) FindeU € K" x S mit

a(U,V-U)>1(V-U) VVeK"xsh

wobei gilt:

a(U7 V) = 7(vu7 Vvu) - (U), Uu)h +(_(u7 Uw)h - T(Vw, va))
=:ay(Uyvy) ::aw‘(waw)
1(V) = (@ v, +(— (6, vp)).
—_—— N ——

=:ly(vu) =:ilw(vw)

Die einzelnen Gleichungen in (CH) lassen sich durch dasfasit (v, w)” und (u,v + w)”
reproduzieren. Da die Bilinearforay-, -) symmetrisch, aber nicht positiv-definit ist, kann nicht
erwartet werden, dass das Losen von (CH) aquivalent zunimhitren eines Energiefunktionals
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ist. Trotzdem wird nun das igilblicher* Weise fir € S x S aufgestellte Energiefunktional

JV):= %a(V, V) —1(V)

1

1
- §au(v7 Uu) + §aw(v’7 Uw) - lu(vu) - lw(vw)
1

= 57’”11’% - 57‘%1‘% = (Vu, Y )n = (V) = L (Vw)-

betrachtet. Durch den negativen TeriT|v, |7 ist dieses Funktional nicht nach unten be-
schrankt, besitzt also kein endliches, globales Minimias Losen von (CH) ist aber aquivalent
zum Losen von (CH) unter der Nebenbedingung:

(NB) FUrV = (vy,v,)7 € 8™ x S" gelte:
ay(V,v) = ly(v) Yo € S".

Definition 5.4.1 Nun wird der affine Unterraum vofi” x S” und die Teilmenge voik” x S*,
auf denen (NB) gilt, definiert als

Swey 1 = {V € 8" x S": 4y, (V,v) = L, (v)Vv € S"},
Ky :={V € K"x 8" : a,(V,v) = l,,(v)Vv € S"}.

Wird .J nur aufSe) betrachtet, so liefert das Testen von (NB) mjtund das Einsetzen i
furv e S(NB)

~ 1 1 1 1

J(V)= §QU(V’ Vy) — an(V, V) = lu(vy) = 5’7|vu|% + §T|Uw|% — Lu(vy).
Dieses Funktional wird nun auf dem ganzen Rasimx S” betrachtet.
Definition 5.4.2 FirV € S" x S* definiere

J(V) = %au(V, Vy) — %aw(V, V) — Ly (vy)

alt

1 1
= 57‘7%‘% + §T’Uw’% — (U™, vy)p.-

5.4.2 Das Minimierungsproblem

Da die Losung von (CH) i(\g) liegt, hoffen wir, dass das Losen von (CH) aquivalent zum
Minimieren vonJ auf Kng) und damit zu folgendem Problem ist:

(M) FindeU € Kg) mit
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Es fallt jedoch auf, dass sowolilals auch (NB) nur voivu,, und nicht vonu,, abhangen. Ist
alsolU = (u,w)” eine Lésung vonNl), so ist auch(u,w + const)” eine Losung vonNl).
Folglich hat (\7I) im Gegensatz zu (CH) keine eindeutig bestimmte Losurdykamn somit nicht
aquivalent zu (CH) sein.

Um die Losung von I(~/I) eindeutig zu machen, wird nun die Masse woriestgelegt. Da (CH)
nur Massenerhaltung fiar, nicht aber flrw liefert, wird die Masse willkiirlich aué festgelegt.
Dieses normiertev wird im Folgendenug genannt. Die zusatzliche Nebenbedingung wird nun
direkt in den Lésungsraum eingebaut.

Definition 5.4.3 Definiere den Losungsraum als

KQgy 1 ={V € K" x S§ : ay(V,v) = ly(v)Vv € S"}.

Jetzt wird folgendes Minimierungsproblem mit normierteadde funuvy betrachtet:

(M) Finde Uy = (u,wo)" € K{jg) mit

J(Up) < J(V) VWV € KQ\p).- (5.4.1)

Es ist dabei zu beachten, dass muy in S{} gesucht, jedoch die Nebenbedingung weiterhin
mit v ausS” getestet wird. Diese Modifikation fiihrt zur eindeutigeosbarkeit von (M), wie
folgender Satz zeigt:

Satz 5.4.1Die Losung von (M) ist, falls existent, eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Seilly = (u,wp)” € K{g) Losung von (M) undV = (v,,v,)" € K{g) beliebig.
Nun gilt nach Korollar 2.2.1, d&, die konvexe, stetige, Gateaux-differenzierbare Funkifion
minimiert undK(ONB) konvex und wegerdim(S}) < oo abgeschlossen und ferner nicht leer ist:

0 < (DJ(Uy)) (V —Uy)
= v(Vu, V(vy —u)) + 7(Vwo, V(v — wp)) — ly(vy — u).
Also gilt
J(V) = J(Up) + |vu — ul? + 7|vy — wol?
+ v(Vu, V(v —u)) + 7(Vwy, V(vy — wp)) — Ly (vy, — w)

>0,dalUp J minimiert

> J(Uo) + Y|vu — ulf + Tlvw — woli.

Nun gilt, dalUp und V' (NB) erfullen,
(u — vy, ) + T(V(wo — vy), Vo) =0 Yo e Sh.

FurUy # V gibt es zwei Falle zu untersuchen:
1. Gilt u # v,, so folgt aus dieser Gleichungwy # V.
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2. Gilt wy # vy, so folgt, da die Masse vang undw,, gleich ist, ebenfall§&/wy # V.
Damit gilt immerr|v,, — wo|? > 0, alsoJ(V) > J(Uy). |

Zunachst ist unklar, in welchem Zusammenhang (M) und (G&Hen. Im Allgemeinen werden
jedoch die Losungen von (M) und (CH) nicht Ubereinstimgréendie Bedingungw, 1);, = 0 fur
Losungen von (CH) nicht erfullt sein muss. Bevor der gendusammenhang von (M) und (CH)
untersucht wird, wird das Minimierungsproblem mit Nebetibgung als Sattelpunktproblem
dargestellt.

5.4.3 Das Sattelpunktproblem

Nun wird das Minimierungsproblem (M) mit seiner Nebenbeding (NB) in kanonischer Weise
als Sattelpunktproblem dargestellt. Dazu wird die Nebdimgring mittels eines neu eingefihr-
ten Lagrange-Multiplikators in ein geeignetes Lagrangaklfional eingebracht. Die Grundidee
eines solchen Vorgehens besteht darin, anzunehmen, das®sling des restringierten Mi-
nimierungsproblems durch das unrestringierte MinimunsekelLagrange-Funktionals fur fes-
ten, richtig gewahlten Lagrange-Multiplikator gegebsin Ob ein solchefrichtiger* Lagrange-
Multiplikator existiert, ist im Allgemeinen nicht klar. ldiesem Abschnitt wird gezeigt, wie er
sich fur die diskrete Cahn-Hilliard Gleichung naturliefgibt.

Definition 5.4.4 FurV € K" x Sk undp € S" definiere

LV, p) := J(V) + (aw(V, 1) = lw(p))

1

1
= 57’”11‘% + §T’Uw’% - (ualt

7Uu)h - (qu M)h - T(V’Uw, VM) - (ua|t7 :u)h

Das Sattelpunktproblem fiir lautet dann:
(S) FindelUy € K" x St und X € S" mit

L(Uo, ) < L(Up, \) < L(V,\) VYV e K" x St vy e s".

Nun wird der Zusammenhang der Probleme (CH), (S) und (M)reatht.
Bemerkung 5.4.1 Sei(Up, \)T = (u,wo, \)T € K" x Sk x S" eine Losung von (S), dann gilt

Vo, € K", Vv, eS8t YueSh:
0 < (DuL(Us, V) (00 — 1) = 7(Vit, Vo — ) — Lyt — ) — (Ao — )y (5.4.2)
0 = (Duw,L(Up, N)) (vw) = 7(Vwp, Vo) — T(VA, Vo) (5.4.3)
0= (D\L(Up, N)) (v) = aw(Up,v) — ly(v) = —(u,v)p, — 7(Vwo, Vv) — ly(v)  (5.4.4)

BEWEIS. Wende Korollar 2.2.1 an. [ |

Satz 5.4.2Sei(Up, \)T = (u,wp,\)T € K" x Sk x S* eine losung von (S), danrbét auch
U= (u,\)T € K" x §" (CH).
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BEwEIS. Da (5.4.3) nur mitVv,, getestet wird, gilt (5.4.3) auch fir allg, € S. Damit sindw
und\ bis auf Konstanten identisch. Insbesondere gilt nach Eiasalieser Beziehung in (5.4.4)

(U, V) = — (1, 0 — T(VA, Vo) = Ly (vy) Yo, € S™.
Ferner gilt mit (5.4.2)
ay (U, vy — 1) > 1y (vy — 1) Vo, € K"
Damit istU = (u, \)” Lésung von (CH). [ ]

Satz 5.4.3SeilU = (u,w)” € K" x S" Losung von (CH), definiere dann, := w — (“ﬁ)h,
Up = (u,wp)T und X := w. Dann bst(Up, \)T € K" x Sk x S" das Sattelpunktproblem (S).

BEWEIS. Wir weisen zunachst die Maximalitat vanin A nach. Dafir nutzen wir aus, da&s
und somit aucli/y die Nebenbedingung erfullen. Fiire S” gilt

LUy, \) = J(Up) + aw(Up, A) — ly(N) = J(Up)
= J(UO) + a”w(U07lu) - lw(M) - L(U07M)
Nun zeigen wir die Minimalitat vorL, beziiglichUy. SeiV = (v, v,)T € K" x Sk, dann gilt
V=Uy+V —Uy= (u+vy —u,wy + vy, —wo) und
L(V’ )‘) = (U(], )‘) + J(V UO) + W(VU’ V(’UU - u))
+ 7(Vwy, V wp)) + ay(V = Ug, N)
= L(Uo, \) + J(V Uo) +~(Vu, V(vy — u))
+ 7(Vwo, V(vy — wp)) — 7(V(vy — wp), V)\)J—(vu — Uy \)p,

~0, daVuwo=V\ (5.4.5)
= L(Uy, \) + %'y]vu —ul? + %T‘?}w — wpl?
—ly(vy — u) + ¥ (Vu, V(v, — ) — (vy —u, N)p > L(Up, N).
>0, daVw=V und wegen 5.0.2 in (CH) ’
Also ist (U, )T Sattelpunkt von (S). |

Korollar 5.4.1 SeiU = (u,w)? € K" x S" Losung von (CH), definiere nuny := w — (“fé‘)h,
Up = (u,wo)". Dann bstUy € KQ g das Minimierungsproblem (M).

BEwels. Nach Satz 5.4.3 ist fik = w auch(Uy, A\)T Losung von (S) und erfilllt insbesondere

(NB). Sei nunV = (v, v,)7 (NB) beliebig, dann erfullt auchk” (NB). Damit gilt
J(Uo) = J(Up) + aw(Uo, A) — lw(A) = L(Up, A) < L(V, ) (5.4.6)
=J(V)+ aw(V,\) = l,(A) = J(V). o
|
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Korollar 5.4.2 SeilUy = (u,wy)! € K(ONB) Losung von (M), dann existiert,, € R, so dass
U = (u,wy +my)T € K" x S* Losung von (CH) ist.

BeweEls. Da die Losung von (M) eindeutig bestimmt ist, gilt nach &ltar 5.4.1 fur die Losung
von (M) Uy = (u,wo)” = (u,w — 1/|9|(w,1),)", wobeiU = (u,w)” die Losung von (CH)
ist. |

5.5 Der Uzawa Algorithmus

Zur Losung von Minimierungsproblemen unter Nebenbediggn, beziehungsweise der Losung
von Sattelpunktproblemen, existieren viele Variantenldzswva-Algorithmus.

5.5.1 Der Uzawa Algorithmus flr Minimierungsprobleme
Eine recht allgemeine Formulierung des Uzawa Algorithnzusfinden bei [GLT81], sieht wie
folgt aus:

Es seien zwei Hilbertraum#& und L, abgeschlossene, konvexe Mengédnc H undA C L
und folgende Abbildungen gegeben:

(1) Eine stetige, koerzive Bilinearform: H x H — R,
(2) ein stetiges, lineares Funktiordal H — R,
(3) ein Energiefunktional/ : H — Rmit J(V) = 1a(V,V) - 1(V),

(4) eine lipschitz-stetige Abbildung : M — L, fir welcheV — (u, ®(V)); fur jedes
1 € L unterhalb-stetig und konvex a#f ist,

(5) das Lagrange-Funktiondl: M x L — Rmit L(V,u) = J(V) + (1, ®(V)) .
Gesucht ist nun eine Losung des Problems:

(Min) Findeu € M mit

J(U) + sup(p, ®(U))r, < J(V) + sup(p, ®(V))1L vV e M.
HEA HEA

Das dazugehorige Sattelpunktproblem lautet:

(Sat) FindeJ € M und X € A mit

L(U, 1) < L(U,\) < L(V, \) VueA WV e M.

Sei Py : L — A die Projektion vonL nachA, dann ist der Uzawa Algorithmus zur iterativen
Losung von (Min) zu gegebenem Startwagte A wie folgt definiert:

(1) Firn =0, ... bestimmel™ und A»*! durch:
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(2 Lose fur festes™ das Minimierungsproblem

UreM: LU™,\") < L(V,\") vV e M.

(3) Setze\, 11 = Py(X" + pp®(U™)).

Satz 5.5.1Wenn das Sattelpunktproblem (Sat) eiidsiing besitzt und die obigen Bedingungen
(1) - (5) ertlllt sind, existieren Konstanteh < «g < a1, so dassiir 0 < oy < p, < oy die
Folge U™ stark gegen die &sungU von (Min) konvergiert.

BeEwEls. Der Beweis ist in [GLT81] gegeben. [ |

Meist ist der Uzawa Algorithmus so formuliert, dass furnéss\ unrestringierte Minimierungs-
probleme im ganzen Rautd zu losen sind. Dabei wird davon ausgegangen, dass etwaige N
benbedingungen durch den Langrange-Multiplikator an dalsl®m gekoppelt werden. Die hier
dargestellte Version besitzt fur die Anwendung auf die iGHlilliard Gleichung den Vorteil,
die Nebenbedingung € K" getrennt von(N B) zu behandelt. Da Minimierungsprobleme
mit Box-Constraints ahnlich effektiv durch Mehrgittertheden geldst werden kdnnen wie li-
neare Probleme, ist es nicht notwendig, derartige Nebémipaagen mittels eines Lagrange-
Multiplikators an das Problem zu koppeln.

5.5.2 Die Teilprobleme im Uzawa Algorithmus

Der Uzawa Algorithmus besteht aus einer Iteration fir degrange-Multiplikator, bei der in je-
dem Schritt das Lagrange-Funktional ohne Nebenbedingunfg$ten Lagrange-Multiplikator
minimiert wird. Somit ist eine wesentliche VoraussetzungZ&nwendung des Algorithmus die
eindeutige Ldsbarkeit dieser Probleme. Diese ist duretKaierzivitat der Bilinearform gege-
ben. Im Fall des Minimierungsproblems (M) und seiner Spittektformulierung (S) fuhrt der
Algorithmus auf Teilprobleme der Art:

FindeU* € K" x Sk mit

L(U*, 1) < L(V, p) VYV e K x Sh. (5.5.1)
Ist nun etwau = v 1, so gilt

1 1
L(Vvlu') = 57‘?@‘% + §T‘Uw‘% - T(va, V,U') - lw(:u')'

Da L dann nur vonVu,, abhangt und,, nicht in einem mit(v,, 1), = 0 normierten Raum
betrachtet wird, muss die Losung von (5.5.1) nicht eindeagstimmt sein. Das ist auch insofern
klar, als die Bilinearform, di¢/ und L erzeugt, nicht koerziv ist.
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5.5.3 Erzwingen von Massenerhaltung

Nun werden (M) und (S) abermals modifiziert, um die eindeutigsbarkeit dieser Teilprobleme
zu gewahrleisten. Lésungen von (M) und (S) erfilllen (NBas durch Testen mit= 1 € S”
insbesondere zu

/u(:ﬂ)d:ﬂ = (u, 1), = (W@, 1), = m

Q
fuhrt. Die Massen vonu undu@" ist dabei bekannt. Somit kann der Te#f(w, 1), —m)? zum
Energiefunktional addiert werden, ohne die Losung desivlarungsproblems zu verandern,
da er bei Einhalten der Massenerhaltung zu Null wird. Liegjh& Massenerhaltung vor, wird
dieser Term echt positiv undestraft’ damit dig falsche" Masse.
Definition 5.5.1 FirV = (v, v,)T € S" x S" undy € S™ definiere mit9 > 0
1 2 1 2 1 2
ho(vy) = 59((2}“, )p—m)° = 59(2}“, 1), — 0m(vy, 1)y + §9m
1
Jo(V) = J(V) + hg(vy) — 59m?,
1
Lo(V, ) = Jo(V) + (au(Vy 1) = l()) = LV, 1) + ho(va) — 50m?.

Minimierungs und Sattelpunktproblem lauten fur diesektiomale:

(My) FindeUp = (u,wo)” € K{jgy mit
Jo(Uo) < Jo(V) YV € Kg).-
(Sp) FindeUy = (u,wo)” € K" x S& und\ € S" mit
Lo(Uo, 1) < Lg(Up, \) < Lg(V,\) YV e KM x 8P v e Sh.
Im Wesentlichen wird durch dieses Vorgehen die Bilinearfor

(0, 1) (0, 1) = / o(z)dz / w(w)dz
Q Q

zur Bilinearform vonJ addiert. Der lineare und konstante Teil sorgt dafir, dassTérm bei
Massenerhaltung verschwindet. Da dieser Term («on),,, abhangt, ist zu hoffen, dass er zur
Koerzivitat vonJy fuhrt. Dies wird im nachsten Abschnitt gezeigt.

Satz 5.5.2Es gilt fur (Up, \)T € K" x Sk x Sh

(Uo, M) 18st (S) < (Up, )T 16st (S).
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BEWEIS. '<=": Sei (U, \)? Lésung von ($), dann erhalt man nach dem Ableiten vbsnach
A und dem Einsetzen vom= 1 die Massenerhaltung: = (u, 1),,. Damit gilt

1 1
L(Uo, ) = Lo(Uo, ) + 56m* < Lo(Up, N) + 58m* = L(Up, A). (5.5.2)
Ferner gilt
(Dyhg(u)) (v) = 6(u, 1)p(vy —u, 1)p — 0m(v, — u, 1), = 0.

Damit gelten (5.4.2) - (5.4.4) aus Bemerkung 5.4.1 auchlffjrund wir erhalten &hnlich dem
Vorgehen (5.4.5) in Satz 5.4.3

L(V,\) > L(Uy, A).

'=": Sei (Uy, \)T Losung von (S), dann erhalt man aus (5.4.4) in Bemerkufd ®benfalls die
Massenerhaltung: = (u, 1), und damit analog zu (5.5.2) die Maximalitat bezuglichVegen
hg(v,) > 0 folgt auch die Minimalitat bezuglich’ sofort:

1 1
Lo(Up, ) = L(Up, ) — §9m2 < L(V,\) — §9m2

1
< L(V,A) = 50m* + ho(vu) = Lo(V, ).

Satz 5.5.3Es gilt fur Up € K{yg):
Up 16st (M) < Uy lost (Mp).
BEWEIS. SeiV € K(ONB) beliebig, dann erfully” (NB). Somit gilt (v, 1), = m und
1
J(V) = J(V) + hg(vy) = Jo(V) + 59m2.
Also sind J und Jy auf K(ONB) bis auf eine Konstante identisch und diguivalenz ist trivial

erfullt. [ |

Die Beziehungen der verschiedenen Formulierungen decl@leg werden in folgendem Satz
zusammengefasst.

Satz 5.5.4Folgende Aussagen sindrfU = (u, w)T € K" x S", Uy = (u,wo)T € K x Sk
und\ € S" aquivalent:

(1) U ist Losung von (CH).

(2) (Ug, \)T ist Losung von (S).

(3) (Up,\)T ist Losung von (9.

(4) Uy ist Losung von (M).

(5) Uy ist Losung von (M).
Dabei giltwy = w — 1/|Q|(w, 1), und X = w.
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5.5.4 Der Uzawa Algorithmus flr die diskrete Cahn-Hilliar  d Gleichung

Nun werden die Eigenschaften von {Mund () gezeigt, die es ermoglichen, den Uzawa Al-
gorithmus auf die zu (CH) aquivalenten Probleme anzuwende

Definition 5.5.2 Es seiH := S x St und furU = (u,w)?,V = (v, v,)? € H die Bilinear-
form ay und das Funktiondl, definiert durch
ag(U,V) :=~v(Vu, Vu,) + 7(Vw, Vo) + 0(u, 1) (vy, 1),
lg(V) := ly(vy) + Om(vy, 1)p.

Bemerkung 5.5.1 H ist ein Hilbertraum undi™” x S{} C H ist konvex und abgeschlossen.

BEWEIS. H ist als Produkt der Hilbertraumé” und S% selbst Hilbertraum mit dem Skalar-
produkt (U, V)g = (u,vy)n + (Vu, Vo) + (Vw, Vuy,) und der Norm||V ||z = |lvylln +
lvul1 + |vw|1. Konvexitat und Abgeschlossenheit véitt x S folgen aus der Konvexitat und
Abgeschlossenheit voR" ¢ S" und S c Sh. [
Lemma 5.5.1 Jy lasst sich darstellen als

Jo(V) = %ag(v, V)—l(V) WV eH

und es gilt
(1) 1y ist stetig aufH,
(2) ay ist stetig aufd x H,
(3) ag ist koerziv, d.h. es existiett > 0 mitag(V, V) > ||V % vV e H.

Bewels. Die Darstellung vonJy ergibt sich direkt aus der Definition.
(1) Die Stetigkeit folgt aus der Linearitat auf dem endfiithensionalen Raurfy.
(2) ag ist bilinear auf dem endlichdimensionalen Raéimalso auch stetig.
(3) Nach der diskreten Poincaré-Ungleichung {iltl, < C (|(v,1)s] + |v]1) fur v € S*,

also auch
JolF; < O (0, 1l + [o11)? < 3C7 (0,17 + o)
Damit gilt
oV, V) > min{/2,0) (2lunf? + (v, 1R) + 7l
> BB O 10 13+ min /2,03 +
> min { oL 20 30,7 (ol + fof + o) = VI

=«
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Lemma 5.5.2 Es existiert ein lipschitz-stetigas : H — S*, so dassiir jedesV € H
(1, ®(V)) g1 = (V1) — Lo (12) Ve S (5.5.3)

gilt. Furr jedesy € S™ ist die AbbildunglV” — (u, ®(V))gr konvex und stetig auf. Ferner gilt
fur @

Lo(V, 1) = Jo(V) + (1, ®(V)) g Vue S VWV eH.

BEWEIS. SeiV € H beliebig und fest gewahlt, dann ist
aw(V,") = lp(-) : S" = R

linear und stetig auf dem Hilbertraugif'. Also existiert nach dem Darstellungssatz von Fréchet-
Riesz genau ei®(V) € S mit (5.5.3). Da ein solche®(V) firr jedesV € H existiert und
eindeutig ist, istb : H — S” eine wohldefinierte Abbildung. Insbesondere ist sie affiedr
und stetig, also auch lipschitz-stetig. Damit ist auch didbifdung

Ve (V) = (1, (V) g

fur jedesy als Komposition einer affin-linearen, stetigen und einagdiren, stetigen Abbildung
konvex und stetig. Die Darstellung vdiy folgt sofort aus der Definition vo®. Fir die Fol-
ge U™ ist dabei die Wahl des Skalarprodukt-)g» auf S unerheblich, sie fiihrt lediglich zu
unterschiedlichen FolgeN®. [ |

Nun wird M := K" x Sh ¢ HundA := S" c S"* = L gesetzt und der Uzawa Algorithmus
angewandt, um () zu l6sen.

Satz 5.5.5Die vom Uzawa Algorithmus definierte Folgé" konvergiert inH stark gegen die
LosungU von (M).

BEWEIS. Wegen deAquivalenz zu (CH) hat (9 eine Losung. Mit Bemerkung 5.5.1, Lemma
5.5.1 und Lemma 5.5.2 sind nun alle Voraussetzungen fir m&t1 erflllt. Also konvergiert
U™ gegen eirl/yzawa Mit

Jo(Uuzawa) + sull:\)(u, @ (Uuzawa)) s < Jo(V') + sull:\)(,u, d(V)gn YV eM. (5.5.4)
pe pe

Da wir ® auf dem ganzen Rausi* = A betrachten, gilt fir jede¥ € H

sup(p, ®(V))gn =

{ 0 falls V (NB) erfullt,
HEA

oo sonst

also ist (5.5.4) zu (M) aquivalent und es git/yawa= U. |
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5.5.5 Implementierung des Algorithmus

In diesem Abschnitt wird der Uzawa Algorithmus fir die disle Cahn-Hilliard Gleichung alge-
braisch formuliert. Ferner wird auf einige Besonderhelieinder Implementierung eingegangen.

Im Schritt (2) des Uzawa Algorithmus igf(u™, w, \") fir festes\" in K" x S zu minimieren.
Dies fuhrt nach Korollar 2.2.1 auf eine Variationsungheing der Art

(Dun Lo (u™, wiy, \), vy — u™) gn > 0 Vo, € K", (5.5.5)

(Dug Lo (", w, A™), vw) g = 0 Yo, € Sh. (5.5.6)
Da in Ly keine Terme vorkommen, die sowahlals auchw enthalten, kbnnen beide Probleme
unabhangig voneinander gelost werden. Das Skalarptdduks. sei hier so gewahlt, dass esin

der Koeffizientendarstellung dem Euklidischen Skalarpkbduf RV entspricht. Damit ergibt
die Definition furr die Funktionb aus Lemma 5.5.2 folgende Darstelluitgn der Basis vors™:

®(v,,v,) =b— My, — TAv,,.

U Zw

Fur die Variationsprobleme (5.5.5) und (5.5.6) ergibtB#sisdarstellung

(v —u")T(YA+6M)u" > (v — ™) (b+ MA" +mM1)  Vee K", (55.7)
TAwy = TAN". (5.5.8)

Dabei istM := M117M die Matrix, die die Bilinearform(x, 1);,(y, 1), darstellt. Sie ist mit
M;; = M;; M;; vollbesetzt. Die Aktualisierung des Lagrange-Multiptides in Schritt (3) lasst
sich darstellen als

An-ﬁ-l — An +Pn(b _ Mﬂn _ TAMSL)

Da A" undw( nach (5.5.8) bis auf eine Konstante tibereinstimmen unaimits (3) nurVwg
benotigt wird, kann nach dem Einsetzen von (5.5.8) auf éieeBhnung vomuj verzichtet wer-
den. Dies entspricht der Tatsache, dass fir die Losun@dtslpunktproblema = w gilt und

wg nur bis auf eine Konstante mit Ubereinstimmt. Damit lasst sich der Uzawa Algorithmus zu
gegebenem Startwekf darstellen als:

(1) Fir n=0,... bestimme™ und A" durch:

(2) Lose die Variationsungleichung® € K":

(v —u") T (yA+0M)u" > (v — u™)T (b+ MA" +OmM1)  Yve K"

3 Setze\" ™t = A" 4 p,, (b — Mu™ — TAWE).

Dabei lasst sich fur die durqw A + 9]\7) gegebene symmetrische Bilinearform analog zu Lem-
ma 5.5.1 Koerzivitat zeigen. Somit kann die Variationdeiegung in Schritt (2) zum Beispiel
mit dem monotonen Mehrgitterverfahren gelost werden.vDlebesetzte Matrix\/ stellt dabei
kein Problem dar. Matrixmultiplikationen mit voll besegrtMatrizen bendtigen normalerweise
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O(N?) Operationen, lassen sich hier aber dukéh = (M1)((1T M)x) auswerten, also im We-
sentlichen durch das Skalarprodukt vohM = (M, ..., M) undz. Soll das GauR-Seidel
Verfahren als Glatter im monotonen Mehrgitterverfahrageavandt werden, so sind Ausdriicke
der Form

i—1 N
= STt N
o = ”x]— + ij L
j=1 j=i+1

nacheinander fii = 1, ..., N auszuwerten. Wege?ln?ij = M;;M;; erhalt man durch Ausklam-
mern voni;;

Q

M,

i1 = M1 ( + Myt — Mi+1,i+13€?+1> .

Somit ist die Auswertung miD (1) Operationen und ein Gauf3-Seidel Schritt M{tV) Opera-
tionen durchfuihrbar. Es ist jedoch darauf hinzuweisessdiar den Algorithmus ein Parameter
pn gewahlt werden muss, der nicht nur quantitativ, sondeoh gualitativ die Konvergenz be-
einflusst. Aus dem Konvergenzbeweis in [GLT81] geht herdass

2ap, + C3p2 >0

alsop,, € (0;2a/C?) gelten muss, um Konvergenz zu gewahrleisten. Dabélislie Lipschitz-
Konstante vonb und « die Koerzivitatskonstante der Bilinearform. éhier von der Konstan-
ten in der Poincaré-Ungleichung abhangt (siehe Bewaishemma 5.5.1), sind die genauen
Konstanten im Allgemeinen unzuganglich. Es lasst siadr abmerhin feststellen, dass der Al-
gorithmus fiirp,, klein genug konvergiert.
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6 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt werden der GauR-Seidel AlgorithmusderdJzawa Algorithmus auf eini-
ge Beispiele angewandt und miteinander verglichen. Es siifd zeigen, dass die Algorithmen
ein hochst unterschiedliches Konvergenzverhalten reige

Der Splitting-Algorithmus von Lions-Mercier wird dem nichegeniber gestellt. Es ist dort in
jedem Iterationsschritt ein gestortes lineares Sattddipmoblem zu 16sen, zum Beipiel mit dem
Uzawa Algorithmus. Die Nebenbedingung ist dabei die gleiefe im Sattelpunktproblerfs).
Nur die Minimierungsprobleme sind in diesem Fall unregiiert. Da sich symmetrische Hin-
dernisprobleme mit dem monotonen Mehrgitterverfahremgbdahnlich schnell 16sen lassen
wie lineare, ist der Aufwand fur einen Iterationsschrittgleichbar mit dem, den das Losen von
(CH) mit dem Uzawa Algorithmus erfordert. In der Arbeit [BB& von Barrett, Blowey und
Garcke wird, um dies zu umgehen, die diskrete Cosinus Toemstion zur Losung der Glei-
chung verwendet. Sie ist fur derartige Gleichungssysterder Arbeit [BE92] von Blowey und
Elliott beschrieben. Jedoch ist ihre Anwendung auf quéliae¢, uniforme Gitter beschrankt,
weshalb die Verwendung als allgemeiner Loser ausscheidet

6.1 Implementierung

Es wurde bereits bei der Vorstellung der Algorithmen daeidegangen, wie sich die anfallen-
den Operationen sinnvoll algebraisch durchfiihren laddandie Algorithmen testen zu kbnnen,
wurden sie in einem selbst verfassten Programm in C impléaren

Fur die Losung der Variationsungleichung im Uzawa Algorius wurde ein monotones Mehr-
gitterverfahren angewandt. Den Kern des Programms biligegjrit-Struktur. In ihr sind die
Knoten und Elemente der Triangulierung als verketteteeléstthalten. Jeder Knoten speichert
dabei in seiner Struktur die zu ihm gehorigen Werte deraediven Vektoren und in einem Array
die zu ihm gehorigen Matrixeintrage. Alle Matrix- und \fekoperationen werden nun mittels
eines Durchlaufens dieser Listen gestaltet. Die Datektstrupesitzt den Vorteil, leicht auf die
Speicherung einer Gitterhierarchie erweiterbar zu seia.niultigrid-Struktur beinhaltet eine
solche Gitterhierarchie. In ihr sind die Gitter der versdginen Ebenen ebenfalls durch eine
verkette Liste gespeichert.

6.2 Resultate

Um das Verhalten der Algorithmen zu untersuchen, wurden ewmen Folgen von Problemen
in der Zeit gelost. Da jedoch alle Algorithmen die Probleém@dem Zeitschritt einzeln losen,
wurde besonderes Augenmerk auf die Losung dieser Telgmabzu einem Zeitpunkt gelegt.

Alle Experimente wurden auf dem Einheitsintervall oder déimheitsquadrat mit uniformen
Gittern durchgefiihrt. Als Startwert wurde jeweils eingatuzufallige Werte leicht gestorte
Nullfunktion (ug(x) < %) verwendet. Dies entspricht einer gleichmafigen Dursbming der
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beiden Spezies mit kleinen Unregelmafigkeiten, an deidndse Separation entwickelt. In
Abbildung 6.4.1 sind die Zeitpunkte = 0, 10, 20, 30, 50 und 500 der Losung fur das eindi-
mensionale Problem mit = 0.001, 7 = 0.001 und mith = 6—14 abgebildet. Es ist zu beobachten,
dass in der Anfangsphase sehr schnell eine Separatioitteintt die Evolution mit der Zeit im-
mer langsamer wird. In Abbildung 6.4.2 sind die Losungendés zweidimensionale Problem
mit v = 0.001, 7 = 0.001 und mith = 3% Zu den Zeitpunktem = 0, 20, 40, 80, 160 und
500 dargestellt. Auch hier ist nur zu Beginn ein Separatiorsgse festzustellen. Im spateren
Verlauf ist die Evolution dagegen weitestgehend von eirgringerung der Krimmung des In-
terfaces gepragihnliche Ergebnisse erbrachten auch Rechnungen mit andeezametery
und anderen Startwerten.

Als Startwert fur die Iteration wurde jeweils die Losungsalem vorherigen Zeitschritt verwen-
det. Da sich zu Beginn die Losungen aufeinanderfolgenadtshritte starker unterscheiden,
benotigten die Algorithmen dort deutlich mehr Iteratisetsritte. Deshalb wurde zum Vergleich
der Geschwindigkeit das Teilproblem im ersten Zeitscly@hauer untersucht. Zur Kontrolle
der Konvergenzgeschwindigkeit der Algorithmen wurde &eferenzldésung bestimmt. Dazu
wurde die Iteration mit dem Gaul3-Seidel Verfahren audgefiis eine Iterierte erreicht wur-
de, fur die beide Verfahren nur noch Korrekturen, derenmiNkleiner als10~15 ist, ausfiihrten.
Da beide Verfahren konvergieren, wurde diese lteriertenamieeichend genaue Naherung der
exakten Losung betrachtet. Wahrend der Iteration wuddenGrof3en verfolgt:

(1) Die|| - ||n-Norm der Differenz zur Referenzlosunig — u™ ||,
(2) Die|| - ||n-Norm der Korrekturenfju™t — ™|,
(3) Die|| - ||n-Norm des Defektes in Gleichung (4.3.1), also der Nebemigertig in(.S).

Die Iteration wurde jeweils beendet, wejtm—u"||;, < tol = 10~1° erreicht wurde. Der Verlauf
dieser GrofR3en ist in Abbildung 6.4.3 - 6.4.5 fur 1-D und i4.6 - 6.4.8 fur 2-D dargestellt. In
allen folgenden Abbildungen stellt die durchgehende Lilder Gaul3-Seidel und die gestrichelte
Linie den Uzawa Algorithmus dar. Alle drei GroRRen verhalsech sehr ahnlich. Es fallt auf, dass
sie fur groRes beim GaulR-Seidel Verfahren deutlich schneller abfallém.Kieinesh wird die
Gaul3-Seidel Iteration jedoch deutlich schlechter und digékturen beginnen zu oszillieren.

Stellt man die Anzahl der Iterationsschritte gegenubierdia: Algorithmen bendtigen, um unter
die vorgegebene Toleranzschranke zu fallen, so erkenninm@obildung 6.4.9, dass diese mit
kleiner werdendenmh beim Gaul3-Seidel Algorithmus rapide wachst und beim Uzalgarith-
mus deutlich leichter ansteigt.

Es ist allerdings anzumerken, dass fir den Uzawa Algorithder Parametergewahlt werden
muss und ein zu grol3 gewahltedonvergenz verhindert, wohingegen ein zu kleines sie sehr
verlangsamt. Der Parametgihat jedoch keinen qualitativen Einfluss auf die Konvergend u
wurde immer gleichl gesetzt. In den prasentierten Beispielen wysdempirisch durch Aus-
probieren moglichst gro3 und wahrend der Iteration kamtsgewahlt. Auch der Aufwand in
einem lterationsschritt ist nur schlecht vergleichbaahéhd im Gaul3-Seidel Verfahrénn)
Operationen anfallen, ist im Uzawa Algorithmus jeweils ggmmetrisches Hindernisproblem
zu lésen. Die Experimente haben gezeigt, dass die Anzahaterendigen Mehrgitterschritte
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mit kleinem h kaum wachst. Um den Aufwand zu verringern, wurde auch eiarakte Vari-
ante des Uzawa Algorithmus, bei der jeweils hochstensMetirgitterschritte ausgefihrt wur-
den, betrachtet. Abbildung 6.4.10 stellt die Anzahl deraliensschritte, die dieses Verfahren
benotigte, dem GaulR-Seidel Verfahren gegeniiber. Es giely dass die Geschwindigkeit des
Uzawa Algorithmus unter dieser Vereinfachung kaum leidet.

6.3 Fazit

Die Experimente haben gezeigt, dass beide Verfahren nurlaeggsam konvergieren. Beim
Uzawa Algorithmus sind dazu auch noch Parameter zu wablkmijt Uberhaupt Konvergenz
vorliegt. Er besitzt gegentiber dem Gaul3-Seidel Verfajgdoch den grof3en Vorteil, mit klei-
ner werdender Schrittweite nicht signifikant langsamer asden. Auch kann der Aufwand
drastisch reduziert werden, wenn die Probleme nicht exalkisgwerden. Dieses Ergebnis ist
allerdings rein empirisch. Zwar wurden in verschiedenebeiten (siehe zum Beispiel [CHO3])
inexakte Varianten des Algorithmus untersucht, jedochfauden Fall, dass die Teilprobleme
unrestringierte Minmierungsprobleme sittbliche Techniken, um den Uzawa Algorithmus zu
beschleunigen, wie etwa die Augmented-Lagrange Verfa{siee [FG83]), lassen sich auf-
grund der besonderen Form der Nebenbedingung hier niaktdinwenden. Es ist bisher of-
fen, ob und wie sie sich an das hier untersuchte Problem s@pdassen. Es ist ferner zu un-
tersuchen, ob und wie sich andere Verfahren zur LosungrdaneSattelpunktprobleme anpassen
lassen.
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6.4 Ergebnisse der numerischen Experimente

6.4.1 Die L6sungin 1-D

Die Losung im eindimensionalen Fall mit= 0.001, 7 = 0.001 undh = &;

1
4

0 1
-1} -1
_l, _l,

0 1 0 1
-1 -1
_l, _l,

0 1 0 1

Abbildung 6.4.1: Zeitschritt¢” mit n = 0, 10, 20, 30, 50, 500
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6.4.2 Die LOsungin 2-D

Die Losung im zweidimensionalen Fall mit= 0.001, 7 = 0.001 undh = 6—14

1

0.2 0.4 0.6 . ‘ 0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 6.4.2: Zeitschritt¢™ mit n = 0, 20, 40, 80, 160, 500
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6.4.3 Verlauf der Iteration in 1-D

10 10 10
e 10° 10° \\
10° N T .
B \\\\\ 167 Tl o Sl 167 Tl .
10—10 - .
10*15 10*15
_15 20 20|
107 500 1000 1500 2000 X0 0 500 1000 1500 2000 X0 0 500 1000 1500 2000
Abbildung 6.4.31|u — u™||, [[u"*! — u"||;,, Defektnorm furh = ;&
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10° . - el
i T 10™ i g 10™ T
107 N
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Abbildung 6.4.4|u — u™||, [[u"*! — u"||),, Defektnorm furh = 5
10° 10° 10°
2
ward ad ad

Abbildung 6.4.5][u — u"||4, [[u™*! — u"||;,, Defektnorm furh =
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6.4.4 Verlauf der Iteration in 2-D

10 10° 10°
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Abbildung 6.4.64|u — u™||, [[u"*! — u"||),, Defektnorm furh = 5
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Abbildung 6.4.84|u — u™||, [[u"*! — u"||),, Defektnorm furh = g
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6.4.5 Anzahl der Iterationsschritte

X 10
3 ‘ ‘ ‘ 350
25 3000
ol 2500
2000 -
15 - S
1500
1,
1000
0-57 500,
116 132 1le4 1128  1/256 16 1/32 1/64

Abbildung 6.4.9: Iterationschritte, uffu — u"||, < 107! zu erreichen,1-D und 2-D

X 10
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25 3000
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2000
15

1500
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1000
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Y16 1/32 1/64 1/128 1256 1116 1/32 1/64

Abbildung 6.4.10: GauR3-Seidel und inexakter (gepunkte@wh Algorithmus im Vergleich
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A Notation

Es werden folgende Notationen verwendet:

Q
Ifllv
(fag)\/
(f',9) = f'(9)
T/

d
Ty ZxTyzgxiyi
2] = (z-x)3
(f,9) = g{ f(x)g(x)dx
1£1lo = (f,f)?
(Vf,Vg) = S{Vf(x) -Vy(z)dx
1/l = (Vf,Vg)?
£ = |Ifllo + |1
1 £1l-1 =|Gfh

beschranktes Gebiet R?, d € {1, 2,3},
das der gleichmaRigen Kegelbedingung genigt

Norm auf dem Rauny’
Skalarprodukt auf dem Rauin
duale Paarung vol’ undV

adjungierter Operatdf
euklidisches Skalarprodukt R®

euklidische Norm irR¢ bzw. Betrag inR

L?-Skalarprodukt

L2-Norm

.L?-Skalarprodukt' vorv f undVg

H'-Skalarprodukt

H!'-Halbnorm
H!-Norm

zu|| - ||z (o)) @quivalente Norm auf
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