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Einleitung

Die Methoden der Mathematik werden vielfach eingesetzt, umkomplexe Vorgänge physikali-
scher, chemischer, biologischer oder volkswirtschaftlicher Natur zu modellieren und zu simu-
lieren. Zur Beschreibung physikalischer Prozesse haben sich insbesondere partielle Differen-
tialgleichungen als hilfreich erwiesen. Sie gestatten es,Erhaltungssätze sowie Zustands- und
Materialgesetze elegant zu formulieren und damit Modelle zur Beschreibung dieser Prozesse zu
entwickeln.

In der Materialwissenschaft kommt Phasenübergangs- und Phasenseparationsprozessen beson-
dere Bedeutung zu. Diese beschreiben, wie sich verschiedene Phasen ineinander umwandeln,
wie es bei Schmelz- oder Reaktionsvorgängen der Fall ist, oder sich entmischen. Die Entmi-
schung von Legierungen als Beispiel für Phasenseparationist ein Effekt, der die Haltbarkeit von
Materialien und Werkstücken deutlich beeinflussen kann. Deshalb ist man an einer Simulation
der dabei auftretenden Prozesse interessiert. Zur Modellierung solcher Vorgänge werden die Ge-
setze der Thermodynamik angewandt. Das Resultat sind Phasenfeldmodelle, die auf partiellen
Differentialgleichungen beruhen und verschiedene Aspekte des jeweiligen Vorgangs beschrei-
ben. Ein einfaches Modell für Separationsprozesse ist dieCahn-Hilliard Gleichung.

Im Rahmen dieser Arbeit soll ein Einblick in die Struktur derCahn-Hilliard Gleichung mit Hin-
dernispotential und ein̈Uberblick über die Techniken zu ihrer numerischen Lösungmit dem
Computer gegeben werden. Dazu wird in Kapitel 1 eine kurze physikalische Motivation entwi-
ckelt, um ein Verständnis für die Bedeutung der Gleichungzu schaffen.

In Kapitel 2 werden die mathematischen Hilfsmittel, die zuranalytischen und numerischen Be-
handlung der Gleichung benötigt werden, eingeführt. Neben Begriffen aus der linearen Funk-
tionalanalysis sind dies insbesondere solche aus der nichtlinearen Funktionalanalysis und der
konvexen Analysis. Sie ermöglichen es, auch nichtlineareund nicht glatte Probleme wie die
Cahn-Hilliard Gleichung mit Hindernispotential elegant zu behandeln.

Die kontinuierliche Cahn-Hilliard Gleichung wird in Kapitel 3 analytisch behandelt. In diesem
Rahmen werden mit den eingeführten Techniken und Begriffen Existenz- und Eindeutigkeitsre-
sultate gezeigt. Grundlage der Untersuchungen ist dabei eine Formulierung der Gleichung als
Variationsproblem in einem Sobolevraum.

Kapitel 4 untersucht eine Diskretisierung der Gleichung mittels finiter Element Techniken. Es
wird die Existenz und Eindeutigkeit von diskreten Lösungen gezeigt und ein Konvergenzresultat
zitiert. Die darin gegebene Fehlerabschätzung stellt denZusammenhang zwischen den Lösungen
der kontinuierlichen und der diskreten Gleichung her.

Die Lösung der dabei entstehenden diskreten Probleme ist Thema von Kapitel 5. Da die übli-
chen Verfahren zur Lösung linearer Probleme nicht anwendbar sind, werden nichtlineare Löser
betrachtet. Es wird der Operator-Splitting Algorithmus von Lions und Mercier und eine von Bar-
rett vorgeschlagene nichtlineare Block-Gauß-Seidel Iteration präsentiert. Da die Geschwindig-
keit dieser Algorithmen unbefriedigend ist, wird eine Formulierung der diskreten Cahn-Hilliard
Gleichung als Minimierungs- und Sattelpunktproblem entwickelt. Ziel ist dabei die Anwend-
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barkeit schneller Mehrgitterverfahren. Es wird jedoch eine zusätzliche Nebenbendingung ein-
geführt, die die Anwendung des ebenfalls langsamen Uzawa Algorithmus notwendig macht.

Der Gauß-Seidel und der Uzawa Algorithmus werden schließlich in Kapitel 6 anhand exempla-
rischer Rechnungen für ein- und zweidimensionale Probleme verglichen. Es wird insbesondere
auf die Entwicklung der Geschwindigkeit der Algorithmen bei wachsender Anzahl von Unbe-
kannten eingegangen.

Für die in der Arbeit angeschnittenen Themenkomplexe der Mathematik werden Referenzen zu
detaillierteren Darstellungen gegeben. Die präsentierten Sätze werden entweder bewiesen oder
es werden, falls die Beweise den Rahmen der Arbeit sprengen würden, Referenzen auf Arbeiten
oder Bücher gegeben, in denen sie zu finden sind. In wenigen Fällen wird eine kurze Beweisskiz-
ze gegeben, um auf einzelne Aspekte hinzuweisen, ohne den gesamten Beweis auszuführen.

An dieser Stelle möchte ich herzlich Prof. Ralf Kornhuber für seine engagierte, geduldige und
allzeit hilfsbereite Betreuung bei der Bearbeitung des Themas danken.

Berlin, August 2004 Carsten Gräser
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1 Physikalische Motivation der Cahn-Hilliard Gleichung

Die Cahn-Hilliard Gleichung beruht als Phasenfeldmodell auf den Gesetzen der Thermodyna-
mik. Sie beschreibt dabei die Separation zweier Spezies. Eine Einführung in die Thermodynamik
und eine detaillierte thermodynamische Fundierung von Phasenfeldmodellen kann und soll aller-
dings im Rahmen dieser Arbeit nicht erfolgen. Ziel ist es vielmehr, durch eine kurze Motivation
einen Eindruck von den physikalischen Prozessen zu vermitteln, die die Gleichung beschrei-
ben soll. Eine detaillierterer Einblick in die Modellierung von Phasenseparationsprozessen ist
beispielsweise bei [BS96] zu finden.

1.1 Die Ginzburg-Landau Energie

Die Cahn-Hilliard Gleichung beschreibt die Separation eines Gemisches oder einer Legierung
zweier Spezies A und B in einem beschränkten räumlichen Gebiet Ω. Für solche Legierungen
lässt sich beobachten, dass sie oberhalb einer kritischenTemperaturTc stabil sind, das heißt es
findet keine Entmischung statt. In diesem Zustand können die Spezies uniform über das Gebiet
verteilt sein. Wird die TemperaturT jedoch unter die kritische TemperaturTc gesenkt, so setzen
Entmischungsprozesse ein. Einen gutenÜberblick über diese Thematik verschafft der Artikel
[Ell89].

Zunächst werden jedoch stationäre Gleichgewichtszust¨ande beschrieben. Hierzu betrachtet man
im einfachsten Fall eine lokale freie Energieψ(u, T ) für jeden Punktx im Gebiet, wobeiu
den Zustand im Punktx beschreibt. Es ist jedoch zu beobachten, dass der Separationsprozess
in räumlich getrennten Punkten nicht unabhängig voneinander stattfindet. Es bilden sich Regio-
nen aus, in denen nur jeweils eine Phase vorliegt, was sich durch Oberflächenenergien erklären
lässt. Die Grenze zwischen diesen Regionen wird als Interface bezeichnet. Um nun den Zustand
des Systems zu beschreiben, wird ein Ordnungsparameteru eingeführt. Für eine Legierung be-
schreibt dabeiu(x) die Konzentration der Spezies im Punktx. Dabei entsprichtu(x) = 1 dem
reinen Vorliegen von Spezies A undu(x) = −1 dem reinen Vorliegen von Spezies B im Punkt
x. Liegen beide Spezies gemischt vor, nimmtu(x) Werte in(0; 1) an. Wird von einer nur lokal
definierten freien Energie ausgegangen, so lässt sich die Gesamtenergie des Systems mit

E(u) =

∫

Ω

ψ(u(x), T )dx

beschreiben. Vor dem Hintergrund dieser Systemenergie wirdψ(u(x), T ) auch als Energiedich-
te bezeichnet. Um auch die Oberflächenenergie am Interfacezu modellieren, haben Cahn und
Hilliard in [CH58] den Term1

2γ|∇u|
2 eingeführt und zuψ(u, T ) addiert. Dies führt zu

Ψ(u(x), T ) = ψ(u(x), T ) +
1

2
γ|∇u(x)|2

und zur Gesamtenergie

Eγ(u) =

∫

Ω

ψ(u(x), T ) +
1

2
γ|∇u(x)|2dx.
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Ein solches Energiefunktional wird als Ginzburg-Landau Energiefunktional bezeichnet. Dabei
lässt sich zeigen, dassγ > 0 proportional zur Dicke des Interfaces im Gleichgewichtszustand
ist. Für einen Gleichgewichtszustand ist auch zu erwarten, dass der Ordnungsparameteru dieses
Funktional minimiert. Es gibt prinzipiell zwei Arten von Phasenfeldmodellen: Modelle mit und
Modelle ohne Massenerhaltung. Die Separation ist der klassische Fall mit Massenerhaltung, da
sich die Spezies nur trennen und nicht ineinander umwandeln. Deshalb ist im Gleichgewichts-
zustand zusätzlich noch die Massenerhaltung

∫

Ω

u(x)dx = um|Ω|

zu fordern. Soll nun die Dynamik des Systems modelliert werden, so istu auch von der Zeit
abhängig zu betrachten, also alsu(x, t). Für Systeme ohne Massenerhaltung nimmt man meis-
tens an, dass die Dynamik sich in Richtung der Minimierung von Eγ entwickelt, also in Richtung
der negativen Funktionalableitung vonEγ nachu. Dies führt auf die Evolutionsgleichung

∂u

∂t
= −

∂

∂u
Eγ(u).

1.2 Die Cahn-Hilliard Gleichung

Im Fall der Massenerhaltung wird die Funktionalableitung

〈w, v〉 =
〈
E ′

γ(u), v
〉

= (ψ′(u), v) + γ(∇u,∇v) (1.2.1)

als chemisches Potential bezeichnet und als eine thermodynamische Kraft interpretiert. Für den
MassenflussJ wird nunJ = −M∇w gefordert. Dabei istM ein Mobilitätsfaktor. Damit gilt

∂u

∂t
= div(M∇w). (1.2.2)

Die dadurch gegebene Gleichung wird als Cahn-Hilliard Gleichung bezeichnet. Durch Einset-
zen der Beziehungen (1.2.1) und (1.2.2) ergibt sich die partielle Differentialgleichung vierter
Ordnung

∂u

∂t
= div(M∇(ψ′(u) − γ△u)) x ∈ Ω, t > 0.

Falls es sich um ein abgeschlossenes System handelt, existiert kein Fluss über den Rand. Damit
ergibt sich die Randbedingung

M(∇w) · ν = 0 auf∂Ω.

Für u werden natürliche Randbedingungen gewählt, die sich für die Variationsformulierung
(1.2.2) ergeben:

γ(∇u) · ν auf∂Ω.
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Des Weiteren ist für ein Evolutionsproblem ein Anfangswert vorzugeben. Dies geschieht durch

u0(x) = u(x, 0) x ∈ Ω.

Die Frage ist nun, wie die Funktionψ aussieht. Da uniforme Zustände fürT > Tc stabil sind,
nimmt die Funktion ihr Minimum im Inneren des Intervalls(−1, 1) an.

−1 0 1

T>T
C

T<T
C

 

T<<T
C

 

Abbildung 1.2.1: Die Funktionψ für verschiedeneT

Eine oft verwendete Wahl fürψ ist die Funktion

ψ(u) = ψ(0, T ) +
1

2
KTcu

2 +
1

2
KT [(1 − u) loge(1 − u) + (1 + u) ( log)e(1 + u)] ,

mit

ψ(0, T ) =
1

2
KTc − kT loge 2,

wobeiK die Boltzmannkonstante ist. Sie besitzt die Eigenschaft, für T > Tc in (−1; 1) konvex
zu sein. Somit sind uniforme Zustände energiearm. FürT < Tc besitztψ zwei Minima−1 <
a < 0 < b < 1. Diese führen zu Separationsprozessen, da der Zustandu = 0 nicht mehr
minimale Energie besitzt. Für kleiner werdendesT rücken die Minima immer näher an−1 und
1. Füru→ ±1 gilt jedoch immerψ(u) → ∞. Damit ist sichergestellt, dassu nicht größer oder
kleiner als1 wird, was der Interpretation als Konzentration widerspräche. Der Grenzfall, in dem
T sehr klein gegenüberTc wird und gegen0 geht, ist Thema dieser Arbeit. Beim so genannten
deep-quench-limit wird davon ausgegangen, dass das Systemin einem uniformen Zustand bei
T > Tc mit

u0(x) = um + ξ(x)

für |ξ(x)| ≪ 1 und
∫
Ω ξ(x)dx = 0 ist. Nun wird die Temperatur sprunghaft rapide gesenkt, was

T ≪ Tc entspricht. Damit wird aus dem differenzierbaren das nichtdifferenzierbare Funktional

ψ(u) =

{
1
2(1 − u2) für |u| ≤ 1
∞ für |u| > 1

.
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Um u ∈ [−1; 1] sicherzustellen nimmtψ nun außerhalb dieses Intervalls den Wert∞ an, womit
sich die Bezeichnung Hindernispotential fürψ erklärt. In der Formulierung der Cahn-Hilliard
Gleichung tritt die Ableitung vonψ auf, die sich nun nicht mehr bilden lässt. Deshalb wird
auf den Begriff des Subdifferentials zurückgegriffen (siehe Abschnitt 2.2). Damit lässt sich das
chemische Potential darstellen durch

w + γ△u+ u ∈ ∂I[−1;1]

womit die Cahn-Hilliard Gleichung zu folgendem System wird:

∂u

∂t
= △w, (1.2.3)

(|u| − 1)(−γ△u− u− w) = 0, (1.2.4)

(γ△u+ u+ w) sign u ≥ 0, (1.2.5)

|u| ≤ 1. (1.2.6)

Dabei folgt für|u(x)| < 1 aus (1.2.4) wieder genau die Differentialgleichung

−γ△u− u− w = 0.

Multipliziert man diese mitη − u, wobei|η(x)| ≤ 1 gilt, so ergibt sich

(η − u)(−γ△u− u− w) = 0.

Für den Fallu = 1 gilt η − u ≤ 0, womit aus (1.2.5)

(η − u)(−γ△u− u− w) ≥ 0

folgt. Dieselbe Ungleichung folgt auch ausu = −1 undη−u ≤ 0. Damit gilt für alle drei Fälle
diese Ungleichung. Integration überΩ und Anwenden partieller Integration führt schließlich zu

γ

∫

Ω

∇u(x) · ∇(η(x) − u(x))dx−

∫

Ω

u(x)(η(x) − u(x))dx ≥

∫

Ω

w(x)(η(x) − u(x))dx.

In Kapitel 3 wird diese Gleichung als exakt formuliertes Variationsproblem betrachtet.
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2 Funktionalanalytischer Hintergrund

In diesem Kapitel werden einige Resultate der linearen und nichtlinearen Funktionalanalysis zi-
tiert und die benötigten Funktionenräume eingeführt. Ziel ist nicht, eine umfassende Einführung
in die jeweiligen Gebiete zu geben, sondern die für die analytische und numerische Behandlung
der Cahn-Hilliard Gleichung notwendigen Aussagen zusammenzutragen. Da an den verschie-
densten Stellen Aussagen aus den gleichen Themenkreisen verwendet werden, werden diese
nicht an der benötigten Stelle zitiert, sondern vorher thematisch geordnet zusammengestellt.

Einfache Korollare und Bemerkungen, die nicht in der benötigten Form in der Literatur zu fin-
den sind, werden bewiesen. Zu den anderen Aussagen sind jeweils Referenzen für die Beweise
angegeben. Falls die Sätze in der Referenz in ihrer Allgemeinheit den Rahmen der Arbeit spren-
gen würden, werden sie in einfachen Versionen zitiert, dieoffensichtlich in der allgemeinen
Formulierung als Spezialfall enthalten sind.

Sofern nicht anders spezifiziert, bezeichnet in diesem Kapitel V einen mit‖ · ‖V normiertenR-
Vektorraum,V ′ seinen Dualraum,〈·, ·〉 : V ′×V → R die duale Paarung vonV undV ′,H einen
Hilbertraum überR, H ′ dessen Dualraum,(·, ·)H das Skalarprodukt und‖ · ‖H die induzierte
Norm inH. Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz wird teilweiseH mit H ′ und〈·, ·〉H
mit (·, ·)H identifiziert.

Satz 2.0.1 (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz) SeiH ein Hilbertraum, dann existiert zu jedem
x′ ∈ H ′ genau einx ∈ H mit ‖x‖H = ‖x′‖H′ und

x′(y) =
〈
x′, y

〉
H

= (x, y)H ∀y ∈ H.

Die lineare, bijektive, isometrische AbbildungRH : H → H ′ mit RHx = x′ heißt Riesz-
Isomorphismus.

BEWEIS. Der Beweis ist zum Beispiel in [Wer00] gegeben. �

Korollar 2.0.1 Da RH linear, normerhaltend und bijektiv ist, ist sofort klar, dassH ′ ein Hil-
bertraum ist, dessen Norm vom Skalarprodukt

(x′, y′)H′ = (R−1
H x′, R−1

H y′)H = (x, y)H

erzeugt wird. �

2.1 Schwache Konvergenz

Ein Standardresultat der Analysis ist die Existenz konvergenter Teilfolgen von beschränkten Fol-
gen in endlichdimensionalen normierten Räumen. Sie folgtaus der Kompaktheit der abgeschlos-
senen Einheitskugel. In unendlichdimensionalen Räumen ist diese Aussage nicht nur falsch, es
gilt sogar folgende Charakterisierung endlichdimensionaler Vektorräume:
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Satz 2.1.1Folgende Aussagen sindäquivalent:

(1) V ist endlichdimensional.

(2) Die abgeschlossene EinheitskugelBV := {x ∈ V : ‖x‖V ≤ 1} ist kompakt.

(3) Jede beschr̈ankte Folge inV besitzt eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS. Siehe [Wer00]. �

Um die fehlende Kompaktheit der Einheitskugel in unendlichdimensionalen Räumen auszuglei-
chen, wird ein abgeschwächter Konvergenzbegriff betrachtet, der für bestimmte Räume zu einer
ähnlichen Aussage wie (3) führt. Eine ausführliche Darstellung inklusive der hier nicht aus-
geführten Beweise ist beispielsweise bei [Wer00] und in anderen Lehrbüchern zur Funktional-
analysis zu finden.

Definition 2.1.1 Eine Folge(xn) in V heißt schwach konvergent (Notation:xn ⇀ x) gegen
x ∈ V , wenn gilt:

x′(xn) −−−→
n→∞

x′(x) ∀x′ ∈ V ′.

In einem Hilbertraum lässt sich die schwache Konvergenz aufgrund des Darstellungssatzes von
Fréchet-Riesz eleganter darstellen durch:

xn ⇀ x ⇔ (xn, y)H → (x, y)H ∀y ∈ H.

Die Eindeutigkeit des Grenzwertes in normierten Räumen ist klar. Auch die Tatsache, dass
Grenzwerte beschränkter Folgen durch die gleiche Konstante beschränkt sind, folgt direkt aus
der Konvergenz. Um diese Eigenschaften für schwach konvergente Folgen zu zeigen, wird fol-
gendes Korollar aus dem Satz von Hahn-Banach benötigt:

Satz 2.1.2Es seiV ein normierter Raum. Zux ∈ V \ {0} existiert einx′ ∈ V ′ mit ‖x′‖V ′ = 1
undx′(x) = ‖x‖V . Zux1, x2 ∈ V \ {0} mit x1 6= x2 existiert einx′ ∈ V ′ mit x′(x1) 6= x′(x2).

BEWEIS. Siehe [Wer00]. �

Bemerkung 2.1.1

(1) Konvergente Folgen konvergieren schwach gegen denselben Grenzwert.

(2) Der schwache Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt.

(3) Der schwache Grenzwert einer beschränkten Folge ist durch die gleiche Konstante be-
schr̈ankt wie die Folge.

BEWEIS. (1) ist klar, da für normierte Räumef ∈ V ′ folgenstetig ist.
(2) Es geltexn ⇀ x undxn ⇀ x̃ in V , dann giltx = x̃, sonst existiert nach Satz 2.1.2x′ ∈ V ′

mit

lim
n→∞

x′(xn) = x′(x) 6= x′(x̃) = lim
n→∞

x′(xn).
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(3) Es gelte‖xn‖ ≤ C undxn ⇀ x in V . Ist x = 0, so ist‖x‖V ≤ C klar. Sei nunx 6= 0 und
x′ ∈ V ′ gemäß Satz 2.1.2 so gewählt, dassx′(x) = ‖x‖V und‖x′‖V ′ = 1 gilt, dann gilt

‖x‖V = x′(x) = lim
n→∞

x′(xn) ≤ lim sup
n→∞

|x′(xn)| ≤ lim sup
n→∞

‖x′‖V ′‖xn‖V ≤ C.

�

Nun zitieren wir das wesentliche Resultat, dass die schwache Konvergenz für die zu betrachten-
den Funktionenräume interessant macht.

Satz 2.1.3SeiV ein reflexiver normierter Raum und(xn) eine beschr̈ankte Folge inV , dann
existiert eine schwach konvergente Teilfolge(xnk

) von(xn).

BEWEIS. Siehe [Wer00]. �

Die schwache Konvergenz
”
ersetzt“ also in reflexiven Räumen in gewissem Sinne die Kom-

paktheit der Einheitskugel. In der Literatur ist dieser Satz oft für reflexive Banachräume zu
finden, was nur scheinbar eine zusätzliche Voraussetzung ist. Da Dualräume und Bidualräume
von normierten Räumen stets vollständig sind, muss auch ein reflexiver Raum vollständig sein.
Die umgekehrte Beziehung von Beschränktheit und schwacher Konvergenz zeigt das folgende
Korollar aus dem Satz von Banach-Steinhaus.

Satz 2.1.4SeiV ein normierter Raum, dann ist für M ⊂ V äquivalent:

(1) M ist beschr̈ankt.

(2) Für jedesx′ ∈ V ′ ist {x′(x) : x ∈M} beschr̈ankt.

BEWEIS. Siehe [Wer00]. �

Da konvergente Folgen(x′(xn)) in R beschränkt sind, zeigt dies insbesondere, dass schwach
konvergente Folgen beschränkt sind. Damit lässt sich auch eine etwas allgemeinere Charakteri-
sierung schwacher Konvergenz zeigen.

Bemerkung 2.1.2 SeiV ein normierter Raum, dann sind für eine Folge(xn) in V folgende
Aussagen̈aquivalent:

(1) xn ⇀ x, d.h.(xn) ist schwach konvergent.

(2) y′n(xn) → y′(x) gilt für alle konvergenten Folgeny′n → y′ in V ′.

BEWEIS. (2)⇒ (1) ist klar, da konstante Folgen inV ′ konvergent sind.
Für (1)⇒ (2) gilt, da(xn) nach Satz 2.1.4 beschränkt ist,

|y′n(xn) − y′(x)| = |(y′n − y′)(xn) + y′(xn − x)|

≤ ‖xn‖V ‖y
′
n − y′‖V ′ + |y′(xn) − y′(x)| −−−→

n→∞
0.

�
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Auch in nicht reflexiven Räumen gibt es noch ein Konzept, dasdie fehlende Kompaktheit der
Einheitskugel in gewissem Maße

”
ausgleicht“: die schwach-* Konvergenz.

Definition 2.1.2 Es seiV ein normierter Vektorraum. Eine Folge(x′n) in V ′ heißt schwach-*
konvergent gegenx′ ∈ V ′ (Notation:x′n ⇀

∗ x′), falls gilt:

x′n(y) → x′(y) ∀y ∈ V.

Bemerkung 2.1.3

(1) Konvergente Folgen inV ′ konvergieren schwach-* gegen denselben Grenzwert.

(2) Der schwach-* Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt.

(3) Der schwach-* Grenzwert einer beschränkten Folge ist durch die gleiche Konstante be-
schr̈ankt wie die Folge.

BEWEIS. (1) Es geltex′n → x′ in V ′, also‖x′n − x′‖V ′ → 0, dann gilt füry ∈ V

|(x′n − x′)(y)| ≤ ‖x′n − x′‖V ′‖y‖V → 0,

alsox′n(y) → x′(y).
(2) ist klar, dalim x′n(y) in R eindeutig bestimmt ist und da zwei Funktionale identisch sind,
wenn sie auf allen Elementen vonV übereinstimmen.
(3) Es gelte‖x′n‖V ′ ≤ C undx′n ⇀

∗ x′ in V ′, dann gilt für jedesy ∈ V und für die reelle Folge
|x′n(y)| ∈ R

|x′n(y)| ≤ ‖x′n‖V ′‖y‖V ≤ C‖y‖V

und damit für deren Grenzwert|x′(y)| = | lim x′n(y)| ≤ C‖y‖V , woraus nach Definition der
Norm inV ′ ‖x′‖V ′ ≤ C folgt. �

Satz 2.1.5SeiV ein separabler normierter Raum und(x′n) eine beschr̈ankte Folge inV ′, dann
existiert eine schwach-* konvergente Teilfolge(x′nk

) von(x′n).

BEWEIS. Siehe [Wer00]. �

Auch hier zeigt ein Korollar aus dem Satz von Banach-Steinhaus die umgekehrte Beziehung von
Beschränktheit und schwacher Konvergenz, doch ist nun zusätzlich die Vollständigkeit vonV
zu fordern.

Satz 2.1.6SeiV ein Banachraum, dann ist für M ⊂ V ′ äquivalent:

(1) M ist beschr̈ankt.

(2) Für jedesx ∈ V ist {x′(x) : x′ ∈M} beschr̈ankt.
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BEWEIS. Siehe [Wer00]. �

Analog zur schwachen Konvergenz folgt nun aus der Beschränktheit konvergenter Folgen inR
die Beschränktheit schwach-* konvergenter Folgen für BanachräumeV . Auch hier lässt dies
eine allgemeinere Charakterisierung schwach-* konvergenter Folgen zu.

Bemerkung 2.1.4 SeiV ein Banachraum, dann sind für eine Folge(x′n) in V ′ folgende Aussa-
genäquivalent:

(1) x′n ⇀
∗ x′.

(2) x′n(yn) → x′(y) gilt für alle konvergenten Folgenyn → y in V .

BEWEIS. Der Beweis läuft analog zum Beweis von Bemerkung 2.1.2. Essind lediglich die
Elemente ausV undV ′ zu tauschen und die Beschränktheit schwach-* konvergenter Folgen für
BanachräumeV zu nutzen. �

Wie die Begriffe schwache Konvergenz und schwach-* Konvergenz vermuten lassen, lassen sich
beide auch durch Topologien, die sogenannte schwache und die schwach-* Topologie, erklären.
Beide sind lokalkonvexe Topologien auf dem jeweiligen Vektorraum. Mit diesem Ansatz lässt
sich folgender allgemeinerer Satz formulieren:

Satz 2.1.7SeiV ein normierter Raum undBV beziehungsweiseBV ′ die abgeschlossene Ein-
heitskugel im jeweiligen Raum, dann gilt:

(1) BV ′ ist schwach-*-kompakt.

(2) BV ist genau dann schwach-kompakt, wennV reflexiv ist.

(3) BV ist genau dann‖ · ‖V -kompakt, wennV endlichdimensional ist.

BEWEIS. Siehe [Wer00]. �

Es ist jedoch zu beachten, dass in (1) und (2) von Kompaktheitin topologischen Räumen ge-
sprochen wird, die nicht mit Folgenkompaktheit gleichzusetzen ist. Deshalb folgt aus (1) und
(2) für beschränkte Folgen auch nicht direkt die Existenzschwach und schwach-* konvergenter
Teilfolgen. Bei (2) lässt sich diese trotzdem zeigen; bei (1) ist zusätzlich Separabilität vonV zu
fordern.

2.2 Konvexe Analysis

Eine klassiches Problemstellung der reinen und angewandten Mathematik ist die Minimierung
einer Funktionf : V → R in einer TeilmengeM eines VektorraumsV . FürM = V und

”
glattes“f stellt der klassische Ableitungsbegriff (siehe etwa [Rud64]) ein gutes Werkzeug zur

Untersuchung solcher Probleme dar. Istf jedoch nicht glatt oderM eine echte Teilmenge von
V , so ist diese Theorie meist weniger hilfreich. Die Theorie der konvexen Analysis stellt auch
für nichtglatte Funktionen elegante Werkzeuge zur Handhabung von Minimierungsproblemen
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bereit. Sie basiert im Wesentlichen auf konvexen Funktionen f : V → R := R∪{∞,−∞} und
erlaubt, auf die Differenzierung der nichtglatten Anteilevonf zu verzichten.

Eine detaillierte Einführung in dieses Gebiet ist etwa bei[ET76] und [Roc70], die Beweise der
hier zitierten Sätze bei [ET76] zu finden. In diesem Abschnitt bezeichnetV einen Banachraum.

Definition 2.2.1 Es sei eine Abbildungf : V → R und eine MengeK ⊂ V gegeben. Definiere
dann:

(1) K heißt konvex, wennλx+ (1 − λ)y ∈ K für jedesx, y ∈ K und jedesλ ∈ [0; 1] gilt.

(2) Die Indikatorfunktion der MengeK ist IK : V → R mit

IK(x) =

{
0 für x ∈ K
∞ für x /∈ K

.

(3) f heißt konvex, wenn für jedesx, y ∈ V und jedesλ ∈ [0; 1] gilt:

f(λx+ (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y).

f heißt strikt konvex, wenn die Ungleichung mit< gilt.

(4) f heißt proper, wennf > −∞ gilt und einx ∈ V mit f(x) 6= ∞ existiert.

(5) f heißt unterhalbstetig, wenn für jede konvergente Folge(xn) in V gilt:

f( lim
n→∞

xn) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

(6) dom f := {x ∈ V : f(x) ist endlich}

Funktionen die konvex, proper und unterhalbstetig sind, m¨ussen keinesfalls differenzierbar sein,
wie zum Beispiel die Betragsfunktion| · | : R → R und die IndikatorfunktionIK einer konvexen
MengeK zeigen. Deshalb wird der Begriff des Subdifferentials eingeführt, der eine einfache
Charakterisierung der Minimalstellen solcher Funktionenzulässt.

Definition 2.2.2 Es sei eine Abbildungf : V → R gegeben. Ein Funktionalf ′(x) ∈ V ′ heißt
Subgradient vonf an der Stellex, falls f(x) endlich ist und

f(x) + f ′(x)(y − x) = f(x) +
〈
f ′(x), y − x

〉
V
≤ f(y) ∀y ∈ V

gilt. Die Menge∂f(x) aller solcher Subgradientenf ′(u) ∈ V ′ heißt Subdifferential vonf an
der Stellex.

Für HilberträumeH werden die Subgradienten inH ′ nach dem Darstellungssatz von Fréchet-
Riesz mit Elementen ausH identifiziert und statt der dualen Paarung〈·, ·〉H das Skalarprodukt
(·, ·)H betrachtet, womit∂f(x) ⊂ H gilt. Ein besonderes Beispiel ist der Subgradient∂IK
der Indikatorfunktion einer nichtleeren konvexen Teilmenge K eines HilbertraumsH. Nach
Definition des Subgradienten gilt hier

f ∈ ∂IK(x) ⇔ (f, y − x)H + IK(x) ≤ IK(y) ∀y ∈ V

⇔ x ∈ K und(f, y − x)H ≤ 0 ∀y ∈ K.
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Bemerkung 2.2.1 Es seiK ⊂ V konvex, abgeschlossen und nicht leer, dann istIK konvex,
proper und unterhalbstetig.

BEWEIS. DaK 6= ∅ gefordert war, istIK proper und daK konvex ist, zeigt eine einfache
Fallunterscheidung, dass auchIK konvex ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit vonK kann
IK(lim xn) = ∞ nur gelten, falls nur endlich viele derxn in K liegen, woraus folgt, dass
lim inf IK(xn) = ∞ = IK(lim xn) gilt. Mit IK(lim xn) = 0 ist die BedingungIK(limxn) ≤
lim inf IK(xn) trivial erfüllt. Also ist auchIK unterhalbstetig. �

a b

f(a)

f(b)

Abbildung 2.2.1: Subgradienten vonf an den Punkten(a, f(a)) und(b, f(b)

Im Gegensatz zum klassischen Ableitungsbegriff, der nach geeigneter Verschiebung eine affin-
lineare Tangente an einen Punkt beschreibt, ist ein Subgradient nach geeigneter Verschiebung
eine affin-lineare Minorante einer Funktion. Die Menge aller dieser Minoranten ist das Subdiffe-
rential. Fallsf an einem Punkt eine Tangente besitzt, ist zu erwarten, dass das Subdifferential nur
diese enthält. Besitztf jedoch einen

”
Knick“, ist zu erwarten, dass es mehrere Subgradienten

gibt. Der Zusammenhang zur klassischen Ableitung wird nochgenauer betrachtet. Besondere
Bedeutung besitzen Subdifferentiale, da sich mit ihnen Minimalstellen sehr einfach und allge-
mein wie folgt charakterisieren lassen:

Bemerkung 2.2.2 Für Abbildungenf : V → R gilt

f(x) ≤ f(y) ∀y ∈ V ⇔ 0 ∈ ∂f(x).

�

Ferner gelten für Subdifferentiale folgende Regeln.

Satz 2.2.1Für Abbildungenf1, f2 : V → R, λ > 0 undx ∈ V gilt:

(1) ∂(λf1)(x) = λ∂f1(x).

(2) Falls f1(V ), f2(V ) ⊂ R, so gilt∂f1(x) + ∂f2(x) ⊂ ∂(f1 + f2)(x).

(3) Sindf1 undf2 konvex, proper und unterhalbstetig und existiert ein Punktx̄ ∈ dom f1 ∩
dom f2 an demf1 stetig ist, so gilt∂f1(x) + ∂f2(x) = ∂(f1 + f2)(x).
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BEWEIS. Siehe [ET76]. �

Nun wird der Zusammenhang zwischen der Gateaux-Ableitung und dem Subdifferential von
Funktionen spezifiziert.

Definition 2.2.3 Es sei eine Abbildungf : V → R gegeben. Dann heißtfy(x) ∈ R Richtungs-
ableitung vonF an der Stellex in Richtungy, falls

fy(x) = lim
h→0

f(x+ hy) − f(x)

h

gilt. Gilt Df(x) := f(·)(x) ∈ V ′, so heißtDf(x) Gateaux-Ableitung vonf an der Stellex.

Satz 2.2.2Für konvexe Abbildungenf : V → R gilt:

(1) Ist f an einer Stellex ∈ V Gateaux-differenzierbar, so gilt∂f(x) = {Df(x)}.

(2) Ist f an einer Stellex ∈ V stetig, endlich und besitzt dort nur einen Subgradienten, so ist
f an dieser Stelle Gateaux-differenzierbar und es gilt∂f(x) = {Df(x)}.

BEWEIS. Siehe [ET76]. �

Korollar 2.2.1 SeiK ⊂ V eine abgeschlossene, konvexe, nichtleere Menge undf : V → R

konvex, stetig und Gateaux-differenzierbar, dann sindf , IK und f + IK konvex, proper und
unterhalbstetig und es giltDf + ∂IK = ∂(f + IK). Ferner sind folgende Aussagenäquivalent:

(1) Es gilt0 ∈ ∂(f + IK)(x).

(2) Es gilt−Df(x) ∈ ∂IK(x).

(3) Es giltx ∈ K undf(x) ≤ f(y) für alle y ∈ K.

(4) Es giltx ∈ K und〈Df(x), y − x〉V ≥ 0 für alle y ∈ K.

BEWEIS. Aus der Stetigkeit vonf folgt die Unterhalbstetigkeit vonf und wegenf(V ) ⊂ R ist
f offensichtlich proper.IK ist nach Bemerkung 2.2.1 konvex, unterhalbstetig und proper. Damit
ist auchf + IK konvex und proper. Mit

f( lim
n→∞

xn) + IK( lim
n→∞

xn) ≤ lim
n→∞

f(xn) + lim inf
n→∞

IK(xn) = lim inf
n→∞

(f(xn) + IK(xn))

ist auch die Unterhalbstetigkeit gezeigt. Nach Satz 2.2.1 und Satz 2.2.2 gilt nun

Df + ∂IK = ∂f + ∂IK = ∂(f + IK).

Damit ist dieÄquivalenz von (1) und (2) klar. (1) ist nun nach Definition des Subdifferentials
äquivalent zu

x ∈ V : f(x) + IK(x) ≤ f(y) + IK(y) ∀y ∈ V,
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also zu (3). Analog dazu ist (2) äquivalent zu

x ∈ V : 〈−Df(x), y − x〉V + IK(x) ≤ IK(y) ∀y ∈ V,

also zu (4). �

Nun wird noch ein Existenzresultat für die Lösung von restringierten Minimierungsproblemen
zitiert.

Satz 2.2.3Es seiV ein reflexiver Banachraum undK ⊂ V konvex, abgeschlossen und nicht
leer. f : K → R sei konvex, proper und unterhalbstetig. Ferner seiK beschr̈ankt oder es gelte
|f(x)| → ∞ für x ∈ K und‖x‖V → ∞. Dann besitzt das Minimierungsproblem

x ∈ K : f(x) ≤ f(y) ∀y ∈ K

eine L̈osung. Istf strikt konvex inK, so ist die L̈osung eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Siehe [ET76]. �

Die Eigenschaft

‖x‖V → ∞ ⇒ |f(x)| → ∞

wird auch als Koerzivität bezeichnet und ist nicht mit der Koerzivität einer symmetrischen, ste-
tigen Bilinearform aufV × V

a(x, x) ≥ α‖x‖V ∀x ∈ V, α > 0

zu verwechseln. Ist jedoch eine symmetrische Bilinearforma(·, ·) koerziv, so ist für jedesl ∈ V ′

das Funktionalf(x) = 1
2a(x, x) − l(x) konvex und koerziv.

2.3 Maximal monotone Operatoren

Im Hinblick auf das in der konvexen Analysis entwickelte Subdifferential erscheint es sinnvoll,
mengenwertige Operatoren zu untersuchen. Besondere Bedeutung für die Betrachtung nicht-
linearer Operatoren besitzt die Theorie der maximal monotonen Operatoren. Eine detaillierte
Einführung in diese Theorie inklusive der hier nicht ausgeführten Beweise ist zum Beispiel bei
[Zei85a] zu finden.

Im Folgenden seiV ein reeller reflexiver Banachraum. Der DualraumH ′ des HilbertraumsH
wird nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz mitH und die duale Paarung〈·, ·〉H mit dem
Skalarprodukt(·, ·)H identifiziert.2Y = {y ⊂ Y } bezeichne die Potenzmenge vonY . Statt der

”
üblichen“ OperatorenA : V → V ′ werden nun mengenwertige OperatorenA : V → 2V ′

und
A : H → 2H betrachtet.

Definition 2.3.1 Für eine AbbildungA : X → 2Y bezeichnet

D(A) := {x ∈ X : Ax 6= ∅}
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den effektiven Definitionsbereich vonA,

R(A) :=
⋃

x∈X

Ax

den Wertebereich vonA und

G(A) := {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(A), y ∈ Ax}

den Graphen vonA. Es wird die Notation(x, y) ∈ A :⇔ (x, y) ∈ G(A) verwendet.A heißt
einwertig, wenn das Bild jedesx ∈ X eine einelementige MengeAx = {Āx} ist. In diesem
Fall wird A mit Ā : X → Y identifiziert. Insbesondere gilt dannD(A) = X. Die

”
inverse“

AbbildungA−1 : Y → 2X zuA ist durch

A−1y := {x ∈ X : y ∈ Ax}

definiert. Sie existiert immer, aber es kannA−1y = ∅ gelten.

Definition 2.3.2 SeiX ⊂ V , dann heißt ein OperatorA : X → 2V ′

monoton, falls

〈y1 − y2, x1 − x2〉V ≥ 0 ∀(x1, y1), (x2, y2) ∈ A

gilt. A heißt maximal monoton, wenn zusätzlich(x1, y1) ∈ A aus

(x1, y1) ∈ X × V ′ : 〈y1 − y2, x1 − x2〉V ≥ 0 ∀(x2, y2) ∈ A,

folgt.

Nun werden einige Resultate für maximal monotone Operatoren präsentiert.

Satz 2.3.1Es seif : V → R konvex, proper und unterhalbstetig, dann ist∂f : V → 2V ′

maximal monoton.

BEWEIS. Siehe [Zei85a]. �

Definition 2.3.3 Die DualitätsabbildungJV : V → 2V ′

von V ist durchJV = ∂φ definiert,
wobeiφ(u) = 1

2‖u‖
2
V aufV gilt.

Bemerkung 2.3.1 Für einen HilbertraumH ist JH einwertig und es giltJH = RH .

BEWEIS. Es giltDφ(x) = (x, ·)H , denn fürx, y ∈ H undh ∈ R gilt

lim
h→0

φ(x+ hy) − φ(x)

h
= lim

h→0

(
(x, y)H +

1

2
h‖y‖2

H

)
= (x, y).

Daφ konvex ist, folgt aus Satz 2.2.2∂φ = {Dφ}, also〈JHx, y〉 = (x, y)H . �

Identifiziert man einen HilbertraumH nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz mit seinem
Dualraum und betrachtetJH : H → H, so giltJH = I.

Der folgende Satz gilt für strikt konvexe Räume, also fürRäume, in denen aus‖x1‖V = 1 =

‖x2‖V und ‖x1+x2‖V

2 = 1 x1 = x2 folgt.
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Satz 2.3.2SeiV strikt konvex und die AbbildungA : V → 2V ′

maximal monoton, dann ist für
jedesλ > 0 die Abbildung

(JV + λA)−1 : V ′ → V

einwertig und maximal monoton.

BEWEIS. Siehe [Zei85a]. �

Bemerkung 2.3.2 Hilberträume sind strikt konvex.

BEWEIS. Es seienx1, x2 ∈ H mit ‖x1‖H = ‖x2‖H = ‖x1+x2‖H

2 = 1 gegeben, dann gilt

‖x1 + x2‖
2
H + ‖x1 − x2‖

2
H = 2‖x1‖

2
H + 2‖x2‖

2
H = 4 = ‖x1 + x2‖

2
H .

�

2.4 Gelfand’sche Dreier

Für die Lösbarkeit von Evolutionsgleichungen ist die Wahl des Raumes, in dem die Lösungen
liegen sollen, entscheidend. Sehr häufig werden Gleichungen der Form∂u

∂t +A(u) = 0 in einem
BanachraumV betrachtet, wobeiA(u) ∈ V ′ gilt. Dies legt nahe, die Zeitableitung in einem
anderen Raum alsu zu suchen. Eine wichtige Rolle bei der allgemeinen Betrachtung solcher
Zusammenhänge spielen bestimme Tripel von Räumen, so genannte Gelfand’sche Dreier, die
im Folgenden eingeführt werden.

Lemma 2.4.1 SeienX undY Banachr̈aume undT : X → Y ein linearer, stetiger Operator, so
gilt für den Kern des adjungierten OperatorsT ′

im T = (ker T ′)⊥,

wobeiU⊥ = {x ∈ Y : x′(x) = 0 ∀x′ ∈ U} für U ⊂ Y ′ der Annihilator vonU in Y genannt
wird. Insbesondere istT ′ genau dann injektiv, wennimT dicht inY liegt.

BEWEIS. Der Beweis ist in [Wer00], S.112, gegeben. �

Das Lemma impliziert insbesondere, dassimT ⊂ Y genau dann dicht liegt, wennx′ ∈ (ker T ′)
allex ∈ Y auf0 abbildet, also wennT ′ injektiv ist.

Lemma 2.4.2 SeiV ein reflexiver Banachraum,H ein Hilbertraum undV →֒ H stetig, injektiv
und dicht eingebettet, dann ist auchH →֒ V ′ stetig, injektiv und dicht eingebettet.

BEWEIS. Es seii : V → H die gegebene Einbettung. DaV und der HilbertraumH reflexiv
sind, sind die kanonischen IsometrieniV : V → V ′′ und iH : H → H ′′ bijektiv und es gilt
i′′ ◦ iV = iH ◦ i, also ist miti auchi′′ injektiv. Da im i ⊂ H dicht ist, liefert die Anwendung
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von Lemma 2.4.1 aufi, dassi′ injektiv ist. Die Anwendung aufi′ liefert, dai′′ injektiv ist, dass
im i′ ⊂ V ′ dicht ist. Sei nunRH : H → H ′ der isometrische Riesz-Isomorphismus, der durch
den Darstellungssatz von Frechét-Riesz gegeben ist, dannist auch(i′ ◦ RH) : H → V ′ stetig.
Aus der Bijektivität vonR folgt nun, dai′ injektiv ist, die Injektivität voni′ ◦ RH und ferner,
dassim(i′ ◦RH) = im i′ ⊂ V ′ dicht liegt. �

Definition 2.4.1 Unter den Bedingungen von Lemma 2.4.2 heißt das Tripel

V →֒ H →֒ V ′

Gelfand’scher Dreier.

Für Evolutionsgleichungen wird nun im Allgemeinen gefordert, dass die Lösung zu jedem Zeit-
punkt in einem RaumV und die Zeitableitung der Lösung in dessen DualraumV ′ liegt, wobei
V →֒ H →֒ V ′ einen Gelfand’schen Dreier bilden. Besondere Bedeutung haben stetige Einbet-
tungen auch für konvergente Folgen, wie die nächste Bemerkung zeigt:

Bemerkung 2.4.1 Es seienV undH normierte R̈aume undV →֒ H stetig eingebettet.

(1) Es ist auchH ′ →֒ V ′ stetig eingebettet.

(2) Es geltexn → x in V , dann gilt auchxn → x in H.

(3) Es geltexn ⇀ x in V , dann gilt auchxn ⇀ x in H.

(4) Es geltex′n ⇀
∗ x′ in H ′, dann gilt auchx′n ⇀

∗ x′ in V ′.

In (2), (3) und (4) wurde jeweilsx ∈ V mit i(x) ∈ H undx′ ∈ H ′ mit i′(x′) ∈ V ′ identifiziert,
wobei i : V → H die stetige Einbettung vonV in H und i′ : H ′ → V ′ die stetige Einbettung
vonH ′ in V ′ nach (1) ist.

BEWEIS. Um dieÜbersicht zu wahren, wird im Beweis die Identifizierung mittelsi nicht impli-
zit vorgenommen.
(1) Es seix′ ∈ H ′ gegeben. Nach Definition des adjungierten Operatorsi′ von i gilt dann
i′ : H ′ → V ′ undi′(x′) := x′ ◦ i. Dabei isti′ stetig mit‖i′(x′)‖V ′ = ‖x′ ◦ i‖ ≤ ‖x′‖H′‖i‖.
(2) Es geltexn → x in V , dann gilt

‖i(xn) − i(x)‖H ≤ ‖i‖‖xn − x‖V → 0.

(3) Es geltexn ⇀ x in V . Sei nuny′ ∈ H ′ gegeben, dann gilti′(y′) ∈ V ′ und damit

y′(i(xn)) = (i′(y′))(xn) → (i′(y′))(x) = y′(i(x)).

(4) Es geltex′n ⇀
∗ x′ in H ′. Sei nuny ∈ V gegeben, dann gilti(y) ∈ H und damit

(i′(x′n))(y) = x′n(i(y)) → x′(i(y)) = (i′(x′))(y).

�
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2.5 Sobolevr äume

Für partielle Differentialgleichungen werden Lösungenoftmals nicht hinsichtlich der Formu-
lierung mit klassischen Ableitungen, sondern hinsichtlich Variationsformulierungen in Hilbert-
räumen gesucht. Wie die Sätze aus den vorherigen Abschnitten zeigen, gelten hier teilweise
fast so starke Aussagen wie in endlichdimensionalen Räumen. Die Räume klassisch differen-
zierbarer Funktionen sind jedoch im Allgemeinen keine Hilberträume, weshalb aufbauend auf
denLp-Räumen die so genannten Sobolevräume betrachtet werden. Zu jedem Zeitpunkt soll die
Phasenvariable in einem ”geeigneten” Sobolevraum liegen.Eine ausführliche Darstellung dieser
Theorie ist etwa bei [Wlo82] und [Ada75] zu finden.

Definition 2.5.1 Es seiΩ ⊂ R
d, d ∈ {1, 2, 3}, offen, nicht leer und beschränkt. Definiere dann:

(1) Der Träger einer Funktionφ : Ω → R ist supp(φ) := {x ∈ Ω : φ(x) 6= 0}. Der Raum
der Testfunktionen ist

D(Ω) = {φ ∈ C∞(Ω) : supp(φ) ⊂ Ω und supp(φ) ist kompakt}.

Er ist versehen mit einer auf partiellen Ableitungen basierenden lokalkonvexen Topologie
(siehe etwa [Wer00]). Sein Dualraum(D(Ω))′ bezüglich dieser Topologie ist der Raum
der Distributionen. Existiert zuf ∈ (D(Ω))′ ein f̃ ∈ L2(Ω) mit (f̃ , φ) = f(φ) für alle
φ ∈ D(Ω), so heißtf reguläre Distribution und wir schreibenf = f̃ ∈ L2(Ω).

(2) Die distributionelle Ableitung vonf ∈ (D(Ω))′ in Richtungxi ist die Distribution

∂f

∂xi
: D(Ω) → R, φ 7→ −f

(
∂φ

∂xi

)
,

wobei∂φ/∂xi die klassische Ableitung vonφ ist. Gilt f ∈ L2(Ω) und ∂f
∂xi

∈ L2(Ω), so

heißt ∂f
∂xi

schwache Ableitung vonf .

(3) Ω genüge zusätzlich der gleichmäßigen Kegelbedingung (siehe [Wlo82]). Die Sobolev-
räumeH1(Ω) undH2(Ω) sind dann definiert durch

H1(Ω) :=

{
f ∈ L2(Ω) :

∂f

∂xi
existiert inL2(Ω) für i = 1, ..., d

}
,

H2(Ω) :=

{
f ∈ H1(Ω) :

∂2f

∂xjxi
:=

∂

∂xj

∂f

∂xi
existiert inL2(Ω) für i, j = 1, ..., d

}
.

In der Literatur werden die hier durch partielle Integration definierten RäumeHm(Ω) meist
Wm

2 (Ω) genannt. Die SobolevräumeHm(Ω) und die Ableitungen in ihnen sind mittels Fourier-
transformation definiert. Für beliebiges offenesΩ ist der RaumWm

2 (Ω) im Allgemeinen echt
größer alsHm(Ω). Unter der hier gegebenen Voraussetzung, dassΩ beschränkt ist und der
gleichmäßigen Kegelbedingung genügt, folgt aus dem Satzvon Calderon-Zygmund jedoch die
Gleichheit beider Räume (siehe [Wlo82]).

Die angegebenen Sätze fürH1(Ω) gelten teilweise nur, wennΩ diesen Forderungen genügt.
Deshalb werden in der gesamten Arbeit stets die genannten Bedingungen vorausgesetzt und mit
den hier gegebenen Definitionen gearbeitet, ohne dass darauf explizit hingewiesen wird.
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Satz 2.5.1

(1) H1(Ω) undH2(Ω) sind separable Hilbertr̈aume, versehen mit den Skalarprodukten

(f, g)1 := (f, g)H1(Ω) := (f, g) + (∇f,∇g) =

∫

Ω

f(x)g(x)dx+

∫

Ω

∇f(x) · ∇g(x)dx,

(f, g)2 := (f, g)H2(Ω) := (f, g)1 +
∑

i,j∈{1,...,d}

∫

Ω

∂2f(x)

∂xi∂xj

∂2g(x)

∂xi∂xj
dx

und den induzierten Normen‖f‖Hm(Ω) := (f, f)
1

2
m,m ∈ {1, 2}.

(2) (Rellich-Kondrachov) Die Einbettung

H1(Ω) →֒ L2(Ω)

durch die Identiẗat ist kompakt.

(3) Es giltD(Ω) ⊂ H1(Ω) undD(Ω) liegt dicht inL2(Ω).

(4) (Sobolev) Es geltem > d
2 , dann sind die Elemente ausHm(Ω), m ∈ {1, 2}, stetig und

beschr̈ankt aufΩ und die Einbettung

Hm(Ω) →֒ C(Ω)

ist stetig.

(5) H1(Ω) liegt dicht inL2(Ω).

BEWEIS. (1), (2), (3), (4) siehe [Ada75] oder [Wlo82].
(5) folgt direkt aus (3). �

Insbesondere sind für den in der Arbeit betrachteten FallΩ ⊂ R
d mit d ∈ {1, 2, 3} die Elemente

vonH2(Ω) stetig.

Die verwendeten Bezeichnungen für die benutzten Normen und Skalarprodukte sind in der No-
tationstabelle (Anhang A) am Ende der Arbeit zu finden. Besondere Bedeutung kommt auch der
L2-Norm‖ · ‖0 = (·, ·)1/2 und derH1-Halbnorm| · |1 = (∇·,∇·)1/2 zu. Zunächst gilt dabei für
die induzierte Norm aufH1(Ω)

‖f‖1 := ‖f‖0 + |f |1 = (f, f)
1

2 + (∇f,∇f)
1

2 6= (f, f)
1

2

1 .

Da für a, b ≥ 0 aber(a + b)2 ≤ 3(a2 + b2) unda2 + b2 ≤ (a + b)2 gilt, ist ‖ · ‖1 mit von Ω
unabhängigen Konstanten äquivalent zur induzierten Norm. Im Folgenden wird im Allgemeinen
mit der Norm‖ · ‖1 aufH1(Ω) gearbeitet.

Satz 2.5.2 (Poincaŕe-Ungleichung) SeiΩ ⊂ R
d offen, beschr̈ankt und gen̈uge der gleichm̈aßi-

gen Kegelbedingung, dann existiert eine nur vonΩ abḧangige KonstanteC > 0, so dass f̈ur alle
f ∈ H1(Ω) gilt:

‖f‖2
H1(Ω) ≤ C


|f |21 +



∫

Ω

f(x)dx




2
 .
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BEWEIS. Siehe [Wlo82]. �

Korollar 2.5.1 Unter den Bedingungen von Satz 2.5.2 existiert eine KonstanteCP > 0, so dass
‖f‖0 ≤ CP (|(f, 1)| + |f |1) für jedesf ∈ H1(Ω) gilt.

BEWEIS. Wende Satz 2.5.2 und die Beziehunga2 + b2 ≤ (a+ b)2 für a, b ≥ 0 an. �

Bemerkung 2.5.1 Es seif ∈ F := {η ∈ (H1(Ω))′ : 〈η, 1〉 = 0} gegeben, dann existiert genau
einu ∈ H1(Ω) mit (u, 1) = 0 und

(∇u,∇η) = 〈f, η〉 ∀η ∈ H1(Ω).

BEWEIS. Wegen∇1 = 0 und 〈f, 1〉 = 0 genügt es, die Variationsgleichung mit allenη aus
H1

(0)(Ω) := {η ∈ H1(Ω) : (η, 1) = 0} zu testen. Dieser Unterraum vonH1(Ω) ist mit dem

Skalarprodukt(·, ·)1 ein Hilbertraum. Fürη, µ ∈ H1
(0)(Ω) gilt offensichtlich

(∇η,∇µ) ≤ |η|1|µ|1 ≤ ‖η‖1‖µ‖1.

Nach der Poincaré-Ungleichung existiert ferner eine KonstanteC > 0 mit

1

C
‖η‖2

1 < |η|21 + |(η, 1)|2 = (∇η,∇η).

Des Weiteren istf auch aufH1
(0)(Ω) stetig. Damit existiert nach dem Darstellungssatz von

Frechét-Riesz einR−1f ∈ H1
(0)(Ω) und nach dem Satz von Lax-Milgram (siehe [Wlo82]) ein

stetiger, linearer, bijektiver OperatorA : H1
(0)(Ω) → H1

(0)(Ω) mit ‖A−1‖ < C und es gilt

(∇µ,∇η) = (Aµ, η)1 ∀µ, η ∈ H1
(0)(Ω),

〈f, η〉 = (R−1f, η)1 ∀η ∈ H1
(0)(Ω).

Damit sind die Lösungen des Variationsproblems beim Testen mit η ∈ H1
(0)(Ω) genau von der

Form u = A−1R−1f ∈ H1
(0)(Ω). DaA−1 undR−1 linear, bijektiv und stetig sind, existiert

genau ein solchesu, das zudem linear und stetig vonf abhängt. �

Damit ist der folgende Operator wohldefiniert, linear und stetig:

Definition 2.5.2 Definiere aufF := {η ∈ (H1(Ω))′ : 〈η, 1〉 = 0} den Green-Operator mit
Neumann-Randbedingungen alsG : F → H1(Ω), wobeif 7→ Gf erklärt ist durch

(∇Gf,∇η) = 〈f, η〉 ∀η ∈ H1(Ω),

(Gf, 1) = 0.

Bemerkung 2.5.2

(1) Für f ∈ F gilt ‖f‖(H1(Ω))′ ≤ |Gf |1 = 〈f,Gf〉
1

2 .
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(2) Für f ∈ F gilt |Gf |1 ≤ C‖f‖(H1(Ω))′ mit nur vonΩ abḧangigemC > 0.

(3) Für f ∈ F ∩ L2(Ω) gilt |Gf |1 ≤ CP‖f‖0.

(4) Für f ∈ (H1(Ω))′ undg ∈ H1(Ω) mit 〈f, 1〉 = 0 = (g, 1) gilt (Gf, g) = 〈f,Gg〉.

BEWEIS. (1) Es gilt nach Definition vonG

‖f‖(H1(Ω))′ = sup
η∈H1(Ω)

|〈f, η〉|

‖η‖H1(Ω)
= sup

η∈H1(Ω)
η 6=const

|(∇Gf,∇η)|

‖η‖H1(Ω)

≤ sup
η∈H1(Ω)
η 6=const

|Gf |1|η|1
‖η‖H1(Ω)

≤ sup
η∈H1(Ω)
η 6=const

|Gf |1|η|1
|η|1

= |Gf |1 = 〈f,Gf〉
1

2 .

(2) Es gilt nach der Poincaré-Ungleichung

‖f‖(H1(Ω))′ = sup
η∈H1(Ω)

|〈f, η〉|

‖η‖H1(Ω)
≥

|〈f,Gf〉|

‖Gf‖H1(Ω)
≥

|Gf |21
C|Gf |1

=
1

C
|Gf |1.

(3) Ausf ∈ F ∩ L2(Ω) folgt mit der Poincaré-Ungleichung

|Gf |21 = 〈f,Gf〉 = (f,Gf) ≤ ‖f‖0‖Gf‖0 ≤ ‖f‖0CP |Gf |1.

(4) Es gilt(Gf, g) = (∇Gf,∇Gg) = 〈f,Gg〉. �

Dabei wirdf ∈ (H1(Ω))′ als Element vonL2(Ω) aufgefasst, wenn es eine reguläre Distribu-
tion ist. Dass|G · |1 die Eigenschaften einer Halbnorm aufF besitzt, ist klar. Teil (1) und (2)
der Bemerkung zeigen, dass|G · |1 auf F sogar eine zu‖ · ‖(H1(Ω))′ äquivalente Norm ist. Im
Allgemeinen wird aufF diese Norm statt der kanonisch gegebenen verwenden.

Definition 2.5.3 Fürf ∈ F = {f ∈ (H1(Ω))′ : 〈f, 1〉 = 0} definiere

‖f‖−1 := |Gf |1 = 〈f,Gf〉
1

2 .

2.6 Funktionenr äume für Evolutionsgleichungen

Nun werden Sobolevräume eingeführt, die auch die Zeit miteinbeziehen. Es ist wesentlich,
dass dabei die Zeit nicht einfach als eine weitere Raumdimension betrachtet, sondern sepa-
rat behandelt wird. Eine detailliertere Einführung des Begriffes der Bochner-Meßbarkeit, des
Bochner-Integrals und vektorwertiger Distributionen istzum Beispiel bei [Wlo82] zu finden.
Eine Darstellung der vektorwertigenLp-Räume inklusive der hier nicht gegebenen Beweise ist
bei [DL92] und [Zei90] zu finden. In diesem Abschnitt werden nur die wesentlichen, benötigten
Definitionen und Sätze zitieren.
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Definition 2.6.1 SeiH ein Hilbertraum und1 ≤ p <∞, definiere dann die Räume

Lp(0, T ;H) := {f : (0;T ) → H : f ist bochner-meßbar,‖f‖Lp(0,T ;H) <∞},

L∞(0, T ;H) := {f : (0;T ) → H : f ist bochner-meßbar,‖f‖L∞(0,T ;H) <∞}

mit den Normen

‖f‖Lp(0,T ;H) :=




T∫

0

‖f(t)‖p
Hdt




1

p

,

‖f‖L∞(0,T ;H) := inf{M : ‖f‖H ≤M fast überall}.

Diese Räume besitzen unter anderem folgende, den normalenLp(Ω)-Räumen ähnliche, Eigen-
schaften.

Satz 2.6.1Es seiH ein Hilbertraum.

(1) Für 1 ≤ p ≤ ∞ istLp(0, T ;H) ein Banachraum.

(2) Ist H separabel, so istLp(0, T ;H) für 1 < p < ∞ reflexiv und sein Dualraum ist
Lq(0, T ;H ′), wobei 1p + 1

q = 1 gilt.

(3) L∞(0, T ;H ′) ist der Dualraum vonL1(0, T ;H).

(4) Für 1 ≤ p ≤ ∞ istLp(0, T ;H) stetig inL1(0, T ;H) eingebettet.

(5) Der separable HilbertraumV →֒ H sei stetig inH eingebettet. F̈ur 1 ≤ p ≤ ∞ gilt dann
Lp(0, T ;V ) →֒ Lp(0, T ;H).

(6) L2(0, T ;H) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u, v)L2(0,T ;H) :=

T∫

0

(u(t), v(t))Hdt.

(7) Ist V ein separabler reflexiver Banachraum, so istL1(0, T ;V ) separabel.

BEWEIS. Siehe [Zei90]. �

DaL∞(0, T ;H) nicht reflexiv ist, wird hier mit der schwach-* Konvergenz gearbeitet. Zunächst
ist jedoch unklar, was schwach-* Konvergenz in diesem Raum bedeutet, da unbekannt ist, ob
L∞(0, T ;H) Dualraum eines normierten Raumes ist. Deshalb wird die schwach-* Konvergenz
in L∞(0, T ;V ′) = (L1(0, T ;V ))′ untersucht, die durch die Dualtitätspaarung gegeben ist als:

Bemerkung 2.6.1 SeiV ein separabler, reflexiver Banachraum. Eine Folge(x′n) inL∞(0, T ;V ′)
konvergiert dann schwach-* gegenx′ ∈ L∞(0, T ;V ′), wenn gilt

T∫

0

〈
x′n(t), y(t)

〉
dt →

T∫

0

〈
x′(t), y(t)

〉
dt ∀y ∈ L1(0, T ;V ).

�
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Zux ∈ H existiert nach dem Satz von Frechét-Riesz genau einx′ ∈ H ′ mit 〈x′, ·〉 = (x, ·)H und
‖x′‖H′ = ‖x‖H aufH. Wird für x ∈ L∞(0, T ;H) nunx′(t) mit x(t) für alle t ∈ (0;T ) identifi-
ziert, dann gilt offensichtlich auchx′ ∈ L∞(0, T ;H ′) und‖x‖L∞(0,T ;H) = ‖x′‖L∞(0,T ;H′). Da-
mit lässt sich für einen separablen HilbertraumH auch schwach-* Konvergenz aufL∞(0, T ;H)
erklären. Die punktweisen dualen Paarungen werden hierbei durch die punktweisen Skalarpro-
dukte ersetzt.

Definition 2.6.2 Eine Folge(xn) inL∞(0, T ;H) konvergiert schwach-* gegenx ∈ L∞(0, T ;H),
wenn gilt

T∫

0

(xn(t), y(t))Hdt →

T∫

0

(x(t), y(t))Hdt ∀y ∈ L1(0, T ;H).

Bemerkung 2.6.2 Offensichtlich giltxn ⇀
∗ x in L∞(0, T ;H) genau dann, wennx′n ⇀

∗ x′ in
L∞(0, T ;H ′) gilt. �

Wegen der Normgleichheit vonx und x′ lassen sich die Resultate für schwach-* Konvergenz
übertragen. Dies liefert insbesondere folgenden Satz:

Satz 2.6.2SeiH ein separabler Hilbertraum und(xn) ∈ L∞(0, T ;H) eine beschr̈ankte Fol-
ge, dann besitzt(xn) eine schwach-* konvergente Teilfolge, die durch die gleiche Konstante
beschr̈ankt ist.

BEWEIS. Wende Satz 2.1.5 und Satz 2.6.1 (7) an. �

Bemerkung 2.6.3 Ausxn ⇀
∗ x in L∞(0, T ;H) folgt xn ⇀ x in L2(0, T ;H).

BEWEIS. Es ist klar, dassxn, x ∈ L2(0, T ;H) gilt. Ferner folgt ausy ∈ L2(0, T ;H) auch
y ∈ L1(0, T ;H). Damit folgt aus Definition 2.6.2

(xn, y)L2(0,T ;H) → (x, y)L2(0,T ;H) ∀y ∈ L2(0, T ;H).

�

Ähnlich wie für die Ortsableitungen wird auch für Zeitableitungen ein verallgemeinertes Kon-
zept eingeführt.

Definition 2.6.3 Definiere für einen BanachraumX:

(1) Der Raum der vektorwertigen Testfunktionen ist

D((0;T ),X) := {f : D((0;T )) → X : f ist linear und stetig}.

Er ist versehen mit einer auf Ableitungen basierenden Topologie (siehe etwa [Wlo82]).
Sein Dualraum(D((0;T ),X))′ bezüglich dieser Topologie ist der Raum der vektorwer-
tigen Distributionen. Existiert zuf ∈ (D((0;T ),X))′ ein f̃ ∈ L2(0, T ;X), so dass
(f̃ , φ)L2(0,T ;X) = f(φ) für alle φ ∈ D((0;T ),X) gilt, so betrachten wirf als Element

vonL2(0, T ;X) und schreibenf = f̃ ∈ L2(0, T ;X).
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(2) Die verallgemeinerte Zeitableitung vonf ∈ (D((0;T ),X))′ ist die vektorwertige Distri-
bution

df

dt
: D((0;T )) → X, φ 7→ −f(φ′),

wobeiφ′ die klassische Ableitung vonφ nacht ist.

Um die Zeitableitung von den Ortsableitungen zu unterscheiden, wird für die Zeitableitung die
Schreibweised

dt statt ∂
∂t verwendet.

Definition 2.6.4 Es seiV →֒ H →֒ V ′ ein Gelfand’scher Dreier mit separablen Hilberträumen
V undH. Definiere nun mit der verallgemeinerten Zeitableitungd

dt den Raum

W (0, T ;V ) :=

{
f ∈ L2(0, T ;V ) :

df

dt
∈ L2(0, T ;V ′)

}

mit dem Skalarprodukt

(u, v)W (0,T ;V ) =

T∫

0

(u(t), v(t))V dt +

T∫

0

(
du(t)

dt
,
dv(t)

dt
)V ′dt.

Satz 2.6.3

(1) W (0, T ;V ) ist ein Hilbertraum.

(2) Für u, v ∈W (0, T ;V ) gilt

T∫

0

〈
du(t)

dt
, v(t)

〉
dt+

T∫

0

〈
dv(t)

dt
, u(t)

〉
dt = (u(t), v(t))H

∣∣T
0 dt.

(3) Für u ∈W (0, T ;V ) undv ∈ V gilt
〈
du

dt
(·), v

〉
=

d

dt
(u(·), v) in (D((0;T )))′.

(4) Für u ∈ L2(0, T ;V ) istw ∈ L2(0, T ;V ′) genau dann die verallgemeinerte Zeitableitung,
wenn f̈ur alle v ∈ V und alleφ ∈ D((0;T )) gilt

T∫

0

(u(t), v)Hφ
′(t)dt = −

T∫

0

〈w(t), v〉 φ(t)dt.

(5) Die Identiẗat ist eine stetige Einbettung

W (0, T ;V ) →֒ L2(0, T ;V ) →֒ L2(0, T ;H).
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(6) Ist die EinbettungV →֒ H kompakt, so ist die Identität eine kompakte Einbettung

W (0, T ;V ) →֒ L2(0, T ;H).

(7) Ist u ∈ C1([0;T ];H), so ist die verallgemeinerte Zeitableitung die klassischeAbleitung
vonu.

(8) Die Identiẗat ist eine stetige Einbettung

W (0, T ;V ) →֒ C([0;T ];H),

es existiert also zu jedemu ∈W (0, T ;V ) ein in der Zeit stetiger Repräsentant.

BEWEIS. (1) siehe [Wlo82].
(2), (3) siehe [DL92].
(4), (7), (8) siehe [Zei90].
(5) ist klar.
(6) siehe [Lio69]. �

Teil (8) bedeutet insbesondere, dass sinnvoll vonu(t) gesprochen werden kann und für Evo-
lutionsprobleme Anfangswerteu(0) = u0 vorgegeben werden können. Aus (6) folgt, dass im
Fall einer kompakten EinbettungV →֒ H aus einer inW (0, T ;V ) beschränkten Folge eine in
L2(0, T ;H) konvergente Teilfolge ausgewählt werden kann. Mit der Charakterisierung in Teil
(4) werden nun einige Rechenregeln für verallgemeinerte Zeitableitungen gezeigt.

Korollar 2.6.1 Für u ∈W (0, T ;V ) undψ ∈ D((0;T )) gilt

du

dt
ψ + uψ′ =

d

dt
(uψ).

BEWEIS. Seiv ∈ H undφ ∈ D((0;T )), dann gilt−(ψφ)′+ψ′φ = −ψφ′ nach der Produktregel
für klassische Ableitungen inD((0;T )). Zusammen mit Satz 2.6.3 (4) folgt daraus

T∫

0

〈
du(t)

dt
ψ(t), v

〉
φ(t)dt +

T∫

0

(
u(t)ψ′(t), v

)
H
φ(t)dt

= −

T∫

0

(u(t), v)H (ψφ)′(t)dt +

T∫

0

(u(t), v)H ψ′(t)φ(t)dt

= −

T∫

0

(u(t), v)H ψ(t)φ′(t)dt.

�
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Korollar 2.6.2 Für E ∈ V undu, v ∈W (0, T ;V ) gilt
〈
du

dt
, v

〉
E +

〈
dv

dt
, u

〉
E =

d

dt
((u, v)HE) .

BEWEIS. Fürφ ∈ D((0;T )) undz ∈ V beliebig gilt

T∫

0

(〈
du(t)

dt
, v(t)

〉
E, z

)

H

φ(t)dt +

T∫

0

(〈
dv(t)

dt
, u(t)

〉
E, z

)

H

φ(t)dt

=
(a)

(E, z)H




T∫

0

〈
du(t)

dt
φ(t), v(t)

〉
dt+

T∫

0

〈
dv(t)

dt
φ(t), u(t)

〉
dt




=
(b)

(E, z)H




T∫

0

〈
d(uφ)(t)

dt
, v(t)

〉
dt−

T∫

0

(u(t), v(t))H φ′(t)dt +

T∫

0

〈
dv(t)

dt
, (uφ)(t)

〉
dt




=
(c)

(E, z)H


(uφ, v)H

∣∣T
0︸ ︷︷ ︸

=0

−

T∫

0

(u(t), v(t))H φ′(t)dt




=
(d)

−

T∫

0

((u(t), v(t))H E, z)H φ′(t)dt.

Dabei erhält man (a) durch Ausklammern, (b) nach Korollar 2.6.1, (c) nach Satz 2.6.3 (2) und
(d) daφ(0) = φ(T ) = 0 gilt. �

Im Fall V = H1(Ω) undE ≡ 1 liefert dies eine Produktregel für verallgemeinerte Zeitableitun-
gen. Sie wird in Verbindung mit folgender Aussage benötigt:

Bemerkung 2.6.4 Es gilt für u ∈W (0, T ;H1(Ω)) mit (u(t), 1) = 0 fastüberall in (0, T ):

G
du

dt
=

d

dt
Gu.

BEWEIS. Nach Satz 2.6.3 (3) gilt
〈

du
dt , 1

〉
= 0. Es sei nunv ∈ H1(Ω) und φ ∈ D((0;T ))

gegeben. Wegen(Gf, 1) = 0 betrachten wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit nur den Fall
(v, 1) = 0. Durch Anwendung von Bemerkung 2.5.2 erhalten wir

T∫

0

(
G
du(t)

dt
, v

)
φ(t)dt =

T∫

0

〈
du(t)

dt
,Gv

〉
φ(t)dt = −

T∫

0

(u(t),Gv) φ′(t)dt

= −

T∫

0

(Gu(t), v) φ′(t)dt =

T∫

0

〈
d

dt
(Gu(t)), v

〉
φ(t)dt.

�
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Korollar 2.6.3 Es gilt für u ∈W (0, T ;H1(Ω)) mit (u(t), 1) = 0 fastüberall in (0;T ):

2

〈
du

dt
,Gu

〉
=

d

dt
(u,Gu) =

d

dt
|Gu|21.

BEWEIS. Nach Bemerkung 2.6.4 gilt
〈

du
dt ,Gu

〉
=
〈

d
dtGu, u

〉
. Benutze nun Korollar 2.6.2 mitu

undGu für E ≡ 1. �

Wie beim SobolevraumH1(Ω) wird auch hier nicht die vom Skalarprodukt induzierte Norm
betrachtet, sondern die dazu äquivalente Norm, die man alsSumme der induzierten Normen der
Skalarprodukte erhält, also

‖u‖W (0,T ;V ) = ‖u‖L2(0,T ;V ) +

∥∥∥∥
du

dt

∥∥∥∥
L2(0,T ;V ′)

.

Der Übersichtlichkeit halber werden die Bezeichnungen einiger Normen und Skalarprodukte
nach dem folgenden Schema abgekürzt. Für den RaumX(0, T ;H(Ω)) schreibe

(u, v)XH := (u, v)X(0,T ;H(Ω)),

‖u‖XH := ‖u‖X(0,T ;H(Ω)),

(u, v)L2∇ :=

T∫

0

(∇u(t),∇v(t))dt.
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3 Die Cahn-Hilliard Gleichung

In diesem Kapitel wird die Cahn-Hilliard Gleichung analytisch untersucht. Grundlage der Be-
trachtungen ist eine Variationsformulierung der Gleichung in geeigneten Sobolevräumen. Wie
das vorherige Kapitel zeigt, liegt diesen ein allgemeineres Verständnis des Ableitungsbegriffes
zugrunde. Dadurch besitzen sie in verschiedener Hinsicht eine besondere Struktur. Insbesondere
die Eigenschaften als separable Hilberträume sind für die Untersuchung der Gleichung wichtig.
Um einen Einblick in die Struktur der Gleichung zu gewinnen,werden diese Eigenschaften zur
Herleitung von Existenz- und Eindeutigkeitsresultaten ausgenutzt. Viele Methoden und Vorge-
hensweisen werden später in ähnlicher Form auf eine diskrete Cahn-Hilliard Gleichung ange-
wandt, weshalb die Untersuchung der kontinuierlichen Gleichung auch vor diesem Hintergrund
interessant ist.

3.1 Die Cahn-Hilliard Gleichung als Variationsproblem

Mit den definierten Räumen lässt sich die Cahn-Hilliard Gleichung als exakt formuliertes Varia-
tionsproblem schreiben durch:

(P) Finde zuu0 ∈ K mit |(u0, 1)| < |Ω| ein u ∈ W (0, T ;H1(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1(Ω)) mit
u ∈ K fast überall in(0;T ) und einw ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) mit

〈
du

dt
, η

〉
+ (∇w,∇η) = 0 ∀η ∈ H1(Ω), f.ü. in (0;T ) (3.1.1)

γ(∇u,∇η −∇u) − (u, η − u) ≥ (w, η − u) ∀η ∈ K, f.ü. in (0;T ) (3.1.2)

u(0) = u0.

Für diese Formulierung wird im Folgenden die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen ge-
zeigt. Außerdem wird eine weitere Formulierung untersucht, die sich als äquivalent herausstellen
wird.

(Q) Finde zuu0 ∈ K mit |(u0, 1)| < |Ω| einu ∈W (0, T ;H1(Ω))∩L∞(0, T ;H1(Ω)), u ∈ Km

f.ü. (0;T ) mit

γ(∇u,∇η −∇u) +

(
G
du

dt
, η − u

)
≥ (u, η − u) ∀η ∈ Km, f.ü. in (0;T )

u(0) = u0.

Dabei ist die konvexe MengeK ⊂ H1(Ω) gegeben als

K := {η ∈ H1(Ω) : |η(x)| ≤ 1}.

Da die Massenerhaltung eine wesentliche Rolle bei der Betrachtung der Cahn-Hilliard Glei-
chung spielt, kommtm := (u0, 1) besondere Bedeutung zu. In diesem und allen folgenden
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Kapiteln wirdm als diese Zahl verwendet. Nun lässt sich die ebenfalls konvexe Teilmenge von
K, in der Massenerhaltung gilt, definieren.

Km = {η ∈ K : (η, 1) = (u0, 1) = m}.

3.2 Existenz und Eindeutigkeit von L ösungen

3.2.1 Beweisskizze

Um die Existenz von Lösungen für Evolutionsprobleme zu zeigen, wird oft die Galerkin-Metho-
de verwendet. Für lineare Probleme ist sie zum Beispiel bei[DL92], [Wlo82] und [Zei90]
ausführlich dargestellt. Eine Version für nichtlineareEvolutionsgleichungen ist bei [Lio69] zu
finden. Für einfache parabolische Variationsungleichungen ist bei [Lio69] ferner folgende Me-
thode beschrieben: Zunächst wird die Variationsungleichung durch eine Folge nichtlinearer Evo-
lutionsgleichungen approximiert. Für diese wird mittelsder Galerkin-Methode die Existenz und
Eindeutigkeit von Lösungen gezeigt. Dann wird ein Grenzübergang zur Variationsungleichung
vorgenommen.

Blowey und Elliot geben in [BE91] einen Existenzbeweis, derdiese Ideen für den komplexeren
Fall der Cahn-Hilliard Gleichung mit Hindernispotential adaptiert. Im Folgenden wird dieser
Beweis detailliert ausgearbeitet. Er lässt sich grob in folgende Schritte gliedern:

(1) Die Approximation der Variationsungleichung in (P) durch Variationsgleichungen führt
zu einer Folge regularisierter Probleme (Pǫ). Funktionswerteuǫ(t, x) /∈ [−1; 1] werden
dabei mit fürǫ→ 0 größer werdender Energie

”
bestraft“.

(2) Konstruktion ortsdiskreter Galerkin-Approximationen (Pk
ǫ ) von (Pǫ).

(3) Nachweis der Existenz von Lösungenuk
ǫ der gewöhnlichen Differentialgleichungen in

(Pk
ǫ ).

(4) Herleitung von Abschätzungen füruk
ǫ , die vonǫ undk unabhängig sind.

(5) Nachweis, dass der (schwache) Grenzwertuǫ einer Teilfolge vonuk
ǫ eindeutige Lösung

von (Pǫ) ist und ebenfalls vonǫ unabhängigen Abschätzungen genügt.

(6) Nachweis, dass der (schwache) Grenzwertu einer Teilfolge vonuǫ Lösung von (P) ist.

(7) Nachweis der Eindeutigkeit der Lösungu.

3.2.2 Galerkin-Approximation von H1(Ω)

Es sei{zj}∞j=1 eine Orthogonalbasis vonH1(Ω), bestehend aus den Eigenfunktionen des Ope-

ratorsz − ∆z, die der Randbedingung∂z
∂ν = 0 genügen. Normiert man diese mit(zi, zj) = δij ,

so sind sie die Lösungen von

(∇zi,∇v) + (zi, v) = µ(zi, v) ∀v ∈ H1(Ω),

(zi, zj) = δij .
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Die Existenz einer solchen Basis folgt aus der Anwendung vonSpektralsätzen für kompakte
Operatoren auf die kompakte EinbettungH1(Ω) →֒ L2(Ω). Sie ergibt sich zum Beipiel direkt
aus Korollar 19.20 im Kapitel über die Friedrichs-Erweiterung symmetrischer Operatoren in
[Zei90]. Eine explizite Untersuchung solcher Eigenwertprobleme ist etwa in [BO91] zu finden.

Definition 3.2.1 Es seiV k := span{zj}
k
j=1 ⊂ H1(Ω) undP k die Projektion

P k : H1(Ω) → V k, v 7→ P kv =
k∑

j=1

(v, zj)zj .

Da (zj) durch die Normierung eine Orthonormalbasis vonL2(Ω) ist, konvergiert fürv ∈ L2(Ω)
die Folge der Projektionen vonv gegenv, es gilt also‖P kv − v‖0 → 0. Aus der Definition
als Eigenwert folgt, dassη ∈ V k und v ∈ H1(Ω) genau dannH1-orthogonal sind, wenn sie
L2-orthogonal sind. Insbesondere werden im Beweis folgende Aussagen benötigt:

Lemma 3.2.1 Für v ∈ H1(Ω) undη ∈ V k gilt

(1) (P kv − v, η) = 0,

(2) (∇(P kv − v),∇η) = 0,

(3) ‖P kv‖0 ≤ ‖v‖0,

(4) |P kv|1 ≤ |v|1.

BEWEIS. Es seienv ∈ H1(Ω) undη ∈ V k beliebig.
(1) Dann giltη = P kη und damit

(P kv, η) =

k∑

j=1

(v, zj)(zj , η) = (v, P kη) = (v, η).

(2) Ferner existiert zu jedem Eigenvektorzj ein Eigenwertµj mit

(∇zj ,∇P kv − v︸ ︷︷ ︸
∈H1(Ω)

) = (µj − 1)(zj , P
kv − v) = 0.

(3) Aus der Orthogonalität (1) folgt nun

‖P kη‖2
0 = (P kη, P kη) = (P kη, η) ≤ ‖P kη‖0‖η‖0.

(4) Dies folgt analog zu (3) aus (2). �

Offenkundig istz ≡ const ein Eigenvektor zum Eigenwertµ = 1. In den weiteren Betrachtun-
gen wird ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen,dassz ≡ 1 in jedemV k liegt
(setze dazu etwaz1 :≡ const geeignet). Damit gilt insbesondere(P kv, 1) = (v, 1).
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3.2.3 Ein differenzierbares Energiefunktional

Zunächst wird eine Variationsgleichung als Regularisierung von (P) hergeleitet. Um das Problem
(P), dessen Variationsungleichung vom nicht differenzierbaren Energiefunktionalψ : R → R

mit

ψ(r) =
1

2
(1 − r2) + I[−1;1] =





1
2(1 − r2) für |r| ≤ 1

∞ für |r| > 1

herrührt, zu einer Variationsgleichung zu regularisieren, wird ein differenzierbares Energiefunk-
tionalψǫ(r) = 1

2(1 − r2) + ψ̂ǫ(r) konstruiert. Es approximiertψ, indem es|r| > 1 durch hohe,
aber noch endliche Energie

”
bestraft“:

ψ̂ǫ(r) :=





1
2ǫ(|r| − (1 + ǫ

2))2 + ǫ
24 für |r| ≥ 1 + ǫ

1
6ǫ2

(|r| − 1)3 für 1 ≤ |r| ≤ 1 + ǫ

0 für |r| ≤ 1

βǫ(r) := ǫψ̂′
ǫ(r) = ǫ(r + ψ′

ǫ(r)).

Bemerkung 3.2.1 Die Abbildungenψǫ, ψ̂ǫ undβǫ besitzen folgende Eigenschaften:

(1) ψǫ(r) −−→
ǫ→0

ψ(r)

(2) βǫ(r) =





(
|r| −

(
1 + ǫ

2

))
sign(r) für |r| ≥ 1 + ǫ

1
2ǫ(|r| − 1)2sign(r) für 1 ≤ |r| ≤ 1 + ǫ

0 für |r| ≤ 1

(3) β′ǫ(r) =





1 für |r| ≥ 1 + ǫ

1
ǫ (|r| − 1) für 1 ≤ |r| ≤ 1 + ǫ

0 für |r| ≤ 1

≤ 1

(4) βǫ ∈ C1(R), ψǫ, ψ̂ǫ ∈ C2(R) undβǫ ist lipschitz-stetig mit0 ≤ β′ǫ ≤ 1.

(5) βǫ undψ̂′
ǫ = 1

ǫβǫ sind monoton wachsend, also istψ̂ǫ konvex und es gilt

ψ̂ǫ(s) ≤ ψ̂ǫ(r) +
1

ǫ
βǫ(s)(s − r).

Für |r| ≤ 1 gilt

ψǫ(s) ≤ ψ̂ǫ(r) +
1

ǫ
(s− r)2 +

1

2
(1 − s2).
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(6) Es gilt |βǫ(r)| ≤ rβǫ(r) und |βǫ(r)| ≤ |r|.

BEWEIS. (1), (2) und (3) sind klar. (4) und (6) folgen aus Teil (2) und(3).
(5) Die Monotonie vonβǫ folgt aus0 ≤ βǫ in (4). Für differenzierbare konvexe Funktionen
f : R → R gilt f(s)+f ′(s)(r−s) ≤ f(r), woraus mitf := ψ̂ǫ die erste Ungleichung folgt. Aus
der Lipschitz-Stetigkeit vonβǫ folgt für |r| ≤ 1 wegenβǫ(r) = 0, dass1

ǫβǫ(s)(s−r) ≤
1
ǫ (s−r)

2

und somit die zweite Ungleichung gilt. �

Um schließlich Lösungen von (P) zu erhalten wird ein Grenz¨ubergangǫ → 0 durchgeführt.
Dafür wird nun noch der Zusammenhang vonβǫ und seinem punktweisen Grenzwertβ unter-
sucht.

Definition 3.2.2 Für r ∈ R setzeβ(r) := lim
ǫ→0

βǫ(r).

Bemerkung 3.2.2 Die Funktionβ hat die Eigenschaften

(1) β(r) =

{
(|r| − 1)sign(r) für |r| > 1
0 für |r| ≤ 1

=





r − 1 für r > 1
0 für |r| ≤ 1
r + 1 für r < −1

,

(2) |β(r) − β(s)| ≤ |r − s| ∀r, s ∈ R,

(3) |β(r) − βǫ(r)| ≤
ǫ
2 ∀r ∈ R.

BEWEIS. (1) und (2) sind klar. (3) ist für|r| ≤ 1 auch klar. Für|r| ≥ 1 + ǫ gilt

|β(r) − βǫ(r)| =
∣∣∣(|r| − 1) −

(
|r| −

(
1 −

ǫ

2

))∣∣∣ =
ǫ

2
.

Setze nunf(x) := x− 1
2ǫx

2, so gilt für1 ≤ |r| ≤ 1 + ǫ wegenf ′(x) = 1 − x
ǫ

|β(r) − βǫ(r)| = f(|r| − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ max
1≤x≤1+ǫ

f(|x| − 1) = max
0≤x≤ǫ

f(x) = f(ǫ) =
ǫ

2
.

�

Korollar 3.2.1 Für ǫ < 1
4 gilt ψǫ(r) ≥ −C0ǫ mit einem vonǫ unabḧangigemC0 > 0.

BEWEIS. Daψǫ symmetrisch ist, suchen wir nur für den Fallr ≥ 0 das Minimum vonψǫ. Für
0 ≤ r ≤ 1 gilt ψǫ(r) ≥ 0. Für1 ≤ r ≤ 1+ ǫ istψǫ mit ψ′

ǫ(r) <
1
ǫβǫ(r) ≤ −1

2 monoton fallend.
Da fernerψǫ(r) −−−→

r→∞
∞ gilt, nimmtψǫ sein Minimum fürr ≥ 1 + ǫ an. Dort gilt

ψ′
ǫ(r) =

1

ǫ

(
r −

(
1 +

ǫ

2

))
− r =

1 − ǫ

ǫ
r −

1 + ǫ
2

ǫ
,

also nimmtψǫ sein Minimum an der Stellerǫ =
1+ ǫ

2

1−ǫ > 1−ǫ2

1−ǫ = 1 + ǫ an. Nun schätzen wir
ψǫ(rǫ) nach unten ab. Dazu setzen wirf(ǫ) = r2ǫ . Dann gilt für0 < ǫ < 1

4

f ′(ǫ) =
3(1 + 1

ǫ )

(1 − ǫ)3
> 0, f ′′(ǫ) =

3
2(1 − ǫ) + 9(1 + ǫ

2)

(1 − ǫ)4
> 0.
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Also ist die Funktionf zwischen0 und 1
4 streng monoton steigend und strikt konvex und wird

somit durch ihre Sekante mit einer positiven SteigungC dominiert. Wegen̂ψǫ ≥ 0 undf(0) = 1
gilt damit

ψǫ(rǫ) >
1

2
(1 − r2ǫ ) =

1

2
(f(0) − f(ǫ))

≥
1

2

(
f(0) −

[
f(0) + ǫ

f(1
4) − f(0)

1
4

])
= −

1

2
Cǫ.

�

3.2.4 Regularisierung der Variationsungleichung

(Schritt 1) Nun wird das aus dem differenzierbaren Energiefunktionalψǫ resultierende Problem
als Variationsgleichung aufgestellt.

(Pǫ) Fürǫ > 0 finde zuu0 ∈ K mit |(u0, 1)| < |Ω| einuǫ ∈W (0, T ;H1(Ω))∩L∞(0, T ;H1(Ω))
und einwǫ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) mit

〈
∂uǫ

∂t
, η

〉
+ (∇wǫ,∇η) = 0 ∀η ∈ H1(Ω), f.ü. in (0;T ), (3.2.1)

γ(∇uǫ,∇η) + (ψ′
ǫ(uǫ), η) = (wǫ, η) ∀η ∈ H1(Ω), f.ü. in (0;T ), (3.2.2)

uǫ(0) = u0. (3.2.3)

Bemerkung 3.2.3 Offensichtlich ist (3.2.2)̈aquivalent zu den Gleichungen

γ(∇uǫ,∇η) − (uǫ, η) + (ψ̂′
ǫ(uǫ), η) = (wǫ, η) ∀η ∈ H1(Ω), f.ü. in (0;T ), (3.2.4)

γ(∇uǫ,∇η) − (uǫ, η) +
1

ǫ
(βǫ(uǫ), η) = (wǫ, η) ∀η ∈ H1(Ω), f.ü. in (0;T ). (3.2.5)

3.2.5 Lösungen des regularisierten Problems

Satz 3.2.1Für 0 < ǫ < 1
4 hat das Problem(Pǫ) eine L̈osunguǫ, für die mit vonǫ und T

unabḧangigen Konstanten gilt:

‖uǫ‖W (0,T ;H1(Ω)) ≤ C(1 + T
1

2 ),

‖uǫ‖L∞(0,T ;H1(Ω)) ≤ C,

‖wǫ‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C(1 + T
1

2 ).

(Schritt 2) Es werden zunächst ortsdiskrete gewöhnlicheDifferentialgleichungen (Pkǫ ) als Ap-
proximation von (Pǫ) konstruiert. Dazu wird die Galerkin-Approximation aus Definition 3.2.1
verwendet.
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(Pk
ǫ ) Für ǫ > 0 undk ∈ N finde zuu0 ∈ K mit |(u0, 1)| < |Ω| uk(t), wk(t) ∈ V k, so dass für

t ∈ [0;T ] gilt

uk(t) =

k∑

j=1

Uj(t)zj , wk(t) =

k∑

j=1

Wj(t)zj ,

(
duk

dt
, η) + (∇wk,∇η) = 0 ∀η ∈ V k (3.2.6)

γ(∇uk,∇η) +
1

ǫ
(βǫ(u

k), η) − (uk, η) = (wk, η) ∀η ∈ V k (3.2.7)

uk(0) = P k(u0). (3.2.8)

U undW sind die zeitabhängigen Koeffizienten der Basisvektoren und damit Abbildungen von
R nachR

k.

Lemma 3.2.2 (Pk
ǫ ) besitzt eine eindeutig bestimmte LösungU,W ∈ C1([0;T ]; Rk), für die mit

(uk(t), 1) = (u0, 1) Massenerhaltung gegeben ist.

BEWEIS.(Lemma 3.2.2) Im Folgenden seienX,Y ∈ R
k beliebig. Setzen wir

Fi(X) :=
1

ǫ
(βǫ(

k∑

j=1

Xjzj), zi),

Aij := (∇zj ,∇zi),

so liefert das Testen von (Pk
ǫ ) mit der bezüglich(·, ·) orthonormalen Basisz1, ..., zk vonV k

U ′(t) +AW (t) = 0,

γAU(t) + F (U(t)) − U(t) = W (t)

alsoU ′(t) = AU(t) − γA2U(t) − AF (U(t)) =: G(U(t)). FallsG lipschitz-stetig ist, folgt
aus dem Satz von Picard-Lindelöf (siehe etwa [DB02]) die Existenz einer eindeutig bestimmten
LösungU ∈ C1([0;T ]; Rk). Da lineare Abbildungen sowie Linearkombinationen und Kom-
positionen lipschitz-stetiger Abbildungen lipschitz-stetig sind, ist nur noch zu zeigen, dassF
lipschitz-stetig ist:

|Fi(X) − Fi(Y )| ≤
(a)

1

ǫ

∫

Ω

∣∣∣∣∣∣

k∑

j=1

(Xj − Yj)zj(x)

∣∣∣∣∣∣
|zi(x)|dx

≤
1

ǫ

k∑

j=1

|Xj − Yj|

∫

Ω

|zj(x)||zi(x)|dx

≤
(b)

1

ǫ

k∑

j=1

|Xj − Yj|‖zj‖0‖zi‖0 ≤
(c)

1

ǫ

k∑

j=1

|Xj − Yj|.
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Dabei gilt (a), daβǫ lipschitz-stetig ist, (b) nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und (c),
da z1, ..., zk orthonormal bezüglich(·, ·) sind. Damit ist die Lipschitz-Stetigkeit vonF mit
‖F (X) − F (Y )‖Rk ,1 ≤ k

ǫ ‖X − Y ‖Rk,1 in der 1-Norm‖X‖Rk ,1 =
∑

|Xi| auf R
k gezeigt.

Um die Massenerhaltung füruk zu zeigen, testen wir (3.2.6) mitη ≡ 1 und erhalten

d

dt
(uk(t), 1) =

(
duk(t)

dt
, 1

)
= 0,

also(uk(t), 1) = (uk(0), 1) = (P ku0, 1) = (u0, 1) = m. �

Nun werden Abschätzungen für das zuψǫ gehörende Ginzburg-Landau Energiefunktional ge-
zeigt, um Abschätzungen für die Lösung von (Pk

ǫ ) herzuleiten.

Definition 3.2.3 Das zuψǫ gehörende Ginzburg-Landau Energiefunktional ist fürv ∈ H1(Ω)
definiert als

Eǫ(v) :=
1

2
γ|v|21 + (ψǫ(v), 1).

Lemma 3.2.3 Die Ginzburg-Landau Energie der Lösung von (Pkǫ ) erfüllt die Gleichung

Eǫ(uk(t)) +

t∫

0

|wk(s)|21ds = Eǫ(P k(u0))

und es gilt (f̈ur k abḧangig vonǫ groß genug)Eǫ(P k(u0)) ≤ C1 mit einer vonǫ und k un-
abḧangigen, positiven KonstanteC.

BEWEIS. (Lemma 3.2.3) Sei(uk, wk)T Lösung von (Pkǫ ). Dann gilt

dEǫ(uk(t))

dt
=
(a)
γ(∇uk(t),∇·)(

duk(t)

dt
) +

∫

Ω

ψ′
ǫ(u

k(t))
duk(t)

dt
dx

= γ

(
∇uk(t),∇

duk(t)

dt

)
+

(
ψ′

ǫ(u
k(t)),

duk(t)

dt

)

=
(b)

(
wk(t),

duk(t)

dt

)
=
(c)

−|wk(t)|21

wobei in (a) die Kettenregel, in (b) Gleichung (3.2.7) und in(c) Gleichung (3.2.6) aus (Pkǫ )
verwendet wurde. Nach Integration über(0; t) erhalten wir

Eǫ(P k(u0)) = Eǫ(uk(t)) −

t∫

0

dEǫ(uk(s))

ds
ds = Eǫ(uk(t)) +

t∫

0

|wk(s)|21ds.
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UmEǫ(P k(u0)) abzuschätzen, wenden wir Bemerkung 3.2.1 (5), Lemma 3.2.1(4) und die starke
Konvergenz vonP kv gegenv an und erhalten

Eǫ(P ku0) =
1

2
γ|P ku0|

2
1 + (ψǫ(P

ku0), 1)

≤
1

2
γ|u0|

2
1 + (ψ̂ǫ(u0), 1) +

1

2
(1 − (P ku0)

2, 1) +
1

ǫ
‖P ku0 − u0‖

2
0

−−−→
k→∞

1

2
γ|u0|

2
1 + (ψ̂ǫ(u0), 1)︸ ︷︷ ︸

=0, da|u0|≤1

+
1

2
(1 − u2

0, 1) = Eǫ(u0).

Eǫ(P ku0) ist somit nach oben durch eine gegenEǫ(u0) konvergente Folge beschränkt. Damit
gilt

lim sup
k→∞

Eǫ(P ku0) ≤ Eǫ(u0).

Wegen|u0| ≤ 1 ist Eǫ(u0) unabhängig vonǫ, also gilt

∃C ∀ǫ > 0 ∃kǫ ∀k > kǫ : Eǫ(P ku0) ≤ C1.

�

Dieses Resultat wird in der folgenden Form benötigt:

Korollar 3.2.2 Es gilt mit vonT , k undǫ unabḧangigen KonstantenC,C0, C1 für ǫ < 1
4 undk

(abḧangig vonǫ) groß genug

1

2
γ|uk(t)|21 +

t∫

0

|wk(s)|21ds = Eǫ(P k(u0)) − (ψǫ(u
k(t)), 1)

≤ C1 + C0|Ω|ǫ ≤ C

Damit gelten insbesondere die Abschätzungen|uk(t)|21 ≤ C und
T∫
0

|wk(s)|21ds ≤ C.

BEWEIS. Wende Lemma 3.2.3 und Korollar 3.2.1 an. �

Nun können Abschätzungen der Lösung von (Pk
ǫ ) gezeigt werden.

Lemma 3.2.4 Für ǫ < 1
4 gen̈ugt uk mit vonk, ǫ undT unabḧangigen KonstantenC den Ab-

scḧatzungen

‖uk‖W (0,T ;H1(Ω)) ≤ C(1 + T
1

2 ), (3.2.9)

‖uk‖L∞(0,T ;H1(Ω)) ≤ C. (3.2.10)

BEWEIS. Aus der Massenerhaltung in Lemma 3.2.2 und der Abschätzung von |uk(t)|1 in Ko-
rollar 3.2.2 folgen nach Anwendung der Poincaré-UngleichungT -unabhängige Abschätzungen
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von‖uk(t)‖0 und‖uk(t)‖1. Damit ist (3.2.10) sofort und eine Abschätzung inL2(0, T ;H1(Ω))

durchCT
1

2 nach Integration über(0;T ) gegeben. Für (3.2.9) bleibt noch die Zeitableitungduk

dt
in L2(0, T ; (H1(Ω))′) abzuschätzen:

∥∥∥∥
duk(t)

dt

∥∥∥∥
2

(H1(Ω))′
≤
(a)

∥∥∥∥
duk(t)

dt

∥∥∥∥
2

−1

=
(b)

(
duk(t)

dt
, P kG

duk(t)

dt

)

=
(c)

−

(
∇wk(t),∇P kG

duk(t)

dt

)
=
(d)

−

(
∇wk(t),∇G

duk(t)

dt

)

=
(e)

−

(
wk(t),

duk(t)

dt

)
=
(f)

|wk(t)|21.

Dabei folgt (a) ausduk(t)
dt ∈ F und Eigenschaften der Norm von(H1(Ω))′ in Bemerkung 2.5.2,

(b) und (d) aus Eigenschaften der ProjektionP k in Lemma 3.2.1, (c) und (f) aus Gleichung
(3.2.6) in (Pkǫ ) und (e) aus der Definition vonG. Dies liefert zusammen mit Korollar 3.2.2 eine
Abschätzung vonduk

dt in L2(0, T ; (H1(Ω))′) durchC und damit (3.2.9). �

Lemma 3.2.5 Für ǫ < 1
4 gen̈ugtwk mit einer vonk, ǫ undT unabḧangigen KonstanteC der

Abscḧatzung

‖wk‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C(1 + T
1

2 ). (3.2.11)

BEWEIS. Wir schätzen zunächst|(wk(t), 1)| ab. Die Poincaré-Ungleichung aus Bemerkung
2.5.1 und die Abschätzung von|wk(t)|1 aus Lemma 3.2.2 werden dann die gewünschte Ab-
schätzung vonwk in derL2(0, T ;H1(Ω))-Norm liefern. Zunächst ergibt das Testen von (3.2.7)
in (Pk

ǫ ) mit η = 1 undη = uk(t)

(wk(t), 1) =
1

ǫ
(βǫ(u

k(t)), 1) − (uk(t), 1),

1

ǫ
(βǫ(u

k(t)), uk(t)) = (wk(t), uk(t)) + ‖uk(t)‖2
0 − γ|uk(t)|21.

Nutzen wir dies, die Beziehungen|βǫ(r)| ≤ rβǫ(r) aus Bemerkung 3.2.1 (6), die Massenerhal-
tung aus Lemma 3.2.2 und die Abschätzung von‖uk(t)‖0 aus dem Beweis von Lemma 3.2.4,
so erhalten wir

|(wk(t), 1)| = |
1

ǫ
(βǫ(u

k(t)), 1) − (uk(t), 1))|

≤
1

ǫ
(|βǫ(u

k(t))|, 1) + |m|

≤
1

ǫ
(βǫ(u

k(t)), uk(t)) + |m|

= (wk(t), uk(t)) + ‖uk(t)‖2
0 − γ|uk(t)|21 + |m|

≤ C + (wk(t), uk(t)).

(3.2.12)
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Wir benötigen nun eine Abschätzung von(wk(t), uk(t)). Die Massenerhaltung aus Lemma
3.2.2, die Definition des Green-Operators und Bemerkung 2.5.2 sowie die Abschätzung von
‖uk(t)‖0 aus dem Beweis von Lemma 3.2.4 liefern uns dafür

(wk(t), uk(t)) = (wk(t), uk(t) −
m

|Ω|
) + (wk(t),

m

|Ω|
)

= (∇wk(t),∇G(uk(t) −
m

|Ω|
)) +

m

|Ω|
(wk(t), 1)

≤ |wk(t)|1|G(uk(t) −
m

|Ω|
)|1 +

m

|Ω|
(wk(t), 1)

≤ |wk(t)|1Cp‖u
k(t) −

m

|Ω|
‖0 +

m

|Ω|
(wk(t), 1)

≤ |wk(t)|1C +
|m|

|Ω|
|(wk(t), 1)|.

(3.2.13)

Aus (3.2.12) und (3.2.13) folgt nun
(

1 −
|m|

|Ω|

)
|(wk(t), 1)| ≤ C + C|wk(t)|1.

Da wir |(u0, 1)| = |m| < |Ω| vorausgesetzt haben, ist|(wk(t), 1)| somit abgeschätzt und wir
erhalten mit der Poincaré-Ungleichung

‖wk(t)‖0 ≤ Cp(|(w
k(t), 1)| + |wk(t)|1) ≤ C + C|wk(t)|1,

was nach Integration über(0;T ) mit Korollar 3.2.2‖wk‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C(1 + T
1

2 ) ergibt. �

Nun können wir den Existenzsatz für Lösungen von (Pǫ) beweisen.

BEWEIS.(Satz 3.2.1) Es sei(uk, wk)T Lösung von (Pkǫ ). Da dann fürk groß genuguk in
W (0, T ;H1(Ω)) undL∞(0, T ;H1(Ω)) undwk in L2(0, T ;H1(Ω)) unabhängig vonǫ und k
beschränkt ist, können wir nacheinander schwach und schwach-* konvergente Teilfolgen in die-
sen Räumen finden. Nach Satz 2.5.1 (2) und Satz 2.6.3 (6) ist die Einbettung

W (0, T ;H1(Ω)) →֒ L2(0, T ;L2(Ω))

kompakt, deshalb können wir auch eine inL2(0, T ;L2(Ω)) stark konvergente Teilfolge auswählen.
Weil natürlich auch alle Teilfolgen den Abschätzungen von uk undwk genügen, können wir ite-
rativ schließlich eine Teilfolge finden, die folgende Konvergenzeigenschaften besitzt:

uk ⇀ uǫ,1 in W (0, T ;H1(Ω)), (3.2.14)

uk ⇀∗ uǫ,2 in L∞(0, T ;H1(Ω)), (3.2.15)

uk → uǫ,3 in L2(0, T ;L2(Ω)), (3.2.16)

wk ⇀ wǫ in L2(0, T ;H1(Ω)). (3.2.17)

Dabei wurde geeignet umnummeriert, um auf eine Doppelindizierung zu verzichten. Mit Be-
merkung 2.4.1 folgt aus (3.2.16) nunuk ⇀ uǫ,3 in L2(0, T ;L2(Ω)). Die Einbettung der Räume
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W (0, T ;H1(Ω)) →֒ L2(0, T ;H1(Ω)) →֒ L2(0, T ;L2(Ω)) mittels der Identität ist nach Satz
2.6.3 (5) stetig. Damit folgt nach Bemerkung 2.4.1 aus (3.2.14) auch, dassuk ⇀ uǫ,1 in
L2(0, T ;L2(Ω)) gilt. Auch aus (3.2.15) folgt mit Bemerkung 2.6.3 und Bemerkung 2.4.1uk ⇀
uǫ,2 in L2(0, T ;H1(Ω)) und L2(0, T ;L2(Ω)). Da schwache Grenzwerte eindeutig bestimmt
sind, gilt somit

uǫ,1 = uǫ,2 = uǫ,3 =:uǫ ∈W (0, T ;H1(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1(Ω)),

wǫ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

Nach Bemerkung 2.1.1 und Bemerkung 2.1.3 ist der Grenzwert der schwach und schwach-*
konvergenten Folge durch die gleichen Konstanten beschränkt, es gilt also

‖uǫ‖W (0,T ;H1(Ω)) ≤ C(1 + T
1

2 ),

‖uǫ‖L∞(0,T ;H1(Ω)) ≤ C,

‖wǫ‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C(1 + T
1

2 ).

Damit liegenuǫ undwǫ in den
”
richtigen“ Räumen und erfüllen die geforderten Abschätzun-

gen. Wir zeigen nun, dass(uǫ, wǫ)
T (Pǫ) löst. Dafür benötigen wir die Konvergenzresultate in

folgender Form:

uk ⇀ uǫ in L2(0, T ;L2(Ω)) undL2(0, T ;H1(Ω)), (3.2.18)

wk ⇀ wǫ in L2(0, T ;L2(Ω)) undL2(0, T ;H1(Ω)). (3.2.19)

Nun testen wir die Gleichungen (3.2.6) und (3.2.7) in (Pk
ǫ ) mit P kη ∈ V k für beliebiges

η ∈ H1(Ω), multiplizieren sie mitφ ∈ D((0;T )) und integrieren über(0;T ). Da ηφ ∈
W (0, T ;H1(Ω)) gilt, folgt aus (3.2.18) und der Orthogonalität der Projektion P k aus Lemma
3.2.1

(uk, P kηφ)L2L2 = (uk, ηφ)L2L2 −−−→
k→∞

(uǫ, ηφ)L2L2 ,

(uk, P kηφ)L2H1 = (uk, ηφ)L2H1 −−−→
k→∞

(uǫ, ηφ)L2H1 .

Wegen(·, ·)L2∇ = (·, ·)L2H1 − (·, ·)L2L2 gilt dann auch

(uk, P kηφ)L2∇ = (uk, ηφ)L2∇ −−−→
k→∞

(uǫ, ηφ)L2∇.

Die gleichen Aussagen fürwk undwǫ folgen analog aus (3.2.19). Nach Definition der Zeitablei-
tung und aufgrund der Orthogonalität vonP k gilt ferner

(
duk

dt
, P kηφ

)

L2L2

= −(uk, ηφ′)L2L2 −−−→
k→∞

−(uǫ, ηφ
′)L2L2 =

T∫

0

〈
duǫ

dt
, η

〉
φ(t)dt.
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Damit bleibt noch der Grenzübergang für den nichtlinearen Term zu zeigen. Aus der Lipschitz-
Stetigkeit vonβǫ in Bemerkung 3.2.1, der Cauchy-Schwartz-Ungleichung und der Abschätzung
‖P kη‖0 ≤ ‖η‖0 aus Lemma 3.2.1 folgt

(βǫ(u
k(t)), P kη) − (βǫ(uǫ(t)), η)

≤ |(βǫ(u
k(t)) − βǫ(uǫ(t)), P

kη)| + |(βǫ(uǫ(t)), P
kη − η)|

≤ ‖uk − uǫ‖0‖η‖0 + ‖βǫ(uǫ(t))‖0‖η − P kη‖0.

Da L2(0, T ;L2(Ω)) stetig inL1(0, T ;L2(Ω)) eingebettet ist, konvergiertuk → uǫ auch in
L1(0, T ;L2(Ω)) stark. Also konvergiert nach Integration über(0;T ) der linke Term gegen0.
Ferner konvergiertP kη → η in L2(Ω). Aus |βǫ(r)| ≤ |r| in Bemerkung 3.2.1, der Abschätzung
vonuk in L∞(0, T ;H1(Ω)) und|P kη| ≤ |η| folgt auch, dass der rechte Term unabhängig vonk
durch eine integrierbare Funktion beschränkt ist. Damit liefert der Konvergenzsatz von Lebesgue
(siehe etwa [Rud64])

(βǫ(u
k), P kηφ)L2L2 −−−→

k→∞
(βǫ(uǫ), ηφ)L2L2 .

Also kann in allen Termen von (Pkǫ ) ein Grenzübergang durchgeführt werden, der zu

T∫

0

〈
duǫ(t)

dt
, η

〉
φ(t)dt +

T∫

0

(∇wǫ(t),∇η)φ(t)dt = 0,

T∫

0

γ (∇uǫ(t),∇η)φ(t)dt −

T∫

0

(
ψ′

ǫ(uǫ(t)), η
)
φ(t)dt =

T∫

0

(wǫ(t), η)φ(t)dt

für alleη ∈ H1(Ω) und alleφ ∈ D((0;T )) führt. Somit erfüllenuǫ undwǫ die Gleichungen aus
(Pǫ). Wir zeigen nun, dassuǫ den gewünschten Anfangswert annimmt. Sei dazuη ∈ H1(Ω) und
ψ ∈ C∞([0;T ]) mit ψ(t) = C 6= 0 in einer Umgebung von0 undψ(t) = 0 in einer Umgebung
von T . Dann giltηψ ∈ W (0, T ;H1(Ω)) und damit liefert partielle Integration nach Satz 2.6.3
(2)

−(uǫ(0), η)φ(0) =

T∫

0

(uǫ(t), η)φ
′(t)dt +

T∫

0

〈
duǫ(t)

dt
, η

〉
φ(t)dt

= lim
k→∞




T∫

0

(uk(t), P kηφ′(t))dt +

T∫

0

(
duk(t)

dt
, P kηφ(t)

)
dt




= lim
k→∞

[
−(uk(0), P kη)φ(0)

]
= −(u0, η)φ(0).

Wegenφ(0) 6= 0 und daη ∈ H1(Ω) beliebig ist, gilt somituǫ(0) = u0. �

Satz 3.2.2Für 0 < ǫ < 1
4 ist die L̈osung des Problems(Pǫ) eindeutig bestimmt.
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BEWEIS. Seien(u1, w1)
T und (u2, w2)

T Lösungen von (Pǫ). Setze danñu = u1 − u2 und
w̃ = w1 − w2. Wir werden zeigen, dass‖ũ(t)‖1 = ‖w̃(t)‖1 = 0 für t ∈ (0;T ) gilt. Dazu
subtrahieren wir die Gleichungen (3.2.1) und (3.2.2) aus (Pǫ) jeweils füru1 undu2 und erhalten

〈
dũ(t)

dt
, η

〉
+ (∇w̃(t),∇η) = 0, (3.2.20)

γ(∇ũ(t),∇η) − (ũ(t), η) +
1

ǫ
(βǫ(u1(t)) − βǫ(u2(t)), η) = (w̃(t), η), (3.2.21)

ũ(0) = 0

für alleη ∈ H1(Ω). Testen von (3.2.20) mitη ≡ 1 liefert (ũ(t), 1) = 0. Testen mitGũ(t) ergibt
nach Korollar 2.6.3

1

2

d

dt
|Gũ(t)|21 =

〈
dũ(t)

dt
,Gũ(t)

〉
= −(∇w̃(t),∇Gũ(t)) = −(w̃(t), ũ(t))

und das Testen von Gleichung (3.2.21) mitũ(t) liefert nach Ausnutzen der Monotonie vonβǫ,
also von(βǫ(u1) − βǫ(u2), u1 − u2) ≥ 0,

γ|ũ(t)|21 − (w̃(t), ũ(t)) ≤ ‖ũ(t)‖2
0. (3.2.22)

Durch Einsetzen erhalten wir damit

1

2

d

dt
|Gũ(t)|21 + γ|ũ(t)|21 ≤ ‖ũ(t)‖2

0 = (∇ũ(t),∇Gũ(t))

≤ |ũ(t)|1|Gũ(t)|1

≤
1

2
γ|ũ(t)|21 +

1

2γ
|Gũ(t)|21,

wobei wirab ≤ γ
2a

2 + 1
2γ b

2 genutzt haben. Nach Multiplikation mit2e−t/γ folgt daraus

d

dt

(
e−t/γ |Gũ(t)|21

)

︸ ︷︷ ︸
:=f(t)

+ e−t/γγ|ũ(t)|21︸ ︷︷ ︸
:=g(t)

≤ 0,

was nach Integration über(0; t) wegenf(t) ≥ 0 undf(0) = 0

0 ≤

t∫

0

g(s)ds ≤

t∫

0

g(s)ds + f(t) − f(0) =

t∫

0

g(s)ds +

t∫

0

f ′(s)ds ≤ 0

liefert. Somit gilt|ũ(t)|1 = 0 für t ∈ (0;T ), was mit(ũ(t), 1) = 0 und der Poincaré-Ungleichung
‖ũ(t)‖1 = 0, also die Eindeutigkeit vonuǫ liefert. Testen wir nun (3.2.21) mitη = 1, so erhalten
wir wegenu1 = u2 auch(w̃(t), 1) = −(ũ(t), 1) = 0. Um abermals die Poincaré-Ungleichung
anzuwenden testen wir noch (3.2.20) mitw̃(t) und erhalten wegeñu = 0

|w̃(t)|21 = −

〈
dũ(t)

dt
, w̃(t)

〉
= 0.

Damit gilt auch‖w̃(t)‖1 = 0 und die Eindeutigkeit der Lösung ist gezeigt. �

47



3.2.6 Lösungen der Variationsungleichung

Auch uǫ undwǫ erfüllen Abschätzungen, die nun genutzt werden, um durcheinen Grenzüber-
gang die Existenz von Lösungen des Problems (P) zu zeigen.

Satz 3.2.3Das Problem (P) besitzt eine Lösung.

BEWEIS. Es sei(uǫ, wǫ)
T die Lösung von (Pǫ). Da die schwachen Grenzwerteuǫ undwǫ den

ǫ-unabhängigen Abschätzungen aus Satz 3.2.1 unterliegen, existiert analog zum Beweis dieses
Satzes wieder eine Teilfolge, so dass nach geeigneter Umnummerierung gilt

uǫ ⇀ u in W (0, T ;H1(Ω)), (3.2.23)

uǫ ⇀
∗ u in L∞(0, T ;H1(Ω)), (3.2.24)

uǫ → u in L2(0, T ;L2(Ω)), (3.2.25)

wǫ ⇀ w in L2(0, T ;H1(Ω)). (3.2.26)

Somit liegenu undw in den
”
richtigen“ Räumen

u ∈W (0, T ;H1(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1(Ω)),

w ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

Um zu zeigen, dass(u,w)T eine Lösung von (P) ist, zeigen wir nun zuerst, dassu ∈ K gilt.
Dann zeigen wir, dass(uǫ, wǫ)

T die Variationsungleichung aus (P) erfüllt und gehen schließlich
zum Grenzwert über. Zunächst testen wir (3.2.1) aus (Pǫ) mit βǫ(uǫ(t)) und erhalten

γ(∇uǫ(t),∇βǫ(uǫ(t))) +
1

ǫ
‖βǫ(uǫ(t))‖

2
0

= (uǫ(t) + wǫ(t), βǫ(uǫ(t)))

≤ ‖uǫ(t)‖0‖βǫ(uǫ(t))‖0 + ‖wǫ(t)‖0‖βǫ(uǫ(t))‖0

≤
2ǫ

2
‖uǫ(t)‖

2
0 +

1

4ǫ
‖βǫ(uǫ(t))‖

2
0 +

2ǫ

2
‖wǫ(t)‖

2
0 +

1

4ǫ
‖βǫ(uǫ(t))‖

2
0

= ǫ(‖uǫ(t)‖
2
0 + ‖wǫ(t)‖

2
0) +

1

2ǫ
‖βǫ(uǫ(t))‖

2
0,

(3.2.27)

wobei wir ab ≤ 1
2(2ǫ)a

2 + (2ǫ)
2 b2 benutzt haben. Ferner gilt∇βǫ(uǫ) = β′ǫ(uǫ)∇uǫ und nach

Bemerkung 3.2.1 (4)0 ≤ β′ǫ(r) ≤ 1, woraus

(∇uǫ(t),∇βǫ(uǫ(t))) =

∫

Ω

β′ǫ(uǫ(t))(∇uǫ(t))
2dx ≥

∫

Ω

β′ǫ(uǫ(t))
2(∇uǫ(t))

2dx = |βǫ(uǫ(t))|
2
1

folgt. Zusammen mit (3.2.27) ergibt sich daraus

γ|βǫ(uǫ(t))|
2
1 +

1

2ǫ
‖βǫ(uǫ(t))‖

2
0 ≤ ǫ(‖uǫ(t)‖

2
0 + ‖wǫ(t)‖

2
0).
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Daraus folgt nach Integration über(0;T ) mit den (ǫ-unabhängigen) Abschätzungen vonuǫ und
wǫ aus Satz 3.2.1

‖βǫ(uǫ)‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ Cǫ

‖βǫ(uǫ)‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ Cǫ
1

2 .

Damit gilt nach Bemerkung 3.2.2

‖β(u)‖L2L2 ≤ ‖β(u) − β(uǫ)‖L2L2 + ‖β(uǫ) − βǫ(uǫ)‖L2L2 + ‖βǫ(uǫ)‖L2L2

≤ ‖u− uǫ‖L2L2 +
∥∥∥
ǫ

2

∥∥∥
L2L2

+ Cǫ −−→
ǫ→0

0,

also fast überallβ(u) = 0 und damitu(t) ∈ K fast überall in(0;T ). Fürη ∈ K gilt offenkundig
βǫ(η) = 0. Testen wir nun (3.2.5) aus (Pǫ) mit η − uǫ und nutzen ferner die Monotonie vonβǫ,
so erhalten wir

γ(∇uǫ,∇η −∇uǫ) − (wǫ + uǫ, η − uǫ) =
1

ǫ
(βǫ(η)︸ ︷︷ ︸

=0

−βǫ(uǫ), η − uǫ) ≥ 0. (3.2.28)

Somit erfülltuǫ die Variationsungleichung in (P). Nun wird der Grenzübergang ǫ → 0 durch-
geführt. Mit den Konvergenzeigenschaften vonuǫ und wǫ ist analog zum Beweis von Satz
3.2.1 der Grenzübergang von Gleichung (3.2.1) in (Pǫ) zu Gleichung (3.1.1) in (P) problemlos
möglich. Gleiches gilt für den Startwertu0. Beim Grenzübergang von Ungleichung (3.2.28) zu
Ungleichung (3.1.2) in (P) ist allerdings Vorsicht geboten. Wir multiplizieren zunächst (3.2.28)
mit einem beliebigenφ ∈ D((0;T )) mit φ ≥ 0, integrieren wieder über(0;T ) und erhalten

T∫

0

(wǫ + uǫ, uǫ)φdt−

T∫

0

(wǫ + uǫ, η)φdt +

T∫

0

(∇uǫ,∇η)φdt ≥ γ

T∫

0

|uǫ|
2
1φdt.

Im zweiten und dritten Term können wir analog zum Beweis vonSatz 3.2.1 einen Grenzübergang
durchführen. Dauǫ → u in L2(0, T ;L2(Ω)) stark undwǫ in L2(0, T ;L2(Ω)) schwach konver-
giert, bereitet nach Bemerkung 2.1.2 auch der erste Term keine Probleme. Da inW (0, T ;H1(Ω))
aber nur schwache Konvergenz gegeben ist, ist|uǫ|

2
1 → |u|21 nicht zu erwarten. Deshalb bilden

wir statt des Grenzwertes den Limes Inferior und erhalten

T∫

0

(∇u(t),∇η)φ(t)dt −

T∫

0

(w(t) + u(t), η − u(t))φ(t)dt ≥ lim inf
ǫ→0

γ

T∫

0

|uǫ(t)|
2
1φ(t)dt.

(3.2.29)

Um die Ungleichung in (P) zu erhalten, wenden wir die Beziehung0 ≤ (a−b)2 = a2−2ab+b2

beziehungsweise2ab− b2 ≤ a2 auf die Bilinearform(∇·,∇·) an und erhalten

2γ

T∫

0

(∇uǫ(t),∇u(t))φ(t)dt − γ

T∫

0

|u(t)|21φ(t)dt ≤ γ

T∫

0

|uǫ(t)|
2
1φ(t)dt,
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woraus nach dem Bilden des Limes Inferior wegen der Konvergenz von(∇uǫ,∇u) gegen|u|21

γ

T∫

0

|u(t)|21φ(t)dt ≤ lim inf
ǫ→0

γ

T∫

0

|uǫ(t)|
2
1φ(t)dt

folgt. Zusammen mit (3.2.29) ergibt dies die Ungleichung in(P). �

Satz 3.2.4Die Lösung von (P) ist eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Es seien(u1, w1)
T und (u2, w2)

T Lösungen von (P). Setze danñu = u1 − u2 und
w̃ = w1 −w2. Anlog zum Beweis der Eindeutigkeit vonuǫ lässt sich folgendes zeigen:

1

2

d

dt
|Gũ(t)|21 =

〈
d ˜u(t)

dt
,Gũ(t)

〉
= −(∇w̃(t),∇Gũ(t)) = −(w̃(t), ũ(t)). (3.2.30)

Nun testen wir (3.1.2) aus (P) füru1 mit u2 und füru2 mit u1. Dies liefert

γ(∇u1(t),−∇ũ(t)) − (u1(t),−ũ(t)) ≥ (w1(t),−ũ(t)),

γ(∇u2(t),∇ũ(t)) − (u2(t), ũ(t)) ≥ (w2(t), ũ(t)).

Summieren und Multiplikation mit−1 ergibt

γ|ũ(t)|21 − ‖ũ(t)‖2
0 ≤ (w̃(t), ũ(t)). (3.2.31)

Aus (3.2.30) und (3.2.31) folgt genau wie im Beweis der Eindeutigkeit vonuǫ die Eindeutigkeit
vonu. Ebenfalls analog dazu gilt

|w̃(t)|21 = −

〈
dũ(t)

dt
, w̃(t)

〉
= 0.

Damit gilt w̃(t) = const, also istw bis auf Konstanten eindeutig bestimmt. Da in (P) eine
Ungleichung vorliegt, ist ein Vorgehen wie bei (Pǫ), um(w̃(t), 1) = 0 zu zeigen, nicht möglich.
Um die Ungleichung zu umgehen, nutzen wir die Tatsache|(u(t), 1)| = |(u0, 1)| < |Ω| und
zeigen, dassu dort, wo es nicht auf dem Hindernis liegt, sogar eine Differentialgleichung erfüllt.
Dafür definieren wir die für fast allet ∈ (0;T ) nichtleeren Mengen

Ω0(t) := {x ∈ Ω : |u(x, t)| < 1}.

Wegen|(u(t), 1)| < |Ω| gilt |Ω0(t)| > 0. Sei nunφ ∈ D(Ω0(t)) beliebig undδ ∈ R jeweils so
gewählt, dassη± = u(t) ± δφ ∈ K gilt, dann liefert das Testen von (3.1.2) mitη+ undη−

γ(∇u(t),∇φ) = (u(t) + w(t), φ),

also wegeñu = 0

0 = γ(∇ũ(t),∇φ) − (ũ(t), φ) = (w̃(t), φ)∀φ ∈ D(Ω0(t)),

und damitw̃(x, t) = 0 in Ω0(t), was mitw̃(t) = const in Ω zu w̃(t) = 0 führt. �
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Satz 3.2.5Die Lösungu von (P) l̈ost das Problem (Q).

BEWEIS. Sei (u,w)T die Lösung von (P), dann erhält man durch das Testen von Gleichung
(3.1.1) in (P) mitη ≡ 1 die Massenerhaltung

〈
du
dt , 1

〉
= 0 und(u, 1) = m. Nach Definition des

Green-Operators folgt somit aus Gleichung (3.1.1)

w = −G

(
du

dt

)
+ λ

mit λ = (w,1)
|Ω| . Das Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung (3.1.2) aus (P) und testen mit

η ∈ Km liefert genau die Ungleichung aus (Q), denn es gilt

(λ, η − u) = λ [(1, η) − (1, u)] = λ(m−m) = 0.

�

Satz 3.2.6Die Lösung von (Q) ist eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Seienu1 undu2 Lösungen von (Q). Setze dannũ = u1 − u2. Testen der Ungleichung
in (Q) für u1 mit u2 und füru2 mit u1 liefert

γ(∇u1(t),−∇ũ(t)) +

〈
G
du1

dt
,−ũ(t)

〉
≥ (u1(t),−ũ(t)),

γ(∇u2(t),∇ũ(t)) +

〈
G
du2

dt
, ũ(t)

〉
≥ (u2(t), ũ(t)).

Summieren und Multiplikation mit−1 liefert

γ|ũ(t)|21 +

〈
G
dũ

dt
,−ũ(t)

〉
≤ ‖ũ(t)‖2

0.

Nun folgt genau wie in den Beweisen der Eindeutigkeit der Lösungen von (Pǫ) und (P) die
Eindeutig vonu. �

Damit sind (P) und (Q) äquivalent, denn eine Lösung von (P)löst (Q), also muss die eindeutige
Lösung von (Q) auch die eindeutige Lösung von (P) sein.

3.2.7 Regularit ät der L ösungen

In [BE91] wird ferner ein Regularitätsresultat für Lösungen von (P) gezeigt. Dabei wird folgende
Forderung an den Rand des GebietesΩ gestellt:

(RegΩ) Der Rand vonΩ sei so
”
glatt“, dass Lösungenz von

−△z = f,
∂z

∂ν
= 0 (3.2.32)

mit (z, 1) = 0 undf ∈ F ∩ L2(Ω) die Abschätzung‖z‖H2(Ω) ≤ C‖△z‖0 erfüllen.

Eine ausführliche Diskussion der Regularität solcher L¨osungen ist in [Gri85] zu finden. Ein
Kriterium ist zum Beispiel durch die folgenden Sätze gegeben.
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Satz 3.2.7SeiΩ ⊂ R
d polygonal berandet, dann existiert genau eine Lösung von(3.2.32), und

diese liegt inH2(Ω).

BEWEIS. Siehe [Gri85]. �

Satz 3.2.8Sei Ω ⊂ R
d konvex, dann existiert eine nur vom Durchmesser vonΩ abḧangige

Konstante, so dass für alle z ∈ H2(Ω) gilt

‖z‖2 ≤ C‖△z‖0. (3.2.33)

BEWEIS. Siehe [Gri85]. �

Die Forderung der Konvexität kann auch gelockert werden, führt aber zu komplexeren Anforde-
rungen anΩ.

Satz 3.2.9Ω gen̈uge der Bedingung (RegΩ). Dann gilt f̈ur die Lösung von (P)

u ∈ L2(0, T ;H2(Ω))

und ∂u
∂ν = 0 auf∂Ω fastüberall in (0;T ). Ferner gilt f̈ur alle t ∈ (0;T )

min{t
1

2 , 1}‖u(t)‖2 ≤ C,

min{t
1

2 , 1}‖w(t)‖1 ≤ C,

wobeiC vonu0 abḧangt.

BEWEIS. Siehe [BE91]. �

Dieses Ergebnis wird insbesondere für die Fehlerabschätzung der Diskretisierung in Kapitel 4
benötigt.
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4 Eine Diskretisierung der Cahn-Hilliard Gleichung

Um partielle Differentialgleichungen zu lösen, wird oftmals der Computer eingesetzt. Da eine
analytische Lösung im Allgemeinen nicht zugänglich ist,wurden verschiedene Verfahren zur
Diskretisierung der kontinuierlichen Gleichungen entwickelt. Allen gemeinsam ist, dass sie auf
diskrete Probleme führen, zu deren Lösung ein Rechner herangezogen werden kann.

Die Methode der finiten Differenzen geht von einer klassischen Formulierung der Differential-
gleichung aus und basiert auf der Approximation klassischer Ableitungen durch Differenzen-
quotienten an endlich vielen Knoten. Die Methode der finitenVolumen bildet durch Integration
Mittelwerte der gesuchten Lösung über endlich viele Kontrollvolumina. Als sehr flexibel hat
sich die Methode der finiten Elemente erwiesen. Sie geht von einer Variationsformulierung aus
und ermittelt Lösungen in endlichdimensionalen Teilräumen. Damit ist sie ein Spezialfall der
Galerkin-Approximation, die bereits im Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen
des Problems (P) verwendet wurde. Die benutzten Funktionenräume bestehen im Allgemeinen
aus stetigen, stückweise polynomiellen Funktionen und liegen damit inH1(Ω). Finite Elemen-
te Methoden, deren endlichdimensionale Räume Unterräume des kontinuierlichen Raums sind,
werden als konform bezeichnet. In bestimmten Fällen werden auch Funktionenräume verwen-
det, die keine Unterräume des ursprünglichen Funktionenraums bilden, diesen aber dennoch auf
gewisse Art approximieren. In diesem Fall spricht man von nichtkonformen Methoden. Eine
Einführung in die Methode der finiten Elemente ist etwa in [Bra97] zu finden.

Zur numerischen Behandlung der Cahn-Hilliard Gleichung untersuchen Blowey und Elliot in
[BE92] drei Diskretisierungen mittels finiter Elemente. Allen gemein ist, dass es sich um voll-
diskrete Schemata handelt, die die Zeitableitung mittels Differenzenquotienten diskretisieren.
Eine ist in der Zeit voll-implizit, eine behandelt den konkaven Term(u, η − u) in (P) explizit
und die dritte behandelt ihn nach dem Crank-Nicolson-Schema. Da die semi-imlipizite zweite
Variante den Vorteil hat, für alle Zeitschrittweiten eineeindeutige Lösung zu besitzen, wird im
Folgenden nur diese betrachtet.

4.1 Die Methode der finiten Elemente

Es soll nun ein sehr kurzer̈Uberblick über die Methode der finiten Elemente gegeben werden.
Sie dient der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen, um diese numerisch zu lösen
und basiert auf einer Variationsformulierung der Gleichung in einem HilbertraumH. Sei etwa
a(·, ·) : H ×H → R eine stetige, koerzive Bilinearform mit

|a(u, v)| ≤ Γ‖u‖H‖v‖H ∀u, v ∈ H,

a(v, v) ≥ α‖v‖2
H ∀v ∈ H

undf ∈ H ′. Gesucht ist nun die Lösung der Variationsgleichung

u ∈ H : a(u, v) = f(v) ∀v ∈ H.
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Nun soll das Problem zunächst in einem abgeschlossenem UnterraumV ⊂ H approximiert
werden:

uV ∈ V : a(uV , v) = f(v) ∀v ∈ V.

Das Céa-Lemma macht einen solchen Ansatz sinnvoll:

Satz 4.1.1 (Céa-Lemma) Unter den obigen Bedingungen gilt

‖u− uV ‖H ≤
Γ

α
inf
v∈V

‖u− v‖H .

BEWEIS. Siehe [Bra97]. �

Die Lösung im Unterraum ist also
”
so gut“, wieV den RaumH approximiert. Im Allgemeinen

ist H unendlichdimensional und man möchte das Problem in endlichdimensionalen Räumen
approximieren, denn endlichdimensionale Probleme lassensich durch Darstellung in einer Ba-
sis auf Probleme inRN zurückführen. Da endlichdimensionale Räume abgeschlossen sind, ist
das Céa-Lemma anwendbar. Für partielle Differentialgleichungen istH meist ein Sobolevraum.
Das Standardbeispiel ista(u, v) = (∇u,∇v) mit H = H1

0 (Ω) (siehe zum Beispiel [Bra97]).
Der Sobolevraum soll nun durch endlichdimensionale Räumeapproximiert werden. Dazu wird
zunächst eine Triangulierung definiert.

Definition 4.1.1 Eine ZerlegungT h vonΩ ⊂ R
d heißt Triangulierung, wenn gilt:

(1) Ω =
⋃

τ∈T h

τ .

(2) Jedesτ ∈ T h ist ein abgeschlossener, nicht entarteterd-dimensionaler Simplex mit
Durchmesserdiam τ ≤ h.

(3) Fürτ1, τ2 ∈ T h mit τ1 6= τ2 ist τ1∩ τ2 entweder leer oder ein Simplex der Oberfläche von
τ1 undτ2 mit Dimension kleinerd.

Die Forderungen (1) und (2) implizieren, dassΩ polygonal berandet ist. Anforderung (3) be-
deutet fürd = 1, dass der Schnitt zweier Elemente (Intervalle) inT h entweder leer oder eine
gemeinsame Ecke ist. Fürd = 2 (Dreiecke) ist zusätzlich eine gemeinsame Kante und fürd = 3
(Tetraeder) außerdem eine gemeinsame Oberfläche (Dreieck) möglich.

Definition 4.1.2 Der zuT h gehörige Raum linearer finiter ElementeSh ist definiert durch

Sh =
{
η ∈ C(Ω) : η|τ ist affin linear∀τ ∈ T h

}
.

Da die Elemente vonSh stückweise linear, also auch stückweise unendlich oft differenzierbar
sind, zeigt der folgende Satz, dassSh ⊂ H1(Ω) gilt.

Satz 4.1.2Ω sei beschr̈ankt undη : Ω → R stückweise unendlich oft differenzierbar. Dann gilt
η ∈ H1(Ω) genau dann, wennη ∈ C(Ω) gilt.
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BEWEIS. Siehe [Bra97]. �

Oft werden Familien von Triangulierungen(T h) für h→ 0 betrachtet. Insbesondere dann ist es
wichtig, dass diese gewissen Bedingungen genügen.

Definition 4.1.3

(1) Eine Familie von Triangulierungen(T h) heißt quasiuniform (shape regular), wenn ein
κ > 0 existiert, so dass jedesτ ∈ T h einen Kreis vom Radiusρτ ≥ hτ

κ enthält, wobeihτ

der halbe Durchmesser vonτ ist.

(2) Eine TriangulierungT h in R
d heißt schwach spitzwinklig, wenn entwederd = 1 gilt oder

alle Innenwinkelατ der Elementeτ ∈ T h die Bedingungατ ≤ π
2 erfüllen.

Eine Basis vonSh ist die Knotenbasis:

Definition 4.1.4 Jedesx ∈ Ω, das Extremalpunkt einesτ ∈ T h ist, heißt Knoten der Triangu-
lierungT h. Die Menge

N h = {x1, ..., xN} =
{
x ∈ Ω : x ist Knoten vonT h

}
(4.1.1)

heißt Knotenmenge vonT h. Sei nunφi ∈ Sh das Element mitφi(xj) = δij , dann heißt die
Familie(φi)i=1,...,N Knotenbasis vonSh.

Dabei heißt ein Punktx ∈ K in einer konvexen MengeK ⊂ R
d Extremalpunkt vonK, wenn

y1, y2 ∈ K, 0 < λ < 1, λy1 + (1 − λ)y2 = x⇒ y1 = x = y2

gilt. τ ∈ T h ist konvex und die Extremalpunkte vonτ sind genau die Eckpunkte des Simplex.
Da eine affin lineare Funktionφ : R

d → R durch Vorgabe der Funktionswerte an dend + 1
Eckpunkten einesd-dimensionalen Simplex eindeutig bestimmt ist, ist(φi)i=1,...,N tatsächlich
eine Basis vonSh.

Nach Satz 4.1.2 giltSh ⊂ H1(Ω). Wird nun eine lineare Variationsgleichung inH1(Ω) appro-
ximativ in Sh gelöst, dann zeigt das Céa-Lemma, dass der Fehler der approximativen Lösung
uh von der Approximationsgüte des Unterraums abhängt. Die Frage ist nun,

”
wie gut“ Sh den

RaumH1(Ω) approximiert. Um dies zu untersuchen wird der Interpolationsoperator vonSh

definiert.

Definition 4.1.5 Der InterpolationsoperatorIh : C(Ω) → Sh ist definiert durch

Ih(u)(x) =

N∑

i=1

u(xi)φi(x).

WegenIhu ∈ Sh gilt

inf
v∈Sh

‖u− v‖1 ≤ ‖u− Ihu‖1.
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Liegt die Lösungu des Problems inH2(Ω) ⊂ C(Ω) (siehe Satz 2.5.1), so ist der Interpolations-
fehler des OperatorsIh abzuschätzen. Dies leistet beispielsweise der folgende Satz:

Satz 4.1.3 Ist die Familie(T h) von Triangulierungen quasiuniform mit Konstanteκ, und besitzt
Ω ⊂ R

2 einen lipschitz-stetigen Rand (siehe [Wlo82]), dann gilt mit einer nur vonκ und Ω
abḧangigen KonstanteC für u ∈ H2(Ω) undr ∈ {0, 1}

‖u− Ihu‖r ≤ Ch2−r‖u‖2.

BEWEIS. Siehe [Bra97]. �

Sollen nun Variationsprobleme wie das Beispielproblem inSh gelöst werden, wirduh in der
Knotenbasis dargestellt und die Variationsformulierung mit allen Basisvektoren getestet. Dies
führt auf ein lineares Gleichungssystem in den Koeffizienten vonuh. Es besitzt die Form

Auh = B, uh =

N∑

j=1

(uh)jφj ,

Aij = a(φj , φi), Bi = f(φi).

Besonders oft tritt die Bilinearform(∇·,∇·) auf. Die Matrix zu dieser Bilinearform wird als
Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Für ihre Diagonalenelemente gilt Aii = |φi|

2
1 > 0. Für eine

schwach spitzwinklige Triangulierung lässt sich über die anderen Einträge folgendes feststel-
len:

Bemerkung 4.1.1 Ist T h schwach spitzwinklig, so gilt für die Knotenbasisφ1, ..., φN vonSh

(∇φi,∇φj) ≤ 0 für i 6= j.

BEWEIS. Für d = 1 ist mit i 6= j der Schnittsupp(φi) ∩ supp(φj) entweder leer, eine Null-
menge oder ein Intervall ausT h, auf dem eine der Funktionen monoton fallend und die andere
monoton steigend ist. Damit gilt in diesem Intervallφ′i(x)φ

′
j(x) ≤ 0. Fürd > 1 ist der Schnitt

supp(φi) ∩ supp(φj) entweder leer, eine Nullmenge, oder er besteht aus Simplizes ausT h.
∇φi(x) und∇φj(x) sind in diesem Simplex jeweils nach innen gerichtete Normalen von zwei
verschiedenen Oberflächenelementen. Da der Winkel zwischen diesen Oberflächenelementen
kleiner oder gleichπ2 ist, ist der Winkel zwischen∇φi(x) und∇φj(x) größer oder gleichπ2 und
es gilt∇φi(x) · ∇φj(x) ≤ 0. �

Da der Schnitt der Träger zweier Basisfunktionen vonSh klein ist, ist die Anzahl der von Null
verschiedenen Einträge inA auch klein. Ist(T h) quasiuniform, so ist der Innenwinkel der Drei-
ecke unabhängig vonh beschränkt. Somit besitzt jeder Knoten nur eine unabhängig vonN be-
schränkte Anzahl von Nachbarknoten. Damit ist die Anzahl der von Null verschiedenen Einträge
in jeder Zeile vonA unabhängig vonN beschränkt. Matrizen mit dieser Eigenschaft werden

”
dünn besetzt“ oder

”
sparse“-Matrix genannt.

Diese Eigenschaft ermöglicht es oft, die entstehenden Gleichungssysteme effizient durch itera-
tive Verfahren zu lösen. Bekannte Beispiele sind für symmetrische Matrizen das CG- und das
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PCG-Verfahren, für nichtsymmetrische Matrizen das BICG-, BICGSTAB- und das GMRES-
Verfahren (siehe [Mei99]). Allen gemein ist, dass sie dünnbesetzte Systeme deutlich schneller
lösen als exakte Löser wie die Gauß-Elimination. Da die L¨osung durch die Diskretisierung,
die Approximation des Problems in einem diskreten Unterraum, ohnehin nicht exakt ist, ist es
auch unnötig, die diskreten Probleme wesentlich genauer zu lösen, als es die Größenordnung
des Diskretisierungsfehlers ist. Insbesondere im symmetrischen Fall basieren die Verfahren auf
Minimierungsansätzen. Besonders hervorzuheben sind auch die Mehrgitterverfahren (siehe zum
Beipiel [Bra93], [Bra97]), die eine Gitterhierarchie nutzen und sich in vielen Fällen als überle-
gen erweisen.

4.2 Definitionen

Jetzt werden einige Begriffe eingeführt, die für die Formulierung der Diskretisierung von (P)
benötigt werden.

Es sei im folgenden(T h) eine quasiuniforme Familie von Triangulierungen vonΩ. In der
Diskretisierung wird die Bilinearform(∇·,∇·) auf Sh × Sh exakt ausgewertet. Für dasL2-
Skalarprodukt(·, ·) wird nur eine Näherung(·, ·)h betrachtet. An diese Näherung werden für
η, χ ∈ Sh und stetigesξ folgende Forderungen mith-unabhängigen KonstantenC1, C2, C3 > 0
gestellt:

(1) (·, ·)h ist ein Skalarprodukt aufSh und definiert eine Norm‖η‖2
h = (η, η)h.

(2) Fürr ∈ {0, 1} gilt |(η, χ) − (η, χ)h| ≤ C1h
1+r‖η‖1‖χ‖r.

(3) ‖ · ‖h und‖ · ‖0 sind äquivalent, d.h. es giltC2‖η‖
2
h ≤ ‖η‖2

0 ≤ C3‖η‖
2
h.

(4) (η, χ)h = (ηχ, 1)h.

(5) (η, 1)h = (η, 1).

(6) ξ ≥ 0 ⇒ (ξ, 1)h ≥ 0.

In [BE92] wird zunächst nur die Forderung(1, 1)h = |Ω| statt (5) gestellt und dafür die Exis-
tenz diskreter Lösungen gezeigt. Jedoch wird die Konvergenz der Diskretisierung nur unter der
Bedingung (5) gezeigt, weshalb diese im folgenden generellangenommen wird. Forderung (2)
wird nur für den Beweis der Fehlerabschätzung der diskreten Lösung verwendet und ist für die
Definition und Lösbarkeit der diskreten Probleme irrelevant.

Beispiele für ein solches Skalarprodukt sind das normaleL2-Skalarprodukt(·, ·) und das
”
ge-

lumpte“ L2-Skalarprodukt. Man erhält es, wenn vor der Integration eine Interpolation inSh

(siehe Definition 4.1.5) durchgeführt wird, also

(η, χ)h :=

∫

Ω

Ih(ηχ)(x)dx =

N∑

i=1

η(xi)χ(xi)

∫

Ω

φi(x)dx,

‖η‖2
h :=

∫

Ω

Ih(η2)(x)dx =

N∑

i=1

η2(xi)

∫

Ω

φi(x)dx.
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Das Integral desL2-Skalarproduktes wird also durch eine Quadratur an den Knoten der Tri-
angulierung mit den Integralen über die jeweiligen Knotenbasisfunktionen als Gewichten ap-
proximiert. Diese Quadratur integriert genau die Funktionen ausSh exakt, das Produkt solcher
Funktionen jedoch im Allgemeinen nicht.

Nun werden die zur Diskretisierung von (P) benötigten Räume und Mengen definiert.

Definition 4.2.1

(1) P h ist die diskreteL2-Projektion inSh mit

(P hχ, η)h = (χ, η) ∀χ ∈ L2(Ω), η ∈ Sh.

(2) Sh
m := {η ∈ Sh : (η, 1)h = (P hu0, 1)h = (u0, 1) = m}.

(3) Sh
0 := {η ∈ Sh : (η, 1)h = (P hu0, 1)h = 0}.

(4) Kh := {η ∈ Sh : |η(x)| ≤ 1}.

(5) Kh
m := {η ∈ Sh

m : |η(x)| ≤ 1}.

Zum Skalarprodukt(·, ·)h existiert auch eine diskrete Form der Poincaré-Ungleichung.

Bemerkung 4.2.1 (Diskrete Poincaŕe-Ungleichung) F̈ur h klein genug undη ∈ Sh gilt

‖η‖h ≤ Ch
p (|η|1 + |(η, 1)h|).

BEWEIS. Aus derÄquivalenz von‖ · ‖0 und ‖ · ‖h auf Sh und der Poincaré-Ungleichung für
H1(Ω) folgt

‖η‖h ≤ C‖η‖0 ≤ CCp (|η|1 + |(η, 1)|) = CCp (|η|1 + |(η, 1)h|) .

�

Ferner wird eine diskrete Form des Green-Operators benötigt. Dieser wird analog zum kontinu-
ierlichen Green-Operator definiert. Die Existenz folgt ebenso analog aus der diskreten Poincaré-
Ungleichung und dem Satz von Lax-Milgram (siehe [Wlo82]).

Definition 4.2.2 Es seiFh := Sh
0 . Definiere nun den Green-Operator mit Neumann-Rand-

bedingungenGh : Fh → Sh, f 7→ Ghf , wobei gilt:

(∇Ghf,∇η) = (f, η)h ∀η ∈ Sh,

(Ghf, 1)h = 0.

Auch durch den diskreten Green-Operator wird eine Norm aufFh erklärt mittels:

‖η‖2
−h := |Ghη|21 = (Ghη, η)h.
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4.3 Die semi-implizite Diskretisierung

Nun wird die semi-implizite Diskretisierung von (P) aufgestellt. Für die Zeitdiskretisierung wird
(0;T ) in M Intervalle Jn = (tn−1, tn] der Längeτ = T

M unterteilt. Es gilt alsotn = nτ
für n = 0, ...,M . Es sind nun Lösungen(Un,W n)T ∈ Sh × Sh zu den Zeitpunktentn für
n = 1, ...,M gesucht. Dabei wird die Zeitableitung diskretisiert durch

∂u

∂t
≈
Un − Un−1

τ
.

Dies führt auf das diskrete Problem:

(Ph) Zu gegebenemu0 mit |(u0, 1)| < |Ω| finde fürn = 1, ...,M (Un,W n)T ∈ Kh × Sh mit

(Un, η)h + τ(∇W n,∇η) = (Un−1, η)h ∀η ∈ Sh, (4.3.1)

γ(∇Un,∇η −∇Un) − (W n, η − Un)h ≥ (Un−1, η − Un)h ∀η ∈ Kh, (4.3.2)

U0 = P hu0. (4.3.3)

Diese Diskretisierung ist nur semi-implizit, da in der rechten Seite von (4.3.2) aufUn−1 statt
Un zurückgegriffen wird. Das hat den Vorteil, dass das Problem für alle Schrittweitenτ eine
Lösung besitzt. Analog zur kontinuierlichen Gleichung wird nun eine zweite Version des Pro-
blems aufgestellen.

(Qh) Zu gegebenemu0 mit |(u0, 1)| < |Ω| finde fürn = 1, ...,M Un ∈ Kh
m mit

γ(∇Un,∇η −∇Un) + (Gh(
Un − Un−1

τ
), η − Un)h ≥ (Un−1, η − Un)h ∀η ∈ Kh

m

(4.3.4)

U0 = P hu0. (4.3.5)

Hier wurdeW n durchGh(Un−Un−1

τ ) ersetzt. Damit ist die Massenerhaltung inUn nicht mehr
implizit gegeben, weshalb sie nun explizit durchUn ∈ Kh

m gefordert wird. Da außerdem
(GhV, 1)h = 0 gilt, jedoch keineswegs(W n, 1)h = 0 gelten muss, wird die Darstellung

W n = W n
0 +

(W n, 1)h
|Ω|︸ ︷︷ ︸

=const

mit (W n
0 , 1)h = 0 zugrundegelegt. Um den Term(const, η − Un)h mit der unbekannten Kon-

stante zu handhaben, wird in (Qh) nur mitη ∈ Kh
m getestet, so dass gilt

(const, η − Un)h = const ((1, η)h − (1, Un)h)) = const(m−m) = 0.

Bemerkung 4.3.1 Jede L̈osung von (Ph) ist eine L̈osung von (Qh). �
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4.4 Existenz und Eindeutigkeit von L ösungen

Im Folgenden wird die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen von (Ph) und (Qh) jeweils
für die Teilprobleme in einem Zeitschritt gezeigt und die entsprechende Eigenschaft für den
vorherigen als gegeben angenommen. Dies liefert induktiv die Existenz und Eindeutigkeit der
gesamten Lösung. Der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit ist in [BE92] für die voll-implizite
Diskretisierung ausgeführt. Ferner ist angemerkt, dass er mit kleinen Anpassungen auch für die
semi-implizite Diskretisierung verwendbar ist. Diese angepasste Version des Beweises wird hier
gegeben.

Satz 4.4.1Das Problem (Qh) besitzt eine eindeutig bestimmte Lösung.

BEWEIS. Zunächst stellen wir das Teilproblem zu einem Zeitpunkttn als Minimierungsproblem
dar. Dazu definieren wir fürn = 1, ...,M aufSh

m das Energiefunktional

Jh
n (η) =

1

2

(
γ|η|21 +

1

τ
|Gh(η − Un−1)|21

)
− (Un−1, η)h + |Ω|.

Da Un−1 entweder der StartwertU0 oder die Lösung aus dem vorherigen Zeitschritt ist, gilt
Un−1 ∈ Kh

m und (η − Un−1, 1)h = 0. Also ist Jh
n auf Sh

m wohldefiniert. Nun betrachten wir
das restringierte Minimierungsproblem

Un ∈ Kh
m : Jh

n (Un) ≤ Jh
n (η) ∀η ∈ Kh

m. (4.4.1)

Offensichtlich istJh
n konvex und stetig. Wegen|Un−1(x)| ≤ 1 und |η(x)| ≤ 1 gilt nach Eigen-

schaft (6) von(·, ·)h |Ω|−(Un−1, η)h = (1−Un−1η, 1)h ≥ 0. Somit gilt fernerJh
n (η) ≥ γ

2 |η|
2
1.

Da fürη ∈ Sh
m die Masse(η, 1)h festgelegt ist, istJh

n nach der diskreten Poincaré-Ungleichung
in Sh

m koerziv, es gilt also

|Jh
n (η)| → ∞ für ‖η‖h → ∞

in Sh
m. Damit besitzt das Minimierungsproblem nach Satz 2.2.3 eine Lösung. Nach Korollar

2.2.1 ist das Minimierungsproblem äquivalent zu

0 ≤ DJh
n (Un)(η − Un) ∀η ∈ Kh

m, (4.4.2)

und damit zu Gleichung (4.3.4) in (Qh). Nun zeigen wir, dass die Lösung eindeutig bestimmt ist.
Dazu nehmen wir an, dassUn

1 undUn
2 zwei Lösungen sind und setzeñUn = Un

1 − Un
2 . Testen

von Gleichung (4.3.4) in (Qh) für Un
1 mit Un

2 und fürUn
2 mit Un

1 ergibt dann

γ(∇Un
1 ,−Ũ

n) +
1

τ
(Gh(Un

1 − Un−1),−Ũn)h ≥ (Un−1,−Ũn)h,

γ(∇Un
2 , Ũ

n) +
1

τ
(Gh(Un

2 − Un−1), Ũn)h ≥ (Un−1, Ũn)h.

Wegen(Un
1 , 1)h = (Un

2 , 1)h = (Un−1)h = m gilt nun

Gh(Un
2 − Un−1) − Gh(Un

1 − Un−1) = Gh(Un
2 − Un

1 − Un−1 + Un−1) = −Gh(Ũn).
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Damit folgt nach Summieren der beiden Ungleichungen und Multiplikation mit−1

γ|Ũn|21 +
1

τ
|GhŨn|21 = γ|Ũn|21 +

1

τ
(Gh(Ũn), Ũn) ≤ (Un−1 − Un−1, Ũn)h = 0, (4.4.3)

womit insbesondere|Ũn|1 = 0 gegeben ist, was mit(Ũn, 1)h = 0 nach der diskreten Poincaré-
Ungleichung zuŨn = 0 führt. �

Bemerkung 4.4.1 Für die hier untersuchte semi-implizite Diskretisierung taucht auf der rech-
ten Seite von Ungleichung(4.4.3)der Term(Un−1 − Un−1, Ũn)h = 0 auf. Da induktiv ange-
nommen wird, dass für die Lösung im vorherigen Zeitschritt bereits Eindeutigkeit gezeigt ist, ist
dieser Term gleich0. Im Fall der in [BE92] auch untersuchten voll-impliziten Diskretisierung
taucht statt dessen der Term‖Ũn‖2

h auf. Daf̈ur wird die Abscḧatzung

‖Ũn‖2
h = (∇GhŨn,∇Ũn) ≤

1

τ
‖Ũn‖2

−h +
τ

4
|Ũn|21

verwendet. Zusammen mit dem Analogon von(4.4.3)ergibt dies
(
γ −

τ

4

)
|Ũn|21 ≤ 0.

In diesem Fall ist die Eindeutigkeit nur für τ < 4γ gegeben.

Wie die Konstruktion der Probleme nahelegt, gilt für Lösungen(Un
P ,W

n
P )T von (Ph) und(Un

Q)

von (Qh) der Zusammenhang

Un
P = Un

Q,

W n
P = −Gh(

Un
Q − Un−1

Q

τ
) + λ,

mit λ = (W n
P , 1)h|Ω|−1. Nach Bemerkung 4.3.1 löstUn

P auch (Qh). Um nun aus der Lösung
von (Qh) eine Lösung für (Ph) zu konstruieren,

”
fehlt“ eben diese Konstanteλ. Im folgenden

Existenzbeweis wird eine Funktion konstruiert, die zu gegebenemλ, als
”
Vorschlag“ für die

Masse vonW n, die Masse von der LösungUn des zuλ gehörenden Problems liefert. Aus dem
Zwischenwertsatz folgt dann die Existenz einesλ, für dasUn die richtige Massem = (U0, 1)h
besitzt.

Satz 4.4.2Das Problem (Ph) besitzt eine L̈osung.

BEWEIS. Es seiUn die Lösung von (Qh) für den entsprechenden Zeitschritt. Nun betrachten wir
das Problem:

(PQh
µ) FindeUn

µ ∈ Kh mit

γ(∇Un
µ ,∇η −∇Un

µ ) + (Un
µ , η − Un

µ )h ≥ (f + µ, η − Un
µ )h ∀η ∈ Kh.
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Dabei seiµ ∈ [µL, µR] gegeben, wobei gelte

f := Un + Un−1 − Gh(
Un − Un−1

τ
),

µL := −1 − max
x∈Ω

f(x),

µR := 1 − min
x∈Ω

f(x).

Da die Bilinearform in (PQhµ) symmetrisch, stetig und koerziv ist, existiert nach Satz 2.2.3 für
jedesµ eine eindeutig bestimmte Lösung von (PQh

µ). Gilt nun (Un
µ , 1)h = m = (Un, 1)h für

ein µ, so können wir die Ungleichung in (Qh) mit Un
µ und jene in (PQhµ) mit Un testen, beide

addieren, mit−1 multiplizieren und erhalten

γ|Un
µ − Un|21 + ‖Un

µ − Un‖2
h ≤ 0

und somitUn
µ = Un. In diesem Fall reproduziert Testen von (PQh

µ) mit η ∈ Kh
m die Ungleichung

aus (Qh). Setzen wir dannW n = µ−Gh(Un−Un−1

τ ), so reproduziert (PQhµ) die Ungleichung aus
(Ph) und(Un,W n)T ist Lösung von (Ph). Ziel ist es also, einµ zu finden, für dass(Un

µ , 1)h = m
gilt. Dazu definieren wir die Abbildung

Mh : [µL;µR] → R, µ 7→Mh(µ) = (Un
µ , 1)h,

wobeiUn
µ die Lösung von (PQhµ) für diesesµ ist. Aus der Definition vonµL undµR folgt

−1 ≥ f + µL und 1 ≤ f + µR.

Für η ∈ Kh folgt nach Multiplikation der ersten Ungleichung mit(η(x) − (−1)) ≥ 0 und
Multiplikation der zweiten mit(η(x) − 1) ≤ 0 aus den Eigenschaften (4) und (6) von(·, ·)h

(−1, η − (−1))h ≥ (f + µL, η − (−1))h,

(1, η − 1)h ≥ (f + µR, η − 1)h.

Dies ist die Ungleichung von (PQhµ) für Un
µL

= −1 undUn
µR

= 1. Somit giltMh(µL) = −|Ω|

undMh(µR) = |Ω|. Wir zeigen nun noch, dassMh monoton und stetig ist. Dann existiert nach
dem Zwischenwertsatz (siehe etwa [Rud64]) einµ ∈ [µL;µR] mit

Mh(µ) = m ∈ [Mh(µL);Mh(µR)] = [−|Ω|; |Ω|]

und die Existenz einer Lösung ist gezeigt. Zum Beweis der Stetigkeit und Monotonie seien
µ1, µ2 ∈ [µK ;µR] beliebig. Dann liefert das Testen von (PQh

µ1
) mit Un

µ2
, von (PQh

µ2
) mit Un

µ1
,

Addition der Ungleichungen und Multiplikation mit−1

0 ≤ γ|Un
µ1

− Un
µ2
|21 + ‖Un

µ1
− Un

µ2
‖2

h ≤ (µ1 − µ2, U
n
µ1

− Un
µ2

)h

= (µ1 − µ2)(M
h(µ1) −Mh(µ2)).
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Daraus folgt zum einen die Monotonie vonMh. Zum anderen liefert die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung wegen‖1‖h = |Ω|

1

2

|Mh(µ1) −Mh(µ2)|
2 = (1, Un

µ1
− Un

µ2
)2h ≤ ‖1‖2

h‖U
n
µ1

− Un
µ2
‖2

h

≤ |Ω|(µ1 − µ2)(M
h(µ1) −Mh(µ2)),

was insbesondere|Mh(µ1) −Mh(µ2)| ≤ |Ω||µ1 − µ2|, also die Lipschitz-Stetigkeit vonMh

impliziert. �

Satz 4.4.3Die Lösung von (Ph) ist eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Da für eine Lösung(Un,W n)T von (Ph)

W n = −Gh(
Un − Un−1

τ
) + const

gilt, zeigt das Testen mitη ∈ Kh
m, dassUn die eindeutige Lösung von (Qh) ist. Es ist noch

Eindeutigkeit vonW n zu zeigen. Seien dazuW n
1 undW n

2 zwei Lösungen fürW n. Dann zeigt
Subtraktion von Gleichung (4.3.1) in (Ph) für W n

1 undW n
2 und Testen mitW n

1 − W n
2 , dass

|W n
1 −W n

2 |1 = 0 gilt. Also sindW n
1 undW n

2 bis auf die Addition von Konstanten identisch.
Da |(Un, 1)h| = |m| < |Ω| gefordert war, existiert mindestens einxi ∈ N h mit |Un(xi)| < 1.
Sei nunδ ∈ R jeweils so gewählt, dassη± = Un ± δφi ∈ Kh gilt. Testen von (4.3.2) mitη+

undη− liefert dann

(W n
1 , φi)h = γ(∇Un,∇φi) − (Un−1, φi)h = (W n

2 , φi)h,

alsoW n
1 (xi) = W n

2 (xi), woraus die Eindeutigkeit vonW n folgt. �

4.5 Konvergenz

In diesem Abschnitt wird ein̈Uberblick über die Konvergenzresultate, die Blowey und Elliot in
[BE92] für die semi-implizite Diskretisierung zeigen, gegeben. Zunächst werden dort Stabilitäts-
abschätzungen bewiesen. Dann wird eine Fehlerfunktion definiert und unter Zuhilfenahme der
Stabilitätsabschätzungen eine Abschätzung des Fehlers hergeleitet. Da die Beweise sehr tech-
nisch sind, werden nur die wesentlichen Resultate zitiert.Für den Beweis der Fehlerabschätzung
selbst wird eine sehr kurze Skizze gegeben.

Eine Folgerung der Stabilitätsabschätzungen ist:

Korollar 4.5.1 Es gelteτ < 4γ. Dann gilt f̈ur die Lösung von (Ph) mit vonh undτ unabḧangi-
gen KonstantenC

max
n=0,...,M

‖Un‖2
1 +

M∑

n=1

τ

∥∥∥∥
Un − Un−1

τ

∥∥∥∥
−h2

+

M∑

n=1

‖Un − Un−1‖2
1 ≤ C,
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|(W n, 1)h| ≤ C +
C

τ
1

2

,

M∑

n=1

τ‖W n‖2
1 ≤ C.

BEWEIS. Siehe [BE92]. �

Die Lösung des kontinuierlichen Problems (P) liegt inW (0, T ;H1(Ω))×L2(0, T ;H1(Ω)) und
damit zu fast allen Zeitpunkten im SobolevraumH1(Ω). Während die Lösung von (Ph) im Ort
in Sh, also einem Unterraum vonH1(Ω), liegt, ist sie in der Zeit nur zu bestimmten Zeitpunk-
ten definiert. Um die Lösung von (Ph) mit der von (P) vergleichen zu können, wird nunUn

stückweise konstant in der Zeit fortgesetzt. Setze also

Uh,τ (·, t) :=

{
Un für t ∈ Jn = (tn−1, tn]
U0 für t = 0

.

Die Fehlerfunktion ist definiert durch

e(x, t) := u(x, t) − Uh,τ (x, t).

Nun ist folgende Fehlerabschätzung gegeben:

Satz 4.5.1Es gelteτ < 2γ. Sei(Un,W n)T die Lösung von (Ph) und (u,w)T die Lösung von
(P). Dann gilt f̈ur U0 = P hu0 ∈ Kh die Fehlerabscḧatzung

‖e‖2
L∞(0,T ;(H1(Ω)′)) + ‖e‖2

L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C

(
h4

τ
+ h2 + τ

)
=: σ(h, τ) (4.5.1)

mit vonh undt unabḧangiger KonstanteC.

Der vollständige Beweis ist in [BE92] für die voll-implizite Diskretisierung ausgeführt. Für die
semi-implizite Diskretisierung sind Hinweise gegeben, wie er anzupassen ist. Hier wird nur eine
sehr kurze Beweisskizze gegeben, um zu verdeutlichen, an welchen Stellen sich der Beweis von
dem für die voll-implizite Diskretisierung unterscheidet und warum er sich nicht analog zum
Eindeutigkeitsbeweis ohne die Beschränkungτ < 2γ führen lässt.

Für den Beweis werden für in der Zeit stetige,integrierbare Funktionen folgende Notationen
verwendet:

ηn(·) := η(·, tn),

ηn(·) :=
1

τ

∫

Jn

η(·, s)ds,

η0(·) := η0(·).

64



Ferner werden Mittelwerte überΩ betrachtet

Un
m := Un −

m

|Ω|
,

un
m := un −

m

|Ω|
.

Der Beweis verwendet mehrfach die Regularitätu ∈ L2(0, T ;H2(Ω)). Dies ist für hinreichend
glatten Rand vonΩ gegeben. Liegt diese Regularität jedoch nicht vor, ist dieFehlerabschätzung
nicht anwendbar.

BEWEIS. (Skizze)
Essentiell ist, dass sowohl füru als auch fürUn die Massenerhaltung

(Un, 1) = (Un, 1)h = (U0, 1)h = (P hu0, 1)h = (u0, 1) = (u, 1) = m

gegeben ist. Der gesamte Beweis basiert auf der Betrachtungdes Terms

(A) :=

∫

Jn

〈
du

dt
−
Un − Un−1

τ
,G(u− Un)

〉
dt

+

∫

Jn

γ(∇u−∇Un,∇u−∇Un)dt−

∫

Jn

(u− Un, u− Un)dt.

Zunächst wird unabhängig davon, obu undUn Lösungen von (P) und (Ph) sind, die Identität

k∑

n=1

(A) =




1

2
‖e(tk)‖2

−1 + γ

tk∫

0

|e(t)|21dt −

tk∫

0

‖e(t)‖2
0dt


−

1

2
‖e(o)‖2

−1

+

[
1

2

k∑

n=1

‖Un − Un−1‖2
−1 −

k∑

n=1

(Un − Un−1,G(un) − un−1))

]

=:(I) − (II) + (III)

(4.5.2)

gezeigt. Nun wird (Q) mitUn und die Ungleichung in (Ph) mit Ihun getestet. Damit die Inter-
polationIh aufun angewandt werden kann, istu(t) ∈ C(Ω) notwendig. Dies ist normalerweise
für u(t) ∈ H1(Ω) nur beid = 1 gegeben. Hier wird also bereitsu(t) ∈ H2(Ω) benötigt. Werden
nun die erhaltenen Ungleichungen in (A) eingesetzt, so ergibt sich

(A) ≤τ

[
(∇Un,∇Ihun −∇un) −

(
Un − Un−1

τ
,G(un − Un)

)
+ (W n, Un − Ihun)h

]

+ τ
[
−(Un, Ihun − un) + (Un, Ihun − Un) − (B)

]
.

Der Term(B) ist dabei im Beweis für die voll-implizite Diskretisierung gegeben durch

(B) = (Un, Ihun − Un)h.
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Für die semi-implizite Diskretisierung geht hierUn−1 stattUn ein. Der von Blowey und Elliot
gegebene Hinweis sieht folgende Anpassung vor:

(B) = (Un−1, Un − Ihun) = (Un, Ihun − Un)h + (Un−1 − Un, Un − Ihun)h.

Jetzt wird im Beweis noch der Term(W n, Un−Ihun) umgeformt und die Abschätzung für(A)
übern = 1, ..., k summiert. Dies führt auf eine Abschätzung der Form

k∑

n=1

(A) ≤ (IV ) + (V ) + (V I) + (V II) + (V III) + (IX) + (X) + (IX), (4.5.3)

wobei der letzte Term

(IX) = τ

k∑

n=1

(Un−1 − Un, Un − Ihun)h

für die semi-implizite Diskretisierung zusätzlich auftaucht. Die Terme(II), (IV ) − (X) wer-
den unter Verwendung von Regularitätsergebnissen, Stabilitätsabschätzungen und Interpolati-
onsabschätzungen und der Abschätzung für die numerische Integration in(·, ·)h nach oben ,
der Term(III) nach unten abgeschätzt. Dies führt für(II), (III), (V ), (V I), (V III)-(X)
zu Abschätzungen durchσ(h, τ). Für (XI) kann mit denselben Methoden eine ebensolche
Abschätzung gezeigt werden. Des Weiteren werden Abschätzungen

(IV ) ≤
Ch2

ν
+
γν

2

tk∫

0

|e(t)|21dt, (V II) ≤
Ch4

γντ
+
γν

2

tk∫

0

|e(t)|21dt.

für ν > 0 gezeigt. Dies führt zusammen mit (4.5.2) und (4.5.3) zu

(I) ≤ σ(h, τ) + νγ

tk∫

0

|e(t)|21dt. (4.5.4)

Die Anwendung der Ungleichung

‖e(t)‖2
0 = (∇G(e(t)),∇e(t)) ≤ ργ|e(t)|21 +

1

4γρ
‖e(t)‖2

−1

für ρ > 0 auf (4.5.4) ergibt nun

1

2
‖e(tt)‖2

−1 + γ(1 − ρ− ν)

∫

Jn

|e(t)|21dt ≤
1

4γν

k∑

n=1

∫

Jn

‖e(t)‖2
−1dt+ σ(h, τ).

Ab dieser Stelle funktioniert der Beweis exakt so wie für die voll-implizite Diskretisierung. Ei-
gentlich ist man an einer Abschätzung von‖e(tt)‖−1 nach oben interessiert. Das Integral auf
der rechten Seite steht dieser im Weg. Allerdings hat der Term (IX) scheinbar keinen direkten

66



Bezug zu den Termen(IV ) und(V II). In Bemerkung 4.4.1 ist erörtert, wie im Eindeutigkeits-
beweis für die semi-implizite Diskretisierung ein Term auf der

”
falschen“ Seite der Abschätzung

durch den induktiven Beweisansatz gleich Null wird. Für den voll-impliziten Fall erfordert dies
die Bedingungτ < 4γ. Da hier kein vergleichbarer induktiver Ansatz gegeben ist, lässt sich ein
ähnliches Argument nicht anwenden. Durch die semi-implizite Diskretisierung ist ein zusätzli-
cher Term zu behandeln. Dieser ist zwar

”
gutartig“, also durchσ(h, τ) abschätzbar, führt aber

nicht zum Verschwinden der störenden Terme. Dies bedeutetinsbesondere, dass sich das Re-
sultat des Satzes nicht mit einem analogen Argument wie im Eindeutigkeitsbeweis ohne die
Bedingungτ < 2γ zeigen lässt.

Im weiteren Verlauf des Beweises wird zur Abschätzung dieser störenden Terme die Bedin-
gung τ < 2γ notwendig. Eine Anwendung der Gronwall Ungleichung führtdann zu einer
Abschätzung

‖e(tk)‖2
−1 ≤ σ(h, τ),

aus der schließlich die gesuchten Abschätzungen hergeleitet werden. �
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5 Lösung der diskreten Probleme

Nun werden verschiedene Löser für die bei der semi-impliziten Diskretisierung der Cahn-Hilliard
Gleichung in jedem Zeitschritt entstehenden diskreten, nichtlinearen Gleichungssysteme be-
trachtet. Allen Lösern gemein ist, dass sie die Probleme aus einem einzelnen Zeitschritt lösen
und für alle Zeitschritte nacheinander angewandt werden.Der Übersicht halber wird deshalb
in diesem Kapitel eine neue, etwas einfachere Notation fürdiese Probleme eingeführt, die sich
von der vorherigen unterscheidet.u ist jetzt die Lösung des diskreten Problems in einem Zeit-
schritt und nicht mehr die des kontinuierlichen Problems. In jedem Zeitschritt ist ein Problem
der folgenden Form zu lösen:

(CH) Finde(u,w)T ∈ Kh × Sh mit

(u, v)h + τ(∇w,∇v) = (ualt, u)h ∀v ∈ Sh, (5.0.1)

γ(∇u,∇v −∇u) − (w, v − u) ≥ (ualt, v − u)h ∀v ∈ Kh. (5.0.2)

Dabei wird stets(ualt, walt)T ∈ Kh × Sh mit |(ualt, 1)h| < |Ω| als gegeben vorausgesetzt.

Im Folgenden wird für das approximierteL2-Skalarprodukt stets das so genannte
”
gelumpte“

L2-Skalarprodukt

(u, v)h :=

∫

Ω

Ih(uv)(x)dx

verwendet, wobeiIh(v) ∈ Sh die Projektion vonv in Sh ist, die Ih(v)(xi) = v(xi) für alle
Knotenxi der TriangulierungT h erfüllt. In diesem Fall gilt(φi, φj)h = 0 für i 6= j.

5.1 Die algebraische Darstellung der diskreten Cahn-Hilli ard Gleichung

Soll ein diskretes Problem mit Hilfe eines Rechners gelöstwerden, so wird im Prinzip immer
eine algebraische Formulierung des jeweiligen Algorithmus implementiert, die ein Problem in
R

N und nicht in einem Funktionenraum löst. Zwar sind beide Formulierungen äquivalent, doch
ist eine algebraische Darstellung des Algorithmus näher an den Details der Implementierung.
Deshalb werden die Algorithmen zunächst in einer jeweils

”
passenden“ Form präsentiert und

dann in ihrer algebraischen Form dargestellt. In diesem Abschnitt wird durch Einsetzen der
Knotenbasisφ1, ..., φN des Finite-Element-RaumsSh in die Bilinearformen und Funktionale
aufSh die algebraische Formulierung von (CH) gegeben.

Das Einsetzen der Knotenbasis liefert

M := (Mij)i,j=1,...,N , Mij := (φi, φj)h, (x, y)h = yTMx,

A := (Aij)i,j=1,...,N , Aij := (∇φi,∇φj), (∇x,∇y) = yTAx,

b := (bi)i=1,...,N , bi := (ualt, φi)h, (ualt, x)h = xT b
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für i, j = 1, ..., N und allex, y ∈ Sh. Dabei istx ∈ R
n der Koeffizientenvektor zux ∈ Sh,

es gilt alsox =
∑N

i=1 xiφi. Um die Eigenschaft(x, 1)h algebraisch darzustellen, wird ferner
der Vektor(1, ..., 1) = 1 als Koeffizientenvektor der konstanten1-Funktion definiert. Damit gilt
offensichtlich(x, 1)h = xTM1. Nun sind noch die Funktionenräume algebraisch darzustellen.
Da die Funktionen inSh stückweise linear sind, kann man die Zugehörigkeit zur konvexen
MengeKh an den Knoten testen, was zu

Sh := R
N ,

Sh
0 := {x ∈ Sh : (x, 1)h = xTM1 = 0},

Kh := {x ∈ Sh : |xi| ≤ 1, für i = 1, ..., N},

führt. Für diese Darstellung giltx ∈ Sh ⇔ x ∈ Sh undx ∈ Kh ⇔ x ∈ Kh. Damit ergibt sich
für (CH) die Darstellung :

(CH) Finde(u,w)T ∈ Kh × Sh mit

(y − u)T γAu− (y − u)Mw ≥ (y − u)b ∀y ∈ Kh (5.1.1)

Mu+ τAw = b. (5.1.2)

Dies lässt sich auch als eine große Ungleichung darstellen

(
y − u

x− w

)T (
γA −M
M τA

)(
u
w

)
≥

(
y − u

x− w

)T (
b
b

)
∀(y, x)T ∈ Kh × Sh.

Durch Einsetzen der Testfunktionen(y,w)T , (u,w + φ
i
)T = (u,w + ei)

T ∈ Kh × Sh können
die einzelnen Gleichungen reproduziert werden. Im Allgemeinen ist man daran interessiert,
derartige Variationsprobleme durch schnelle Mehrgitterverfahren zu lösen. Die Konvergenzge-
schwindigkeit ist bei diesen teilweise unabhängig von derSystemgröße. Für Variationsunglei-
chungen, die von Hindernisproblemen stammen, existieren die monotonen Mehrgitterverfahren
(siehe [Kor97]). Sie basieren auf der monotonen Verkleinerung eines Energiefunktionals. Ziel
ist es, dessen Minimum in einer konvexen Menge zu finden. Allerdings setzt dies eine Formulie-
rung der Variationsungleichung als Minimierungsproblem voraus, die im Allgemeinen nur mit
symmetrischer, positiv definiter Systemmatrix gegeben ist. Zunächst ist die vorliegende System-
matrix nicht einmal symmetrisch, was sich durch Multiplikation der Gleichung mit−1 ändern
lässt und zur symmetrischen Systemmatrix

A =

(
ǫA −M
−M −τA

)

führt. Eine Multiplikation der Ungleichung ist natürlich nicht möglich. Allerdings istA nicht
positiv definit, wie das Beispiel

(
0
ei

)T

A

(
0
ei

)
= −τ |φi|

2
1 < 0

70



zeigt. Bisher sind keine Löser für dieses Problem bekannt, die mit zufriedenstellender Geschwin-
digkeit arbeiten. Der erste hier präsentierte Algorithmus, das Operator-Splitting von Lions und
Mercier, basiert auf einer Formulierung als Differential-Inklusion. Die nichtlineare Block-Gauß-
Seidel Iteration nutzt die algebraische Darstellung von (CH). Da sie nicht auf einem Minimie-
rungsproblem beruht, ist eine Erweiterung zu einem monotonen Mehrgitterverfahren nicht ohne
weiteres möglich. Um solche Verfahren anwenden zu können, soll die Variationsungleichung zu
einem Minimierungsproblem umformuliert werden. Dies hat allerdings den

”
Preis“ eine zusätz-

liche Nebenbedingung stellen zu müssen. Auf das dabei entstehende Sattelpunktproblem wird
der Uzawa Algorithmus angewandt.

5.2 Der Splitting-Algorithmus von Lions-Mercier

Blowey und Elliot präsentieren in [BE92] einen Algorithmus zur Lösung der diskreten Probleme
und weisen darauf hin, dass sie nach Fertigstellung der Arbeit noch einen überlegenen Algorith-
mus, basierend auf dem Operator-Splitting von Lions-Mercier, entdeckt haben. Der Splitting
Algorithmus von Lions und Mercier (siehe [LM79]) dient der Lösung von Operatorgleichungen
der Form

0 ∈ C(u) = A(u) +B(u), (5.2.1)

wobeiC ein mengenwertiger Operator auf einem HilbertraumH ist, dessen Werte Teilmengen
vonH sind und der sich als Summe zweier maximal monotoner, mengenwertiger Operatoren
A undB darstellen lässt. Der Algorithmus basiert auf folgendem von Peaceman und Rachford
eingeführten Iterationsverfahren für lineare Operatoren mit Parameterλ > 0:

un+1 = (I + λB)−1(I − λA)(I + λA)−1(I − λB)un. (5.2.2)

Die genaue Bedeutung dieser Iteration für mengenwertige Operatoren ist zunächst unklar, da
die einzelnen Operationen normalerweise mengenwertig sind. Deshalb wird in [LM79] eine
Iteration verwendet, die für einwertige Operatoren äquivalent zu (5.2.2) ist und bei den men-
genwertigen Operationen in (5.2.2) jeweils der Auswahl eines Elementes des jeweiligen Bildes
entspricht.

5.2.1 Der Lions-Mercier Algorithmus für maximal monotone Operatoren

Zur Formulierung der Iteration wird für maximal monotone OperatorenA zunächst

Jλ
A := (I + λA)−1

definiert. Da Hilberträume strikt konvex sind, ist diese Abbildung nach Satz 2.3.2 einwertig.
Falls auchA einwertig ist, gilt offensichtlich(I + λA)Jλ

A = I. Im mengenwertigen Fall gilt für
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u ∈ H undv ∈ (I + λA)u noch

(2Jλ
A − I)v = 2Jλ

Av − v

= 2u− v

∈ 2u− (I + λA)u

= (I − λA)u = (I − λA)(I + λA)−1v.

Dies legt nahe, zur Spezifizierung von (5.2.2) zuun jeweils ein Elementvn ∈ (I + λB)un und
dafür folgende Iteration zu betrachten

vn+1 = (2Jλ
A − I)(2Jλ

B − I)vn.

vn+1 ist nun auch für mengenwertige maximal monotoneA undB wohldefiniert. Für den Fall
einwertiger Operatoren ist dies äquivalent zu (5.2.2). F¨ur mengenwertige Operatoren ist lediglich
zu u0 ein festesb0 ∈ Bu0 zu wählen und damitv0 := u0 + λb0 ∈ (I + λB)u0 festzulegen.
Alle restlichenvn sind dann durch die Iteration ebenso festgelegt. DaJλ

B einwertig ist, ist mitvn

auchun = Jλ
Bv

n für allen festgelegt. Für diese Iteration zeigen Lions und Mercier in [LM79]
folgendes Konvergenzresultat :

Satz 5.2.1A undB seien maximal monoton und es existiere eine Lösungu von (5.2.1), also ein
u ∈ H unda ∈ A(u), b ∈ B(u) mit a+ b = 0. Setze dannv := u+ λb undbn := vn−un

λ , dann
gilt

lim
n→∞

(bn − b, un − u) = 0.

BEWEIS. Siehe [LM79]. �

Korollar 5.2.1 Gilt zus̈atzlich f̈ur x1, x2 ∈ H undyi ∈ B(xi)

(y1 − y2, x1 − x2) ≥ C‖x1 − x2‖
2
H

mit einemC > 0, so konvergiert der Algorithmus mitlim
n→∞

C‖un − u‖2
H = 0. �

5.2.2 Die Cahn-Hilliard Gleichung als Operator-Inklusion

Nun wird das Problem (CH) als Operator-Gleichung der Form (5.2.1) dargestellt. Nach Kapitel
4 ist klar, dass (CH) äquivalent zu folgender Ungleichung ist:

(CH1) Findeu ∈ Kh
m mit

γ(∇u,∇v −∇u) +
1

τ
(Gh(u− ualt), v − u)h ≥ (ualt, v − u)h ∀v ∈ Kh

m.

Betrachte nun folgende Abbildunga : Sh
m × Sh → R

a(u, v) = γ(∇u,∇v) +
1

τ
(Gh(u− ualt), v)h − (ualt, v)h.
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Offenkundig ist nun für ein festesu ∈ Sh
m die Abbildunga(u, ·) : Sh → R linear und, daSh

endlichdimensional ist, auch stetig. Nach dem Darstellungssatz von Frechét-Riesz existiert also
zu jedemu ∈ Sh

m einB0(u) ∈ Sh, so dass fürv ∈ Sh

(B0(u), v)h = γ(∇u,∇v) +
1

τ
(Gh(u− ualt), v)h − (ualt, v)h

gilt. Ob hier das Skalarprodukt(·, ·) oder(·, ·)h auf Sh gewählt wird, ist im Prinzip egal. Nur
unterscheiden sich natürlich die Operatoren, die der Darstellunssatz liefert. Hier wurde das

”
ge-

lumpte“L2-Skalarprodukt(·, ·)h gewählt. Ferner wirdB0(u) = 0 für u ∈ Sh \Sh
m gesetzt. Nun

ist die Ungleichung in (CH) äquivalent zu

(−B0(u), v − u)h + IKh
m

(u) ≤ IKh
m

(v) ∀v ∈ Sh,

und damit nach Definition des Subgradienten zu−B0(u) ∈ ∂IKh
m

(u). Also ist (CH1) äquivalent
zu

(CH2) Findeu ∈ Sh mit

0 ∈ ∂IKh
m

(u) +B0(u).

Diese Aufspaltung für den Lions-Mercier Algorithmus zu verwenden, ist jedoch sehr ungün-
stig, da dann der Operator(I + λ∂IKh

m
) invertiert werden muss. Deshalb wird dieser Operator

zunächst weiter aufgespalten. Offensichtlich giltIKh
m

= IKh +ISh
m

. Da|m| < |Ω| vorausgesetzt
wird, liegt die Funktionηm ≡ m

|Ω| ∈ Kh
m = dom IKh ∩ dom ISh

m
nirgendwo auf dem Hindernis

±1, ist also ein innerer Punkt vonKh. Damit istIKh in einer Umgebung vonηm konstant, also
auch stetig. Somit liefert Satz 2.2.1 fürv ∈ Sh ∂IKh

m
(v) = ∂IKh(v) + ∂ISh

m
(v). Damit ist

(CH2) äquivalent zu:

(CH3) Findeu ∈ Sh mit

0 ∈ ∂IKh(u)︸ ︷︷ ︸
:=A(u)

+ ∂ISh
m

(u) +B0(u)︸ ︷︷ ︸
:=B(u)

.

Soll nun auf diese Darstellung der Lions-Mercier Algorithmus angewandt werden, so ist zu
zeigen, dassA = ∂IKh undB = B0 + ∂ISh

m
maximal monoton sind.

Satz 5.2.2Die OperatorenA = ∂IKh undB = B0 + ∂ISh
m

sind maximal monoton.

BEWEIS. Da Kh abgeschlossen und konvex ist, istIKh konvex, proper und unterhalbstetig.
Ferner istB0(u) für u ∈ Sh

m die Gateaux-Ableitung der stetigen, konvexen Funktion

fB(u) =
1

2

(
γ|u|21 +

1

τ
|Ghu− ualt|21

)
− (ualt, u)h.

Damit gilt nach Korollar 2.2.1B(u) = ∂(fB + ISh
m

)(u), wobei fB + ISh
m

konvex, proper
und unterhalbstetig ist. Folglich sind nach Satz 2.3.1A undB als Subdifferentiale konvexer,
properer, unterhalbstetiger Funktionen maximal monoton. �
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Korollar 5.2.2 Der Lions-Mercier Algorithmus konvergiert für das Problem (CH3).

BEWEIS. Die Anwendbarkeit des Algorithmus folgt aus Satz 5.2.2. Seien x1, x2 ∈ Sh und
yi ∈ B(xi) alsoyi −B0(xi) ∈ ∂ISh

m
(xi) gegeben, dann giltxi ∈ Sh

m und

(v − xi, yi)h ≤ (v − xi, B0(xi))h ∀v ∈ Sh
m.

Testen mit dem jeweils anderenxi führt nach Addition und Multiplikation mit−1 zu

(y1 − y2, x1 − x2)h ≥ (B0(x1) −B0(x2), x1 − x2)h

= γ|x1 − x2|
2
1 +

1

τ
(Gh(x1 − ualt) − Gh(x2 − ualt), x1 − x2)h

= γ|x1 − x2|
2
1 +

1

τ
|Gh(x1 − x2)|

2
1 ≥ 0.

Da mitx1, x2 ∈ Sh
m auch(x1 − x2, 1)h = 0 gilt, folgt aus der diskreten Poincaré-Ungleichung

somit weiterhin

(y1 − y2, x1 − x2)h ≥ γ|x1 − x2|
2
1 ≥ Cγ‖x1 − x2‖

2
h.

Nun liefert die Anwendung von Satz 5.2.1 und Korollar 5.2.1 die Konvergenz. �

5.2.3 Die Auswertung der Operatoren

DassJλ
Ay und Jλ

By für jedesy ∈ Sh existieren und eindeutig bestimmt sind, folgt aus der
maximalen Monotonie und Satz 2.3.2. Im Folgenden wird untersucht, wie diese Operatoren
ausgewertet werden können.

Seiy ∈ Sh gegeben. Dann gilt nach Korollar 2.2.1, da(x − y, ·)h die Ableitung der stetigen,
konvexen Funktion12‖x− y‖2

h nachx ist:

x = Jλ
Ay

⇔ y ∈ (I + λ∂IKh)x

⇔ 0 ∈ ∂(IKh(x) +
1

2
‖x− y‖2

h)

⇔ x ∈ Kh : ‖x− y‖h ≤ ‖z − y‖h ∀z ∈ Kh.

Die Auswertung vonJλ
Ay entspricht also einer Projektion vony in Kh. Dax ∈ Kh genau dann

gilt, wenn an jedem Knotenxi ∈ N h der Triangulierungx(xi) ∈ [−1; 1] gilt, lässt sich diese
Projektion vony in Kh unabhängig an jedem Knoten ausführen. Es gilt also fürx = Jλ

Ay und
allexi ∈ N h

x(xi) =





−1 , falls y(xi) < −1
y(xi) , falls y(xi) ∈ [−1; 1]
1 , falls y(xi) > 1

.

74



Damit ist der OperatorJλ
A einfach auszuwerten. Die nun auftauchenden Variablenu undw re-

präsentieren nicht die Lösung von (CH), werden aber verwendet, damit das Ziel der Umformung
klar wird. Analog folgt aus Korollar 2.2.1 für den OperatorJλ

B

u = Jλ
By

⇔ y ∈ (I + λB0 + λ∂ISh
m

)u

⇔ y − u− λB0u ∈ λ∂ISh
m
u

⇔ u ∈ Sh
m : (B0(u), v − u)h +

1

λ
(u− y, v − u)h ≥ 0 ∀v ∈ Sh

m. (5.2.3)

Da der Algorithmus das direkte Lösen einer Variationsungleichung umgehen soll und der inB0

enthaltene OperatorGh sehr aufwendig auszuwerten ist, wird nun eine Darstellung als Varia-
tionsgleichung ohne den OperatorGh entwickelt. Dazu wirdw0 := − 1

τ G
h(u − ualt) gesetzt.

Dann lässt sich (5.2.3) schreiben als:

Findeu ∈ Sh
m undw0 ∈ Sh

0 mit

τ(∇w0,∇v) + (u, v)h = (ualt, v)h ∀v ∈ Sh,

γ(∇u,∇v −∇u) +
1

λ
(u, v − u)h − (w0, v − u)h ≥ (ualt, v − u)h +

1

λ
(y, v − u)h ∀v ∈ Sh

m.

Die Forderungu ∈ Sh
m kann zuu ∈ Sh gelockert werden, da(u, 1)h = (ualt, 1)h = m nach

Testen der ersten Gleichung mitv ≡ 1 klar ist. Nun seiv ∈ Sh beliebig, dann giltv = vm +mv

mit mv = (v,1)h−m
|Ω| ∈ R für ein vm ∈ Sh

m. Da die Funktionf : R → R mit

f(mv) = (B0(u),mv)h +
1

λ
(u− y,mv)h

stetig und linear ist und(a, b)h für konstante Funktionena, b ein Skalarprodukt aufR definiert,
existiert immer genau einmw ∈ R, so dassf(mv) = (mw,mv)h für allemv ∈ R gilt. Damit
gilt ferner

f(mv) = (mw,mv)h + (mw, vm − u)h︸ ︷︷ ︸
=0

= (mw, v − u)h

für allev ∈ Sh. Wird diese Gleichung zur mit dem jeweiligenvm getesteten Ungleichung (5.2.3)
addiert, so lässt sich diese darstellen als:

Findeu ∈ Sh, w0 ∈ Sh
0 undmw ∈ R mit

τ(∇w0,∇v) + (u, v)h = (ualt, v)h ∀v ∈ Sh,

γ(∇u,∇v −∇u) +
1

λ
(u, v − u)h − (w0, v − u)h

≥ (ualt, v − u)h +
1

λ
(y, v − u)h + (mw, v − u)h ∀v ∈ Sh,
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wobei die Ungleichung nun mit allenv = vm +mv ∈ Sh getestet werden kann. Der fürv /∈ Sh
m

zusätzlich entstehende Term wird dabei durch(mw, v−u)h kompensiert. Da in der Ungleichung
mit allen Elementen des RaumesSh getestet werden kann, führt Testen mitu+ v undu− v zu
einer Variationsgleichung. Wird nun nochw := w0 +mw gesetzt, so erfüllt offensichtlich auch
w die erste Gleichung. Damit istu = Jλ

By äquivalent zu:

Findeu ∈ Sh undw ∈ Sh mit

τ(∇w,∇v) + (u, v)h = (ualt, v)h ∀v ∈ Sh,

γ(∇u,∇v) +
1

λ
(u, v)h − (w, v)h = (ualt, v)h +

1

λ
(y, v)h ∀v ∈ Sh.

5.2.4 Implementierung des Algorithmus

Jetzt wird eine algebraische Formulierung des Algorithmusgegeben und auf die Implementie-
rung eingegangen. Zu einem Startwertu0 seiv0 ∈ (I + λB)u0 beliebig gewählt. Dann ist der
Algorithmus definiert als

vn+1 = (2Jλ
A − I)(2Jλ

B − I)vn,

wobeiun = Jλ
Bv

n für allen gilt. Setze nun

zn := 2un − vn, un+ 1

2 := Jλ
Az

n,

dann lässt sich der Algorithmus für einen Startwertu0 undv0 ∈ (I + λB)u0 schreiben als:

(1) Fürn = 0, ... bestimmeun+1 durch:

(2) Setzezn = 2un − vn.

(3) Setzeun+ 1

2 = Jλ
Az

n.

(4) Setzevn+1 = 2un+ 1

2 − zn.

(5) Setzeun+1 = Jλ
Bv

n+1.

In dieser Formulierung entspricht der Algorithmus mit der angegebenen Zerlegung der Opera-
toren im Wesentlichen dem, den Barrett, Blowey und Garcke in[BBG99] für die Lösung einer
diskreten Cahn-Hilliard Gleichung mit degenerierter Mobilität entwickeln. Auch Copetti und El-
liott verwenden in [CE92] einen ähnlichen Splitting-Algorithmus für eine diskrete Cahn-Hilliard
Gleichung mit logarithmischer freier Energie.

Zum beliebigen Startwertu0 muss zu Beginn einv0 ∈ (I + λB)u0 gewählt werden. Die Dar-
stellung des OperatorsJλ

B = (I + λB)−1 aus dem vorigen Abschnitt ergibt dafür in der alge-
braischen Formulierung

τAw0 +Mu0 = b

γAu0 +
1

λ
Mu0 −Mw0 = b+

1

λ
v0.
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Zunächst ist also einw0 mit τAw0 = b−Mu0 zu finden. Dieses ist offensichtlich nicht eindeutig
bestimmt. DaM invertierbar ist, erfüllt genau

v0 = u0 + λM−1
(
γAu0 −Mw0 − b

)

die Bedingungv0 ∈ (I + λB)u0. Durch die Festlegung der Konstante fürw0 ist die Wahl von
v getroffen. Wird der Algorithmus in der Basis vonSh dargestellt und werden die Erkenntnisse
aus dem vorherigen Abschnitt genutzt, so ergibt dies die folgende algebraische Formulierung
zum Startwertu0:

(1) Finde einw0 mit τAw0 = b−Mu0.

(2) Setzev0 = u0 + λM−1
(
γAu0 −Mw0 − b

)
.

(3) Fürn = 0, ... bestimmeun+1 durch:

(4) Setzezn = 2un − vn.

(5) Füri = 1, ..., N bestimmeu
n+ 1

2

i durch:

(6) Setzeu
n+ 1

2

i = min{max{zn
i ,−1}, 1}.

(7) Setzevn+1 = 2un+ 1

2 − zn.

(8) Löse das lineare Gleichungssystemun+1, wn+1 ∈ Sh:

τAwn+1 +Mun+1 = b,
(
γA+

1

λ
M

)
un+1 −Mwn+1 = b+

1

λ
vn+1.

Da das lineare Gleichungssystem in (8) ein nichtsymmerisches Ssttelpunktproblem (siehe etwa
[Bra97]) darstellt, ist es sehr aufwendig zu lösen.

5.3 Das Gauß-Seidel Verfahren

Das lineare Gauß-Seidel Verfahren ist ein klassisches Iterationsverfahren für lineare Gleichungs-
systeme. Eine klassische Methode, den Algorithmus zu motivieren, besteht darin, das lineare
Gleichungssystem

x ∈ R
N : Ax = b (5.3.1)

mit A ∈ R
N,N und b ∈ R

N als Fixpunktproblem darzustellen und dessen Lösung mittels ei-
ner Fixpunktiteration zu approximieren. Offensichtlich ist die Darstellung als Fixpunktproblem
nicht eindeutig bestimmt, ein Beispiel ist etwax = Φ(x) mit Φ(x) = Ax − b + x. Für die
Gauß-Seidel Iteration wird eine Zerlegung der MatrixA in obere und untere Dreiecksmatrix
zugrundegelegt. Dazu seiA = AD −AL −AU mit

(AD)ij = Aij für i = j, sonst= 0,

(AL)ij = −Aij für i > j, sonst= 0,

(AU )ij = −Aij für i < j, sonst= 0.
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FallsA symmetrisch ist, giltAU = AT
L. In jedem Fall ist das Gleichungssystem äquivalent zu

(AD −AL)x = b+AUx, was für invertierbaresAD −AL zu

x = (AD −AL)−1(b+AUx) = Φ(x)

führt. Das Lösen des Gleichungssystems ist also äquivalent zum Finden eines Fixpunktes von
Φ. Die Gauß-Seidel Iteration ist die dazu gehörende Fixpunktiteration xn+1 = Φ(xn). Aus
dem Banach’schen Fixpunktsatz (siehe zum Beisiel [Růž04]) folgt, falls Φ eine Kontraktion ist,
die Konvergenz der Iteration gegen die Lösung des linearenGleichungssystems. Für beliebi-
ge MatrizenA ist dies allerdings im Allgemeinen nicht gegeben. Auch die Invertierbarkeit von
(AD−AL) und damit die Durchführbarkeit der Iteration ist im Allgemeinen nicht gegeben. Eine
andere Motivation für das Gauß-Seidel Verfahren ist das Prinzip der Energieminimierung. Vor
dem Hintergrund dieser Idee lässt sich das Verfahren auch auf allgemeinere Probleme auswei-
ten.

5.3.1 Das Gauß-Seidel Verfahren für lineare Probleme

Um das Gauß-Seidel Verfahren durch Energieminimierung zu erklären, wird das Gleichungs-
system unter der Voraussetzung, dassA symmetrisch und positiv definit ist, als Minimierungs-
problem dargestellt. Dazu wird das Energiefunktionalf(x) = 1

2x
TAx − xT b betrachtet. Für

symmetrisches, positiv definitesA ist es strikt konvex (siehe z.B. [Bra97], [KA00]) und die
Lösung des Gleichungssytems ist äquivalent zu

x ∈ R
N : f(x) ≤ f(y) ∀y ∈ R

N .

Zur Approximation der Lösung dieses Minimierungsproblems soll nun die Energie der Ite-
rierten sukzessive verkleinert werden. Ein Minimieren im gesamten RaumRN bedeutet das
exakte, aufwändige Lösen des Gleichungssystems. Um diesdurch einfache Operationen an-
zunähern, wird in einem Iterationsschritt nacheinander in Richtung jedes Basisvektorsei =
(0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) minimiert, also jeweils in eindimensionalen Unterräumen. Nun wird

xn+1,i := (xn+1
1 , ..., xn+1

i−1 , x
n+1
i , xn

i+1, ..., x
n
N )

für i = 0, ..., N gesetzt. Damit ist zu bekanntemxn+1,i−1 jeweilsxn+1,i
i = xn+1

i ∈ R mit

f(xn+1,i) ≤ f(xn+1,i−1 + µei) ∀µ ∈ R

gesucht. Für die Ableitung vonf in Richtung einesei an der Stellexn+1,i gilt

df

dei
(xn+1,i) =

1

2



∑

k 6=i

akix
n+1,i
k +

∑

j 6=i

aijx
n+1,i
j


+ aiix

n+1,i
i − bi

=
i∑

j=1

aijx
n+1
j +

N∑

j=i+1

aijx
n
j − bi

=
(
(AD −AL)xn+1 −AUx

n − b
)
i
.
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Da f differenzierbar und strikt konvex ist, lässt sich das Minimieren in Richtung vonei durch
Setzen vondf

dei
(xn+1,i) = 0 erreichen, was auf(AD −AL)xn+1 = b+AUx

n und damit auf die
eingangs genannte Fixpunktiteration führt.

Im Allgemeinen nimmt die Konvergenzgeschwindigkeit des Gauß-Seidel Verfahrens mit der
Größe des Systems rapide ab, was es als Löser für die bei der Diskretisierung partieller Dif-
ferentialgleichungen entstehenden Probleme ungeeignet macht. Jedoch kann es in einer sym-
metrischen Version als Vorkonditionierer zum Beispiel dasCG-Verfahren (siehe zum Beipiel
[Bra97],[KA00]) beschleunigen. Der Minimierungseigenschaft kommt bei den Mehrgitterme-
thoden (siehe zum Beispiel [Bra93], [Bra97]) besondere Bedeutung zu. Hier wird eine Hier-
archie von Gittern und dazugehörigen Unterräumen vonSh betrachtet. Es wird nicht nur in
Richtung der hochfrequenten Basisfunktionen auf dem feinsten Gitter, sondern auch in Rich-
tung der niederfrequenten Basisfunktionen auf gröberen Gittern minimiert. So wird das Spek-
trum des (Laplace-)Operators besser approximiert und teilweise eine Gitter-(also Systemgrößen-
) unabhängige Konvergenzgeschwindigkeit erreicht. Den Gauß-Seidel Schritten kommt hier die
Rolle eines so genannten Glätters auf jedem Gitter zu.

Es besteht auch die Möglichkeit jeweils in Unterräumen der Dimensionm ≥ 1 zu minimieren.
Dies führt bei geeigneter Nummerierung zu einer Zerlegungin

”
Blockmatrizen“, die ausm×m-

Blöcken besteht. Es sind dann jeweilsm−dimensionale Teilprobleme zu lösen. In diesem Fall
spricht man vom Block-Gauß-Seidel Verfahren.

5.3.2 Das Gauß-Seidel Verfahren für Variationsungleichu ngen

Ausgehend vom Minimierungsansatz lässt sich das Gauß-Seidel Verfahren auch für Minimie-
rungsprobleme der Art

x ∈ K : f(x) ≤ f(y) ∀y ∈ K

erweitern. Dabei istf strikt konvex undK = K1 × ... × KN das Produkt abgeschlossener,
nichtleerer, konvexer MengenKi ⊂ R, also selbst konvex. Es ist klar, dass solche Mengen genau
von der FormKi = [ai; bi] ∩ R mit −∞ ≤ ai ≤ bi ≤ ∞ sind, also abgeschlossene beschränkte
oder unbeschränkte Intervalle. Um sicherzustellen, dassein solches Minimum existiert, wird
zusätzlichJ(x) → ∞ für |x| → ∞ gefordert. Für derartige Probleme wird im projizierten Gauß-
Seidel Verfahren in jedem Schritt nicht mehr in einem eindimensionalen Unterraum, sondern
in einer konvexen TeilmengeKi eines solchen minimiert. Gesucht ist nun also zu bekanntem
xn+1,i−1 jeweilsxn+1,i

i = xn+1
i ∈ Ki mit

f(xn+1,i) ≤ f(xn+1,i−1 + µei) ∀µ ∈ Ki.

Daf strikt konvex ist, ist dies mitx
n+1,i− 1

2

k = xn+1,i
k = xn+1,i−1

k für k 6= i äquivalent zu

x
n+1,i− 1

2

i ∈ R : f(xn+1,i− 1

2 ) ≤ f(xn+1,i−1 + µei) ∀µ ∈ R,

xn+1
i = PKi

x
n+1,i− 1

2

i := min{max{x
n+1,i− 1

2

i , ai}, bi},
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also zum Minimieren inR und Projizieren der Lösung inKi. Es ist klar, dass das projizierte
Gauß-Seidel Verfahren im unrestringierten FallK = R

N in das lineare Gauß-Seidel Verfahren
übergeht. Istf von der Formf(x) = 1

2x
TAx− xT b mit symmetrischer, positiv definiter Matrix

A, so ist das unrestringierte Minimierungsproblem äquivalent zum linearen Gleichungssystem
Ax = b, also zur Variationsgleichung

x ∈ R
N : yTAx = yT b ∀y ∈ R

N .

Das lineare Gauß-Seidel Verfahren entspricht dann einer Zerlegung der Matrix in dieser Varia-
tionsgleichung. Im restringierten FallK 6= R

N nimmt f nach Korollar 2.2.1 genau dann sein
Minimum an einer Stellex in der abgeschlossenen, konvexen, nichtleeren MengeK ⊂ R

N an,
wennx ∈ K und(Df(x), y − x) ≥ 0 für alley ∈ K, also

x ∈ K : (y − x)TAx ≥ (y − x)T b ∀y ∈ K

gilt. Diese Variationsungleichung für das restringierteProblem ist ein Analogon zur Variati-
onsgleichung für das unrestringierte Problem. Anwendungvon Korollar 2.2.1 auf die Minimie-
rungsprobleme im projizierten Gauß-Seidel Verfahren ergibt, dass diese äquivalent zum Suchen
vonxn+1

i ∈ Ki mit

(yi − xn+1,i
i )

(
df

dei
(xn+1,i)

)
= (yi − xn+1

i )
(
(AD −AL)xn+1 −AUx

n − b
)
i
≥ 0

für alleyi ∈ Ki sind. Summieren dieser Gleichungen füri = 1, ..., N ergibt

xn+1 ∈ K : (y − xn+1)T (AD −AL)xn+1 ≥ (y − xn+1)T (b+AUx
n) ∀y ∈ K.

Die einzelnen Gleichungen fürxn+1
i können reproduziert werden, indem mit solcheny ∈ K

getestet wird, für dieyi ∈ Ki beliebig ist undyj = xn+1
j für j 6= i gilt. Damit entspricht auch

das projizierte Gauß-Seidel Verfahren einer Zerlegung derSystemmatrix im zum Minimierungs-
problem gehörenden Variationsproblem, das hier eine Variationsungleichung ist. Das folgende
Konvergenzresultat gilt auch für allgemeinere Probleme mit nichtquadratischemf .

Satz 5.3.1 Ist f : R
N → R stetig differenzierbar, strikt konvex und gilt fernerf(x) → ∞ für

|x| → ∞, so konvergiert das projizierte Gauß-Seidel Verfahren gegen die L̈osung des restrin-
gierten Minimierungsproblems inK = K1 × ...×KN .

BEWEIS. Ein Beweis ist in [GLT81] gegeben. �

Dies lässt sich nun weiter zu einer Blockvariante verallgemeinern, wobei sich die Anforderungen
an die konvexe Menge ändern. Die allgemeine Formulierung sieht wie folgt aus: Es soll das
Minimierungsproblem inK ⊂ V = R

M gelöst werden. Es seiV = V1×...×VN eine Zerlegung
vonV in Unterräume der Dimensiondim(Vi) = mi undK = K1×...×KN eine Zerlegung von
K in abgeschlossene, nichtleere, konvexe MengenKi ⊂ Vi. Dann ist in jedem Iterationsschritt
nacheinander in jeder konvexen MengeKi zu minimieren. Dabei ist jeweils ein Problem der
Dimensionmi zu lösen. Die Konvergenz lässt sich hierfür unter denselben Voraussetzungen an
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f genauso zeigen wie für eine Zerlegung in eindimensionale Teilräume. Offensichtlich umfasst
diese Formulierung alle vorherigen als Spezialfälle.

Allen Formulierungen gemein ist, dass ihnen die Minimierung des Funktionalsf zugrundeliegt.
Für Variationsprobleme mit nichtsymmetrischer oder nicht positiv definiter Systemmatrix ist die
Äquivalenz zu einem Minimierungsproblem jedoch nicht in der benötigten Form gegeben. In
diesem Fall lässt sich zwar durch eine analoge Zerlegung der Matrix eine Iteration

”
konstruie-

ren“, doch ist dann Satz 5.3.1 nicht anwendbar und es ist im Allgemeinen keine Konvergenz
gegen die Lösung des Variationsproblems zu erwarten.

5.3.3 Ein Gauß-Seidel Verfahren für die diskrete Cahn-Hil liard Gleichung

Obwohl das Problem (CH) keine symmetrische, positiv definite Systemmatrix besitzt, wird eine
Block-Gauß-Seidel Iteration darauf angewandt. Diese basiert nicht auf dem Minimierungsan-
satz, sondern auf einer blockweisen Zerlegung der Systemmatrix in untere und obere Dreiecks-
matrizen. Da Satz 5.3.1 auf diese Iteration nicht anwendbarist, wird die Konvergenz speziell
hierfür gezeigt. Der Konvergenzbeweis für diese Iteration wurde von Barrett für eine nichtlinea-
re diskrete Cahn-Hilliard Gleichung ohne Hindernispotential geführt, allerdings nicht veröffent-
licht. In [Sen03] ist dieser Beweis für die hier behandelteGleichung mit Hindernispotential an-
gepasst. Da er weder den Banach’schen Fixpunktsatz noch Minimierungsargumente verwendet,
wie dies beim Gauß-Seidel Verfahren im Allgemeinen der Fallist, wird er hier kurz ausgeführt.

Die Iterationsfolge(un, wn)T wird durch die für das Gauß-Seidel Verfahren typische Zerle-
gung der SteifigkeitsmatrizenA = AD −AL −AU in der algebraische Formulierung von (CH)
gewonnen. Da es sich bei der MassenmatrixM wegen der Verwendung des

”
gelumpten“L2-

Skalarproduktes um eine Diagonalmatrix handelt, muss daf¨ur keine Zerlegung betrachtet wer-
den. Die Iteration sieht dann wie folgt aus:

Finde(un+1, wn+1)T ∈ Kh × Sh mit

(y − un+1)T γ(AD −AL)un+1 − (y − un+1)TMwn+1

≥ (y − un+1)T b+ (y − un+1)Tγ(AU )un ∀y ∈ Kh, (5.3.2)

Mun+1 + τ(AD −AL)wn+1 = b+ τ(AU )wn+1. (5.3.3)

Die Wohldefiniertheit der Iterationsfolge wird im nächsten Abschnitt zur Implementierung des
Algorithmus gezeigt.

Satz 5.3.2SeiT h schwach spitzwinklig, dann konvergiert die Folge(un, wn)T gegen die L̈osung
(u,w)T von (CH).

BEWEIS. Wir definieren zunächst fürn ≥ 1 die Fehlerfunktionenenu = u−un undenw = w−wn,
subtrahieren die Gleichung (5.3.3) für die Iterationsfolge von der Gleichung (5.1.2) in (CH) für

81



die Lösung und erhalten

Men+1
u + τ(AD −AL)en+1

w = τ(AU )enw. (5.3.4)

Nun multiplizieren wir die Differenz mit(en+1
w )T

(en+1
w )TMen+1

u + τ(en+1
w )T (AD −AL)en+1

w = τ(en+1
w )T (AU )enw. (5.3.5)

Eine solche Subtraktion der Ungleichungen ist nicht möglich. Lemma 5.3.1 zeigt jedoch, dass
für diese die ähnliche Relation

γ(en+1
u )T (AD −AL)en+1

u − (en+1
u )TMen+1

w ≤ γ(en+1
u )T (AU )en

u (5.3.6)

gilt. Addition von (5.3.5) und (5.3.6) liefert nun

γ(en+1
u )T (AD −AL)en+1

u + τ(en+1
w )T (AD −AL)en+1

w

≤ γ(en+1
u )T (AU )en

u + τ(en+1
w )T (AU )en

w.
(5.3.7)

Um daraus nun auf die Konvergenz der Folge zu schließen, ben¨otigen wir folgende Eigenschaf-
ten der MatrixA:

(1) DaA symmetrisch ist, gilt fürx ∈ R
N

xT (AD −AL)x =
N∑

i=1

Aiix
2
i +

N∑

i=1

i−1∑

j=1

Aijxixj

=
1

2

N∑

i=1


Aiix

2
i +

i−1∑

j=1

Aijxixj +

i−1∑

j=1

Aijxixj


+

1

2
xTADx

=
1

2
xTAx+

1

2
xTADx.

(2) Wir definieren die DiagonalmatrizenADL
undADU

durch

(ADL
)jj =

j−1∑

i=1

−Aij , (ADU
)ii =

N∑

j=i+1

−Aij.

Da T h schwach spitzwinklig ist, gilt nach Bemerkung 4.1.1−Aij = −(∇φi,∇φj) ≥ 0
für i 6= j und(ADL

)ii, (ADU
)ii ≥ 0. Wegena2 + b2 ≥ 2ab gilt damit fürx, y ∈ R

N

yTAUx =

N∑

i=1

N∑

j=i+1

−Aijyi
xj ≤

N∑

i=1

N∑

j=i+1

−Aij
1

2
(y2

i
+ x2

j)

=
1

2

N∑

i=1

N∑

j=i+1

−Aij

︸ ︷︷ ︸
=(ADU

)ii

y2
i
+

1

2

N∑

j=1

j−1∑

i=1

−Aij

︸ ︷︷ ︸
=(ADL

)jj

x2
j

=
1

2
yTADU

y +
1

2
xTADL

x.
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(3) Es gilt Aii − (ADL
)ii − (ADU

)ii =
∑N

j=1Aij = (∇φi,∇1) = 0 und somit ferner
AD = ADL

+ADU
.

Wenden wir nun diese Eigenschaften auf (5.3.7) an, so erhalten wir

γ(en+1
u )TA(en+1

u ) + τ(en+1
w )TA(en+1

w )︸ ︷︷ ︸
:=xn+1

+ γ(en+1
u )TADL

(en+1
u ) + τ(en+1

w )TADL
(en+1

w )︸ ︷︷ ︸
:=yn+1

≤ γ(en
u)TADL

(en
u) + τ(en

w)TADL
(enw)︸ ︷︷ ︸

:=yn

,

alsoxn+1 + yn+1 ≤ yn. Damit ist die Folgeyn monoton fallend. Wegen(ADL
)ii ≥ 0 ist sie

nach unten beschränkt und somit konvergent. Damit konvergiert die positive Folgexn gegen
Null, worausγ|enu|

2
1 + τ |enw|

2
1 → 0 folgt. Multiplizieren wir nun (5.3.4) miteN = (0, ..., 0, 1),

so erhalten wir

0 = MNN (en+1
u )N + τ

N∑

j=1

ANje
n+1
w .

Daenw in der| · |1-Halbnorm gegen0 geht, konvergiert der rechte und somit auch der linke Term
gegen0, worausenu(xN ) → 0 am KnotenxN folgt. Da ferner die| · |1-Halbnorm vonenu gegen0
geht, folgt daraus die Konvergenz vonenu gegen0 ∈ R

N . Da |(u, 1)h| < |Ω| vorausgesetzt war,
existiert ein Knotenxi mit |u(xi)| = |ui| < 1. Daun

i gegenui konvergiert, gilt ab einemn0 > 1
auch|un

i | < 1. Nun liefert das Testen von Ungleichung (5.1.2) für die Lösung mit geeignetemy
(setze:y

j
= uj für j 6= i undy

i
= ui ± ǫ) und von Ungleichung (5.3.2) für die Iterationsfolge

mit ebenfalls geeignetemy für n > n0

γ
N∑

j=1

(AD −AL −AU )ijuj −Miiwi = bi,

γ

N∑

j=1

(AD −AL)iju
n+1
j − γ

N∑

j=1

(AU )iju
n
j −Miiw

n+1
i = bi.

Subtraktion der Gleichungen liefert

γ
N∑

j=1

(AD −AL)ij(e
n+1
u )j − γ

N∑

j=1

(AU )ij(e
n
u)j = Mii(e

n+1
w )i.

Da die linke Seite gegen Null konvergiert, gilt auch(en
w)i = enw(xi) → 0 und da ferner die

| · |1-Halbnorm vonenw gegen Null geht, folgt daraus die Konvergenz vonenw gegen0 ∈ R
N . �

Lemma 5.3.1 Sei(u,w)T die Lösung von (CH) und(un+1, wn+1)T eine Iterierte der Gauß-
Seidel Iteration, dann gilt

γ(en+1
u )T (AD −AL)en+1

u − (en+1
u )TMen+1

w ≤ γ(en+1
u )T (AU )en

u.
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BEWEIS. Setzen wir

r := (AD −AL −AU )u−Mu− b,

rn+1 = (A−AD)un+1 −AUu
n −Mun+1 − b,

dann gilt (y − u)T r ≥ 0 und (y − un+1)T rn+1 ≥ 0 für y ∈ Kh. Setzen wiry
j

= uj für

j 6= i, so erhalten wir durch Einsetzen vony mit y
i
∈ [−1, 1] geeignetri = 0 für ui ∈ (−1, 1),

ri ≤ 0 für ui = 1 undri ≥ 0 für ui = −1. Fürun+1
i undrn+1

i erhalten wir dieselben Aussagen.
Zusammen liefert dies:

ui = un+1
i ⇒ (u− un+1)i = 0,

ui, u
n+1
i ∈ (−1, 1) ⇒ (r − rn+1)i = 0,

ui = 1, un+1
i < 1 ⇒ (u− un+1)i > 0, (r − rn+1)i ≤ 0,

ui = −1, un+1
i > −1 ⇒ (u− un+1)i < 0, (r − rn+1)i ≥ 0,

ui < 1, un+1
i = 1 ⇒ (u− un+1)i < 0, (r − rn+1)i ≥ 0,

ui > −1, un+1
i = −1 ⇒ (u− un+1)i > 0, (r − rn+1)i ≤ 0.

Damit gilt (u− un+1)i(r − rn+1)i ≤ 0, also auch(u− un+1)T (r − rn+1) ≤ 0. �

5.3.4 Implementierung des Algorithmus

Jetzt soll für den Algorithmus eine Formulierung gegeben werden, die es ermöglicht, die ein-
zelnenun+1 zu berechnen. Im symmetrischen Fall geschieht dies durch das Lösen lokaler Mi-
nimierungsprobleme. Um eine ähnliche Darstellung zu erhalten, wird die i-te Zeile der Glei-
chung (5.3.3) betrachtet und die Ungleichung (5.3.2) mity mit y

j
= un+1

j für i 6= j und

y
i

= ξ ∈ [−1; 1] beliebig getestet. DaM eine Diagonalmatrix ist, ergibt dies fürun+1
i die

Beziehung

Miiu
n+1
i + τAiiw

n+1
i = αn+1

i , (5.3.8)

(ξ − un+1
i )

(
γAiiu

n+1
i −Miiw

n+1
i

)
≥ (ξ − un+1

i )βn+1
i ∀ξ ∈ [−1; 1]. (5.3.9)

mit un+1
i ∈ [−1; 1] und

αn+1
i := b− τ

i−1∑

j=1

Aijw
n+1
j − τ

N∑

j=i+1

Aijw
n
j ,

βn+1
i := b− γ

i−1∑

j=1

Aiju
n+1
j − γ

N∑

j=i+1

Aiju
n
j .

Dabei hängenαn+1
i undβn+1

i nur vonun undun+1
j mit j < i ab. Also können die(un+1

i , wn+1
i )T

nacheinander berechnet werden. Es ist noch zu klären, ob solche(un+1
i , wn+1

i )T immer existie-
ren und wie sie zu berechnen sind. DaAii > 0 gilt, lässt sich Gleichung (5.3.8) darstellen als

wn+1
i =

1

τAii
(αn+1

i −Miiu
n+1
i ).
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Einsetzen in die Ungleichung (5.3.9) ergibtun+1
i ∈ [−1; 1] mit

(ξ − un+1
i )

(
γAii +

M2
ii

τAii

)

︸ ︷︷ ︸
=Q

un+1
i ≥ (ξ − un+1

i )

(
βn+1

i +
Mii

τAii
αn+1

i

)

︸ ︷︷ ︸
=P

∀ξ ∈ [−1; 1].

Nach Korollar 2.2.1 ist diese Ungleichung äquivalent zum Minimieren des Energiefunktionals
J(ξ) := 1

2Qξ
2−Pξ in [−1; 1]. WegenQ > 0 ist J strikt konvex inR. Also existieren nach Satz

2.2.3 eindeutige Minima vonJ in R und [−1; 1]. Folglich gilt:

Bemerkung 5.3.1 Die Iterationsfolge(un, wn)T ist wohldefiniert. �

Sei ûn+1
i das Minimum inR, alsoDJ(ûn+1

i ) = 0. Für ûn+1
i ∈ [−1; 1] gilt un+1

i = ûn+1
i . Für

ûn+1
i > 1 ist J in [−1; 1] streng monoton fallend, für̂un+1

i < 1 streng monoton wachsend.
Somit istun+1

i genau die Projektion von̂un+1
i in [−1; 1]. Zu gegebenem Startwertu0 sieht der

Algorithmus damit wie folgt aus:

(1) Fürn = 0, ... bestimme(un+1, wn+1)T durch:

(2) Füri = 1, ..., N bestimme(un+1
i , wn+1

i )T durch:

(3) Berechneαn+1
i , βn+1

i .

(4) Löse
(
γAii +

M2
ii

τAii

)
ûn+1

i =
(
βn+1

i + Mii

τAii
αn+1

i

)
.

(5) Setzeun+1
i = min{max{ûn+1

i ,−1}, 1}.

(6) Setzewn+1
i = 1

τAii
(αn+1

i −Miiu
n+1
i ).

Es ist noch anzumerken, dass die Berechnung von(un+1, wn+1)T nurO(N) Operationen er-
fordert, da die MatrixA dünn besetzt ist. Ferner hat der Algorithmus den Vorteil, dass keine
Parameter zu wählen sind.

5.4 Die Cahn-Hilliard Gleichung als Minimierungsproblem

Für lineare Variationsprobleme ist eine Vielzahl effizienter, also schneller, Lösungsalgorith-
men bekannt. Beispiele sind etwa das vorkonditionierte CG-Verfahren für symmetrische Pro-
bleme und Varianten wie BICGSTAB für nicht symmetrische Probleme. Insbesondere Mehr-
gittermethoden ermöglichen eine schnelle Lösung linearer Probleme. Auch können die Me-
thoden auf verschiedene Arten kombiniert werden. So ist etwa ein durch Mehrgittermethoden
vorkonditioniertes CG-Verfahren möglich. Glatte nichtlineare Probleme können beispielsweise
mit dem Newton-Verfahren gelöst werden, wobei für die linearen Teilprobleme schnelle lineare
Löser verwendet werden. Auch ein direkter Mehrgitteransatz für glatte nichtlineare Probleme ist
möglich.

Für nichtglatte nichtlineare Probleme ist die Auswahl an effizienten Lösungsverfahren nicht so
groß. Ein wichtige Klasse nichtglatter nichtlinearer Probleme bilden Hindernisprobleme wie
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die Cahn-Hilliard Gleichung. Operator-Splitting Methoden oder Relaxationsmethoden wie das
Gauß-Seidel Verfahren zur Lösung solcher Probleme sind typischerweise sehr langsam. Auch
die Ankopplung des Hindernisses mit Lagrange-Multiplikatoren (siehe [Glo84], [GLT81]) ist oft
ineffizient. Die monotonen Mehrgitterverfahren (siehe [Kor97]) bieten eine Möglichkeit, nicht-
glatte nichtlineare Probleme sehr schnell zu lösen. Sie sind zum Beispiel auf Hindernisprobleme
anwendbar, die sich als Minimierungsproblem darstellen lassen. Dabei wird ein konvexes Funk-
tional in einer konvexen Menge minimiert. Wesentlich ist hierfür die Symmetrie und positive
Definitheit des Problems.

Für nichtsymmetrische Hindernisprobleme ist kein ähnlicher Algorithmus bekannt. In diesem
Abschnitt soll (CH) zu einem Minimierungsproblem umformuliert werden, um Mehrgitterme-
thoden zur Lösung anwenden zu können. Dies führt allerdings auf eine zusätzliche Nebenbe-
dingung. Das Problem stellt sich dann als Minimierungsproblem mit Box-Constraints, das heißt
es istu(x) ∈ [a; b] gefordert, mit einer partiellen Differentialgleichung als Nebenbedingung.
Diese lässt sich durch die Einführung eines Lagrange-Multiplikators an das Problem koppeln,
was zu einem Sattelpunktproblem führt. Eine Einführung in die Theorie solcher restringierter
Minimierungsaufgaben ist zum Beispiel in [Spe93] und [GK02] gegeben.

5.4.1 Aufstellen eines Energiefunktionals

Wie in Kapitel 5.1 gezeigt wurde, lässt sich (CH) symmetrisch formulieren. Allerdings ist die
entstehende Systemmatrix dann nicht positiv definit. In diesem Abschnitt wird eine Art Ener-
giefunktional für (CH) aufgestellt. Um das Vorgehen eleganter zu gestalten, wird eine Notati-
on eingeführt, dieu undw als eine Variable betrachtet. Im Folgenden seiU = (u,w)T und
V = (vu, vw)T . Die Indizierungvu, vw, lu, lw, au, aw der Testfunktionen, Funktionale und Bili-
nearformen soll keine Abhängigkeit vonu undw ausdrücken, sondern dient lediglich der Ori-
entierung. Mit dieser Notation lässt sich (CH) schreiben als:

(CH) FindeU ∈ Kh × Sh mit

a(U, V − U) ≥ l(V − U) ∀V ∈ Kh × Sh,

wobei gilt:

a(U, V ) := γ(∇u,∇vu) − (w, vu)h︸ ︷︷ ︸
=:au(U,vu)

+(−(u, vw)h − τ(∇w,∇vw)︸ ︷︷ ︸
=:aw(U,vw)

)

l(V ) := (ualt, vu)h︸ ︷︷ ︸
=:lu(vu)

+(−(ualt, vw)h︸ ︷︷ ︸
=:lw(vw)

).

Die einzelnen Gleichungen in (CH) lassen sich durch das Testen mit (v,w)T und (u, v + w)T

reproduzieren. Da die Bilinearforma(·, ·) symmetrisch, aber nicht positiv-definit ist, kann nicht
erwartet werden, dass das Lösen von (CH) äquivalent zum Minimieren eines Energiefunktionals
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ist. Trotzdem wird nun das in
”
üblicher“ Weise fürV ∈ Sh × Sh aufgestellte Energiefunktional

J̃(V ) : =
1

2
a(V, V ) − l(V )

=
1

2
au(V, vu) +

1

2
aw(V, vw) − lu(vu) − lw(vw)

=
1

2
γ|vu|

2
1 −

1

2
τ |vw|

2
1 − (vu, vw)h − lu(vu) − lw(vw).

betrachtet. Durch den negativen Term−1
2τ |vw|

2
1 ist dieses Funktional nicht nach unten be-

schränkt, besitzt also kein endliches, globales Minimum.Das Lösen von (CH) ist aber äquivalent
zum Lösen von (CH) unter der Nebenbedingung:

(NB) FürV = (vu, vw)T ∈ Sh × Sh gelte:

aw(V, v) = lw(v) ∀v ∈ Sh.

Definition 5.4.1 Nun wird der affine Unterraum vonSh ×Sh und die Teilmenge vonKh ×Sh,
auf denen (NB) gilt, definiert als

S(NB) : = {V ∈ Sh × Sh : aw(V, v) = lw(v)∀v ∈ Sh},

K(NB) : = {V ∈ Kh × Sh : aw(V, v) = lw(v)∀v ∈ Sh}.

Wird J̃ nur aufS(NB) betrachtet, so liefert das Testen von (NB) mitvw und das Einsetzen iñJ
für V ∈ S(NB)

J̃(V ) =
1

2
au(V, vu) −

1

2
aw(V, vw) − lu(vu) =

1

2
γ|vu|

2
1 +

1

2
τ |vw|

2
1 − lu(vu).

Dieses Funktional wird nun auf dem ganzen RaumSh × Sh betrachtet.

Definition 5.4.2 FürV ∈ Sh × Sh definiere

J(V ) :=
1

2
au(V, vu) −

1

2
aw(V, vw) − lu(vu)

=
1

2
γ|vu|

2
1 +

1

2
τ |vw|

2
1 − (ualt, vu)h.

5.4.2 Das Minimierungsproblem

Da die Lösung von (CH) inK(NB) liegt, hoffen wir, dass das Lösen von (CH) äquivalent zum
Minimieren vonJ̃ aufK(NB) und damit zu folgendem Problem ist:

(M̃) FindeU ∈ K(NB) mit

J(U) ≤ J(V ) ∀V ∈ K(NB).
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Es fällt jedoch auf, dass sowohlJ als auch (NB) nur von∇vw und nicht vonvw abhängen. Ist
alsoU = (u,w)T eine Lösung von (̃M), so ist auch(u,w + const)T eine Lösung von (̃M).
Folglich hat (̃M) im Gegensatz zu (CH) keine eindeutig bestimmte Lösung und kann somit nicht
äquivalent zu (CH) sein.

Um die Lösung von (̃M) eindeutig zu machen, wird nun die Masse vonw festgelegt. Da (CH)
nur Massenerhaltung füru, nicht aber fürw liefert, wird die Masse willkürlich auf0 festgelegt.
Dieses normiertew wird im Folgendenw0 genannt. Die zusätzliche Nebenbedingung wird nun
direkt in den Lösungsraum eingebaut.

Definition 5.4.3 Definiere den Lösungsraum als

K0
(NB) : = {V ∈ Kh × Sh

0 : aw(V, v) = lw(v)∀v ∈ Sh}.

Jetzt wird folgendes Minimierungsproblem mit normierter Masse fürw0 betrachtet:

(M) FindeU0 = (u,w0)
T ∈ K0

(NB) mit

J(U0) ≤ J(V ) ∀V ∈ K0
(NB). (5.4.1)

Es ist dabei zu beachten, dass nurw0 in Sh
0 gesucht, jedoch die Nebenbedingung weiterhin

mit v ausSh getestet wird. Diese Modifikation führt zur eindeutigen L¨osbarkeit von (M), wie
folgender Satz zeigt:

Satz 5.4.1Die Lösung von (M) ist, falls existent, eindeutig bestimmt.

BEWEIS. SeiU0 = (u,w0)
T ∈ K0

(NB) Lösung von (M) undV = (vu, vw)T ∈ K0
(NB) beliebig.

Nun gilt nach Korollar 2.2.1, daU0 die konvexe, stetige, Gateaux-differenzierbare FunktionJ
minimiert undK0

(NB) konvex und wegendim(Sh
0 ) <∞ abgeschlossen und ferner nicht leer ist:

0 ≤ (DJ(U0)) (V − U0)

= γ(∇u,∇(vu − u)) + τ(∇w0,∇(vw − w0)) − lu(vu − u).

Also gilt

J(V ) = J(U0) + γ|vu − u|21 + τ |vw − w0|
2
1

+ γ(∇u,∇(vu − u)) + τ(∇w0,∇(vw − w0)) − lu(vu − u)︸ ︷︷ ︸
≥0, daU0 J minimiert

≥ J(U0) + γ|vu − u|21 + τ |vw − w0|
2
1.

Nun gilt, daU0 undV (NB) erfüllen,

(u− vu, v)h + τ(∇(w0 − vw),∇v) = 0 ∀v ∈ Sh.

FürU0 6= V gibt es zwei Fälle zu untersuchen:
1. Gilt u 6= vu, so folgt aus dieser Gleichung∇w0 6= ∇v.
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2. Gilt w0 6= vw, so folgt, da die Masse vonw0 undvw gleich ist, ebenfalls∇w0 6= ∇v.
Damit gilt immerτ |vw − w0|

2
1 > 0, alsoJ(V ) > J(U0). �

Zunächst ist unklar, in welchem Zusammenhang (M) und (CH) stehen. Im Allgemeinen werden
jedoch die Lösungen von (M) und (CH) nicht übereinstimmen, da die Bedingung(w, 1)h = 0 für
Lösungen von (CH) nicht erfüllt sein muss. Bevor der genaue Zusammenhang von (M) und (CH)
untersucht wird, wird das Minimierungsproblem mit Nebenbedingung als Sattelpunktproblem
dargestellt.

5.4.3 Das Sattelpunktproblem

Nun wird das Minimierungsproblem (M) mit seiner Nebenbedingung (NB) in kanonischer Weise
als Sattelpunktproblem dargestellt. Dazu wird die Nebenbedingung mittels eines neu eingeführ-
ten Lagrange-Multiplikators in ein geeignetes Lagrange-Funktional eingebracht. Die Grundidee
eines solchen Vorgehens besteht darin, anzunehmen, dass die Lösung des restringierten Mi-
nimierungsproblems durch das unrestringierte Minimum dieses Lagrange-Funktionals für fes-
ten, richtig gewählten Lagrange-Multiplikator gegeben ist. Ob ein solcher

”
richtiger“ Lagrange-

Multiplikator existiert, ist im Allgemeinen nicht klar. Indiesem Abschnitt wird gezeigt, wie er
sich für die diskrete Cahn-Hilliard Gleichung natürlichergibt.

Definition 5.4.4 FürV ∈ Kh × Sh
0 undµ ∈ Sh definiere

L(V, µ) := J(V ) + (aw(V, µ) − lw(µ))

=
1

2
γ|vu|

2
1 +

1

2
τ |vw|

2
1 − (ualt, vu)h − (vu, µ)h − τ(∇vw,∇µ) − (ualt, µ)h.

Das Sattelpunktproblem fürL lautet dann:

(S) FindeU0 ∈ Kh × Sh
0 undλ ∈ Sh mit

L(U0, µ) ≤ L(U0, λ) ≤ L(V, λ) ∀V ∈ Kh × Sh
0 ,∀µ ∈ Sh.

Nun wird der Zusammenhang der Probleme (CH), (S) und (M) untersucht.

Bemerkung 5.4.1 Sei(U0, λ)T = (u,w0, λ)T ∈ Kh × Sh
0 × Sh eine L̈osung von (S), dann gilt

∀vu ∈ Kh, ∀vw ∈ Sh
0 , ∀v ∈ Sh :

0 ≤ (DuL(U0, λ)) (vu − u) = γ(∇u,∇(vu − u) − lu(vu − u) − (λ, vu − u)h (5.4.2)

0 = (Dw0
L(U0, λ)) (vw) = τ(∇w0,∇vw) − τ(∇λ,∇vw) (5.4.3)

0 = (DλL(U0, λ)) (v) = aw(U0, v) − lw(v) = −(u, v)h − τ(∇w0,∇v) − lw(v) (5.4.4)

BEWEIS. Wende Korollar 2.2.1 an. �

Satz 5.4.2Sei(U0, λ)T = (u,w0, λ)T ∈ Kh × Sh
0 × Sh eine L̈osung von (S), dann löst auch

U = (u, λ)T ∈ Kh × Sh (CH).
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BEWEIS. Da (5.4.3) nur mit∇vw getestet wird, gilt (5.4.3) auch für allevw ∈ Sh. Damit sindw
undλ bis auf Konstanten identisch. Insbesondere gilt nach Einsetzen dieser Beziehung in (5.4.4)

aw(U0, vw) = −(u, vw)h − τ(∇λ,∇vw) = lw(vw) ∀vw ∈ Sh.

Ferner gilt mit (5.4.2)

au(U0, vu − u) ≥ lu(vu − u) ∀vu ∈ Kh.

Damit istU = (u, λ)T Lösung von (CH). �

Satz 5.4.3SeiU = (u,w)T ∈ Kh × Sh Lösung von (CH), definiere dannw0 := w − (w,1)h

|Ω| ,

U0 = (u,w0)
T undλ := w. Dann l̈ost(U0, λ)T ∈ Kh × Sh

0 × Sh das Sattelpunktproblem (S).

BEWEIS. Wir weisen zunächst die Maximalität vonL in λ nach. Dafür nutzen wir aus, dassU
und somit auchU0 die Nebenbedingung erfüllen. Fürµ ∈ Sh gilt

L(U0, λ) = J(U0) + aw(U0, λ) − lw(λ) = J(U0)

= J(U0) + aw(U0, µ) − lw(µ) = L(U0, µ).

Nun zeigen wir die Minimalität vonL bezüglichU0. SeiV = (vu, vw)T ∈ Kh × Sh
0 , dann gilt

V = U0 + V − U0 = (u+ vu − u,w0 + vw − w0)
T und

L(V, λ) = L(U0, λ) + J(V − U0) + γ(∇u,∇(vu − u))

+ τ(∇w0,∇(vw − w0)) + aw(V − U0, λ)

= L(U0, λ) + J(V − U0) + γ(∇u,∇(vu − u))

+ τ(∇w0,∇(vw − w0)) − τ(∇(vw − w0),∇λ)︸ ︷︷ ︸
=0, da∇w0=∇λ

−(vu − u, λ)h

= L(U0, λ) +
1

2
γ|vu − u|21 +

1

2
τ |vw − w0|

2
1

−lu(vu − u) + γ(∇u,∇(vu − u)) − (vu − u, λ)h︸ ︷︷ ︸
≥0, da∇w=∇λ und wegen 5.0.2 in (CH)

≥ L(U0, λ).

(5.4.5)

Also ist (U0, λ)T Sattelpunkt von (S). �

Korollar 5.4.1 SeiU = (u,w)T ∈ Kh×Sh Lösung von (CH), definiere nunw0 := w− (w,1)h

|Ω| ,

U0 = (u,w0)
T . Dann l̈ostU0 ∈ K0

(NB) das Minimierungsproblem (M).

BEWEIS. Nach Satz 5.4.3 ist fürλ = w auch(U0, λ)T Lösung von (S) und erfüllt insbesondere
(NB). Sei nunV = (vu, vw)T ∈ K0

(NB) beliebig, dann erfüllt auchV (NB). Damit gilt

J(U0) = J(U0) + aw(U0, λ) − lw(λ) = L(U0, λ) ≤ L(V, λ)

= J(V ) + aw(V, λ) − lw(λ) = J(V ).
(5.4.6)

�
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Korollar 5.4.2 SeiU0 = (u,w0)
T ∈ K0

(NB) Lösung von (M), dann existiertmw ∈ R, so dass

U = (u,w0 +mw)T ∈ Kh × Sh Lösung von (CH) ist.

BEWEIS. Da die Lösung von (M) eindeutig bestimmt ist, gilt nach Korollar 5.4.1 für die Lösung
von (M) U0 = (u,w0)

T = (u,w − 1/|Ω|(w, 1)h)T , wobeiU = (u,w)T die Lösung von (CH)
ist. �

5.5 Der Uzawa Algorithmus

Zur Lösung von Minimierungsproblemen unter Nebenbedingungen, beziehungsweise der Lösung
von Sattelpunktproblemen, existieren viele Varianten desUzawa-Algorithmus.

5.5.1 Der Uzawa Algorithmus für Minimierungsprobleme

Eine recht allgemeine Formulierung des Uzawa Algorithmus,zu finden bei [GLT81], sieht wie
folgt aus:

Es seien zwei HilberträumeH undL, abgeschlossene, konvexe MengenM ⊂ H undΛ ⊂ L
und folgende Abbildungen gegeben:

(1) Eine stetige, koerzive Bilinearforma : H ×H → R,

(2) ein stetiges, lineares Funktionall : H → R,

(3) ein EnergiefunktionalJ : H → R mit J(V ) = 1
2a(V, V ) − l(V ),

(4) eine lipschitz-stetige AbbildungΦ : M → L, für welcheV 7→ (µ,Φ(V ))L für jedes
µ ∈ L unterhalb-stetig und konvex aufH ist,

(5) das Lagrange-FunktionalL : M × L→ R mit L(V, µ) = J(V ) + (µ,Φ(V ))L.

Gesucht ist nun eine Lösung des Problems:

(Min) Findeu ∈M mit

J(U) + sup
µ∈Λ

(µ,Φ(U))L ≤ J(V ) + sup
µ∈Λ

(µ,Φ(V ))L ∀V ∈M.

Das dazugehörige Sattelpunktproblem lautet:

(Sat) FindeU ∈M undλ ∈ Λ mit

L(U,µ) ≤ L(U, λ) ≤ L(V, λ) ∀µ ∈ Λ ∀V ∈M.

SeiPΛ : L → Λ die Projektion vonL nachΛ, dann ist der Uzawa Algorithmus zur iterativen
Lösung von (Min) zu gegebenem Startwertλ0 ∈ Λ wie folgt definiert:

(1) Fürn = 0, ... bestimmeUn undλn+1 durch:
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(2) Löse für festesλn das Minimierungsproblem

Un ∈M : L(Un, λn) ≤ L(V, λn) ∀V ∈M.

(3) Setzeλn+1 = PΛ(λn + ρnΦ(Un)).

Satz 5.5.1Wenn das Sattelpunktproblem (Sat) eine Lösung besitzt und die obigen Bedingungen
(1) - (5) erf̈ullt sind, existieren Konstanten0 < α0 ≤ α1, so dass f̈ur 0 < α0 ≤ ρn ≤ α1 die
FolgeUn stark gegen die L̈osungU von (Min) konvergiert.

BEWEIS. Der Beweis ist in [GLT81] gegeben. �

Meist ist der Uzawa Algorithmus so formuliert, dass für festesλ unrestringierte Minimierungs-
probleme im ganzen RaumH zu lösen sind. Dabei wird davon ausgegangen, dass etwaige Ne-
benbedingungen durch den Langrange-Multiplikator an das Problem gekoppelt werden. Die hier
dargestellte Version besitzt für die Anwendung auf die Cahn-Hilliard Gleichung den Vorteil,
die Nebenbedingungu ∈ Kh getrennt von(NB) zu behandelt. Da Minimierungsprobleme
mit Box-Constraints ähnlich effektiv durch Mehrgittermethoden gelöst werden können wie li-
neare Probleme, ist es nicht notwendig, derartige Nebenbedingungen mittels eines Lagrange-
Multiplikators an das Problem zu koppeln.

5.5.2 Die Teilprobleme im Uzawa Algorithmus

Der Uzawa Algorithmus besteht aus einer Iteration für den Lagrange-Multiplikator, bei der in je-
dem Schritt das Lagrange-Funktional ohne Nebenbedingung für festen Lagrange-Multiplikator
minimiert wird. Somit ist eine wesentliche Voraussetzung zur Anwendung des Algorithmus die
eindeutige Lösbarkeit dieser Probleme. Diese ist durch die Koerzivität der Bilinearform gege-
ben. Im Fall des Minimierungsproblems (M) und seiner Sattelpunktformulierung (S) führt der
Algorithmus auf Teilprobleme der Art:

FindeUk ∈ Kh × Sh
0 mit

L(Uk, µ) ≤ L(V, µ) ∀V ∈ Kh × Sh
0 . (5.5.1)

Ist nun etwaµ = un−1, so gilt

L(V, µ) =
1

2
γ|vu|

2
1 +

1

2
τ |vw|

2
1 − τ(∇vw,∇µ) − lw(µ).

Da L dann nur von∇vu abhängt undvu nicht in einem mit(vu, 1)h = 0 normierten Raum
betrachtet wird, muss die Lösung von (5.5.1) nicht eindeutig bestimmt sein. Das ist auch insofern
klar, als die Bilinearform, dieJ undL erzeugt, nicht koerziv ist.
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5.5.3 Erzwingen von Massenerhaltung

Nun werden (M) und (S) abermals modifiziert, um die eindeutige Lösbarkeit dieser Teilprobleme
zu gewährleisten. Lösungen von (M) und (S) erfüllen (NB), was durch Testen mitv ≡ 1 ∈ Sh

insbesondere zu
∫

Ω

u(x)dx = (u, 1)h = (ualt, 1)h =: m

führt. Die Massem vonu undualt ist dabei bekannt. Somit kann der Term12((u, 1)h −m)2 zum
Energiefunktional addiert werden, ohne die Lösung des Minimierungsproblems zu verändern,
da er bei Einhalten der Massenerhaltung zu Null wird. Liegt keine Massenerhaltung vor, wird
dieser Term echt positiv und

”
bestraft“ damit die

”
falsche“ Masse.

Definition 5.5.1 FürV = (vu, vw)T ∈ Sh × Sh undµ ∈ Sh definiere mitθ > 0

hθ(vu) =
1

2
θ((vu, 1)h −m)2 =

1

2
θ(vu, 1)

2
h − θm(vu, 1)h +

1

2
θm2

Jθ(V ) = J(V ) + hθ(vu) −
1

2
θm2,

Lθ(V, µ) = Jθ(V ) + (aw(V, µ) − lw(µ)) = L(V, µ) + hθ(vu) −
1

2
θm2.

Minimierungs und Sattelpunktproblem lauten für diese Funktionale:

(Mθ) FindeU0 = (u,w0)
T ∈ K0

(NB) mit

Jθ(U0) ≤ Jθ(V ) ∀V ∈ K0
(NB).

(Sθ) FindeU0 = (u,w0)
T ∈ Kh × Sh

0 undλ ∈ Sh mit

Lθ(U0, µ) ≤ Lθ(U0, λ) ≤ Lθ(V, λ) ∀V ∈ Kh × Sh
0 ,∀µ ∈ Sh.

Im Wesentlichen wird durch dieses Vorgehen die Bilinearform

(v, 1)h(u, 1)h =

∫

Ω

v(x)dx

∫

Ω

u(x)dx

zur Bilinearform vonJ addiert. Der lineare und konstante Teil sorgt dafür, dass der Term bei
Massenerhaltung verschwindet. Da dieser Term von(v, 1)m abhängt, ist zu hoffen, dass er zur
Koerzivität vonJθ führt. Dies wird im nächsten Abschnitt gezeigt.

Satz 5.5.2Es gilt für (U0, λ)T ∈ Kh × Sh
0 × Sh

(U0, λ)T löst (S) ⇔ (U0, λ)T löst (Sθ).
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BEWEIS. ’⇐’: Sei (U0, λ)T Lösung von (Sθ), dann erhält man nach dem Ableiten vonLθ nach
λ und dem Einsetzen vonv ≡ 1 die Massenerhaltungm = (u, 1)h. Damit gilt

L(U0, µ) = Lθ(U0, µ) +
1

2
θm2 ≤ Lθ(U0, λ) +

1

2
θm2 = L(U0, λ). (5.5.2)

Ferner gilt

(Duhθ(u)) (v) = θ(u, 1)h(vu − u, 1)h − θm(vu − u, 1)h = 0.

Damit gelten (5.4.2) - (5.4.4) aus Bemerkung 5.4.1 auch fürLθ, und wir erhalten ähnlich dem
Vorgehen (5.4.5) in Satz 5.4.3

L(V, λ) ≥ L(U0, λ).

’⇒’: Sei (U0, λ)T Lösung von (S), dann erhält man aus (5.4.4) in Bemerkung 5.4.1 ebenfalls die
Massenerhaltungm = (u, 1)h und damit analog zu (5.5.2) die Maximalität bezüglichλ. Wegen
hθ(vu) ≥ 0 folgt auch die Minimalität bezüglichU sofort:

Lθ(U0, λ) = L(U0, λ) −
1

2
θm2 ≤ L(V, λ) −

1

2
θm2

≤ L(V, λ) −
1

2
θm2 + hθ(vu) = Lθ(V, λ).

�

Satz 5.5.3Es gilt für U0 ∈ K0
(NB):

U0 löst (M) ⇔ U0 löst (Mθ).

BEWEIS. SeiV ∈ K0
(NB) beliebig, dann erfülltV (NB). Somit gilt (v, 1)h = m und

J(V ) = J(V ) + hθ(vu) = Jθ(V ) +
1

2
θm2.

Also sindJ und Jθ auf K0
(NB) bis auf eine Konstante identisch und dieÄquivalenz ist trivial

erfüllt. �

Die Beziehungen der verschiedenen Formulierungen der Gleichung werden in folgendem Satz
zusammengefasst.

Satz 5.5.4Folgende Aussagen sind für U = (u,w)T ∈ Kh × Sh, U0 = (u,w0)
T ∈ Kh × Sh

0

undλ ∈ Sh äquivalent:

(1) U ist Lösung von (CH).

(2) (U0, λ)T ist Lösung von (S).

(3) (U0, λ)T ist Lösung von (Sθ).

(4) U0 ist Lösung von (M).

(5) U0 ist Lösung von (Mθ).

Dabei giltw0 = w − 1/|Ω|(w, 1)h undλ = w.
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5.5.4 Der Uzawa Algorithmus für die diskrete Cahn-Hilliar d Gleichung

Nun werden die Eigenschaften von (Mθ) und (Sθ) gezeigt, die es ermöglichen, den Uzawa Al-
gorithmus auf die zu (CH) äquivalenten Probleme anzuwenden.

Definition 5.5.2 Es seiH := Sh × Sh
0 und fürU = (u,w)T , V = (vu, vw)T ∈ H die Bilinear-

form aθ und das Funktionallθ definiert durch

aθ(U, V ) := γ(∇u,∇vu) + τ(∇w,∇vw) + θ(u, 1)h(vu, 1)h,

lθ(V ) := lu(vu) + θm(vu, 1)h.

Bemerkung 5.5.1H ist ein Hilbertraum undKh × Sh
0 ⊂ H ist konvex und abgeschlossen.

BEWEIS. H ist als Produkt der HilberträumeSh und Sh
0 selbst Hilbertraum mit dem Skalar-

produkt (U, V )H = (u, vu)h + (∇u,∇vu) + (∇w,∇vw) und der Norm‖V ‖H = ‖vu‖h +
|vu|1 + |vw|1. Konvexität und Abgeschlossenheit vonKh × Sh

0 folgen aus der Konvexität und
Abgeschlossenheit vonKh ⊂ Sh undSh

0 ⊂ Sh
0 . �

Lemma 5.5.1 Jθ lässt sich darstellen als

Jθ(V ) =
1

2
aθ(V, V ) − lθ(V ) ∀V ∈ H

und es gilt

(1) lθ ist stetig aufH,

(2) aθ ist stetig aufH ×H,

(3) aθ ist koerziv, d.h. es existiertα > 0 mit aθ(V, V ) ≥ α‖V ‖2
H ∀V ∈ H.

BEWEIS. Die Darstellung vonJθ ergibt sich direkt aus der Definition.

(1) Die Stetigkeit folgt aus der Linearität auf dem endlichdimensionalen RaumH.

(2) aθ ist bilinear auf dem endlichdimensionalen RaumH, also auch stetig.

(3) Nach der diskreten Poincaré-Ungleichung gilt‖v‖h ≤ C (|(v, 1)h| + |v|1) für v ∈ Sh,
also auch

‖v‖2
h ≤ C2 (|(v, 1)h| + |v|1)

2 ≤ 3C2
(
(v, 1)2h + |v|21

)
.

Damit gilt

aθ(V, V ) ≥ min{γ/2, θ}
(
2|vu|

2
1 + (vu, 1)

2
h

)
+ τ |vw|

2
1

≥
min{γ/2, θ}

3C2
‖vu‖

2
h + min{γ/2, θ}|vu|

2
1 + τ |vw|

2
1

≥ min

{
γ

6C2
,
θ

3C2
,
γ

2
, θ, τ

}

︸ ︷︷ ︸
=α

(
‖vu‖

2
h + |vu|

2
1 + |vw|

2
1

)
= α‖V ‖2

H .
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Lemma 5.5.2 Es existiert ein lipschitz-stetigesΦ : H → Sh, so dass f̈ur jedesV ∈ H

(µ,Φ(V ))Sh = aw(V, µ) − lw(µ) ∀µ ∈ Sh (5.5.3)

gilt. Für jedesµ ∈ Sh ist die AbbildungV 7→ (µ,Φ(V ))Sh konvex und stetig aufH. Ferner gilt
für Φ

Lθ(V, µ) = Jθ(V ) + (µ,Φ(V ))Sh ∀µ ∈ Sh ∀V ∈ H.

BEWEIS. SeiV ∈ H beliebig und fest gewählt, dann ist

aw(V, ·) − lw(·) : Sh → R

linear und stetig auf dem HilbertraumSh. Also existiert nach dem Darstellungssatz von Fréchet-
Riesz genau einΦ(V ) ∈ Sh mit (5.5.3). Da ein solchesΦ(V ) für jedesV ∈ H existiert und
eindeutig ist, istΦ : H → Sh eine wohldefinierte Abbildung. Insbesondere ist sie affin-linear
und stetig, also auch lipschitz-stetig. Damit ist auch die Abbildung

V 7→ Φ(V ) 7→ (µ,Φ(V ))Sh

für jedesµ als Komposition einer affin-linearen, stetigen und einer linearen, stetigen Abbildung
konvex und stetig. Die Darstellung vonLθ folgt sofort aus der Definition vonΦ. Für die Fol-
geUn ist dabei die Wahl des Skalarprodukt(·, ·)Sh auf Sh unerheblich, sie führt lediglich zu
unterschiedlichen Folgenλn. �

Nun wirdM := Kh × Sh
0 ⊂ H undΛ := Sh ⊂ Sh = L gesetzt und der Uzawa Algorithmus

angewandt, um (Mθ) zu lösen.

Satz 5.5.5Die vom Uzawa Algorithmus definierte FolgeUn konvergiert inH stark gegen die
LösungU von (Mθ).

BEWEIS. Wegen derÄquivalenz zu (CH) hat (Sθ) eine Lösung. Mit Bemerkung 5.5.1, Lemma
5.5.1 und Lemma 5.5.2 sind nun alle Voraussetzungen für Satz 5.5.1 erfüllt. Also konvergiert
Un gegen einUUzawamit

Jθ(UUzawa) + sup
µ∈Λ

(µ,Φ(UUzawa))Sh ≤ Jθ(V ) + sup
µ∈Λ

(µ,Φ(V ))Sh ∀V ∈M. (5.5.4)

Da wir Φ auf dem ganzen RaumSh = Λ betrachten, gilt für jedesV ∈ H

sup
µ∈Λ

(µ,Φ(V ))Sh =

{
0 falls V (NB) erfüllt,
∞ sonst

also ist (5.5.4) zu (Mθ) äquivalent und es giltUUzawa= U . �

96



5.5.5 Implementierung des Algorithmus

In diesem Abschnitt wird der Uzawa Algorithmus für die diskrete Cahn-Hilliard Gleichung alge-
braisch formuliert. Ferner wird auf einige Besonderheitenbei der Implementierung eingegangen.

Im Schritt (2) des Uzawa Algorithmus istL(un, wn
0 , λ

n) für festesλn inKh×Sh
0 zu minimieren.

Dies führt nach Korollar 2.2.1 auf eine Variationsungleichung der Art

(DunLθ(u
n, wn

0 , λ
n), vu − un)Sh ≥ 0 ∀vu ∈ Kh, (5.5.5)

(
Dwn

0
Lθ(u

n, wn
0 , λ

n), vw

)
Sh = 0 ∀vw ∈ Sh

0 . (5.5.6)

Da inLθ keine Terme vorkommen, die sowohlu als auchw enthalten, können beide Probleme
unabhängig voneinander gelöst werden. Das Skalarprodukt (·, ·)Sh sei hier so gewählt, dass es in
der Koeffizientendarstellung dem Euklidischen Skalarprodukt auf RN entspricht. Damit ergibt
die Definition für die FunktionΦ aus Lemma 5.5.2 folgende DarstellungΦ in der Basis vonSh:

Φ(vu, vw) = b−Mvu − τAvw.

Für die Variationsprobleme (5.5.5) und (5.5.6) ergibt dieBasisdarstellung

(v − un)T (γA+ θM̂)un ≥ (v − un)T (b+Mλn + θmM1) ∀v ∈ Kh, (5.5.7)

τAwn
0 = τAλn. (5.5.8)

Dabei istM̂ := M11TM die Matrix, die die Bilinearform(x, 1)h(y, 1)h darstellt. Sie ist mit
M̂ij = MiiMjj vollbesetzt. Die Aktualisierung des Lagrange-Multiplikators in Schritt (3) lässt
sich darstellen als

λn+1 = λn + ρn(b−Mun − τAwn
0 ).

Daλn undwn
0 nach (5.5.8) bis auf eine Konstante übereinstimmen und in Schritt (3) nur∇wn

0

benötigt wird, kann nach dem Einsetzen von (5.5.8) auf die Berechnung vonwn
0 verzichtet wer-

den. Dies entspricht der Tatsache, dass für die Lösung desSattelpunktproblemsλ = w gilt und
w0 nur bis auf eine Konstante mitw übereinstimmt. Damit lässt sich der Uzawa Algorithmus zu
gegebenem Startwertλ0 darstellen als:

(1) Für n=0,... bestimmeun undλn+1 durch:

(2) Löse die Variationsungleichungun ∈ Kh:

(v − un)T (γA+ θM̂)un ≥ (v − un)T (b+Mλn + θmM1) ∀v ∈ Kh.

(3) Setzeλn+1 = λn + ρn(b−Mun − τAwn
0 ).

Dabei lässt sich für die durch(γA+ θM̂ ) gegebene symmetrische Bilinearform analog zu Lem-
ma 5.5.1 Koerzivität zeigen. Somit kann die Variationsungleichung in Schritt (2) zum Beispiel
mit dem monotonen Mehrgitterverfahren gelöst werden. Dievoll besetzte Matrix̂M stellt dabei
kein Problem dar. Matrixmultiplikationen mit voll besetzten Matrizen benötigen normalerweise
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O(N2) Operationen, lassen sich hier aber durchM̂x = (M1)((1TM)x) auswerten, also im We-
sentlichen durch das Skalarprodukt von1TM = (M11, ...,MNN ) undx. Soll das Gauß-Seidel
Verfahren als Glätter im monotonen Mehrgitterverfahren angewandt werden, so sind Ausdrücke
der Form

αi =
i−1∑

j=1

M̂ijx
n+1
j +

N∑

j=i+1

M̂ijx
n
j

nacheinander füri = 1, ..., N auszuwerten. Wegen̂Mij = MiiMjj erhält man durch Ausklam-
mern vonMii

αi+1 = Mi+1,i+1

(
αi

Mii
+Miix

n+1
i −Mi+1,i+1x

n
i+1

)
.

Somit ist die Auswertung mitO(1) Operationen und ein Gauß-Seidel Schritt mitO(N) Opera-
tionen durchführbar. Es ist jedoch darauf hinzuweisen, dass für den Algorithmus ein Parameter
ρn gewählt werden muss, der nicht nur quantitativ, sondern auch qualitativ die Konvergenz be-
einflusst. Aus dem Konvergenzbeweis in [GLT81] geht hervor,dass

2αρn + C2
1ρ

2
n > 0

alsoρn ∈ (0; 2α/C2
1 ) gelten muss, um Konvergenz zu gewährleisten. Dabei istC1 die Lipschitz-

Konstante vonΦ undα die Koerzivitätskonstante der Bilinearform. Daα hier von der Konstan-
ten in der Poincaré-Ungleichung abhängt (siehe Beweis von Lemma 5.5.1), sind die genauen
Konstanten im Allgemeinen unzugänglich. Es lässt sich aber immerhin feststellen, dass der Al-
gorithmus fürρn klein genug konvergiert.
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6 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt werden der Gauß-Seidel Algorithmus undder Uzawa Algorithmus auf eini-
ge Beispiele angewandt und miteinander verglichen. Es wirdsich zeigen, dass die Algorithmen
ein höchst unterschiedliches Konvergenzverhalten zeigen.

Der Splitting-Algorithmus von Lions-Mercier wird dem nicht gegenüber gestellt. Es ist dort in
jedem Iterationsschritt ein gestörtes lineares Sattelpunktproblem zu lösen, zum Beipiel mit dem
Uzawa Algorithmus. Die Nebenbedingung ist dabei die gleiche wie im Sattelpunktproblem(S).
Nur die Minimierungsprobleme sind in diesem Fall unrestringiert. Da sich symmetrische Hin-
dernisprobleme mit dem monotonen Mehrgitterverfahren jedoch ähnlich schnell lösen lassen
wie lineare, ist der Aufwand für einen Iterationsschritt vergleichbar mit dem, den das Lösen von
(CH) mit dem Uzawa Algorithmus erfordert. In der Arbeit [BBG99] von Barrett, Blowey und
Garcke wird, um dies zu umgehen, die diskrete Cosinus Transformation zur Lösung der Glei-
chung verwendet. Sie ist für derartige Gleichungssystemein der Arbeit [BE92] von Blowey und
Elliott beschrieben. Jedoch ist ihre Anwendung auf quadratische, uniforme Gitter beschränkt,
weshalb die Verwendung als allgemeiner Löser ausscheidet.

6.1 Implementierung

Es wurde bereits bei der Vorstellung der Algorithmen daraufeingegangen, wie sich die anfallen-
den Operationen sinnvoll algebraisch durchführen lassen. Um die Algorithmen testen zu können,
wurden sie in einem selbst verfassten Programm in C implementiert.

Für die Lösung der Variationsungleichung im Uzawa Algorithmus wurde ein monotones Mehr-
gitterverfahren angewandt. Den Kern des Programms bildet die grid-Struktur. In ihr sind die
Knoten und Elemente der Triangulierung als verkettete Liste enthalten. Jeder Knoten speichert
dabei in seiner Struktur die zu ihm gehörigen Werte der einzelnen Vektoren und in einem Array
die zu ihm gehörigen Matrixeinträge. Alle Matrix- und Vektoroperationen werden nun mittels
eines Durchlaufens dieser Listen gestaltet. Die Datenstruktur besitzt den Vorteil, leicht auf die
Speicherung einer Gitterhierarchie erweiterbar zu sein. Die multigrid-Struktur beinhaltet eine
solche Gitterhierarchie. In ihr sind die Gitter der verschiedenen Ebenen ebenfalls durch eine
verkette Liste gespeichert.

6.2 Resultate

Um das Verhalten der Algorithmen zu untersuchen, wurden zumeinen Folgen von Problemen
in der Zeit gelöst. Da jedoch alle Algorithmen die Problemein jedem Zeitschritt einzeln lösen,
wurde besonderes Augenmerk auf die Lösung dieser Teilprobleme zu einem Zeitpunkt gelegt.

Alle Experimente wurden auf dem Einheitsintervall oder demEinheitsquadrat mit uniformen
Gittern durchgeführt. Als Startwert wurde jeweils eine durch zufällige Werte leicht gestörte
Nullfunktion (u0(x) <

1
50 ) verwendet. Dies entspricht einer gleichmäßigen Durchmischung der
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beiden Spezies mit kleinen Unregelmäßigkeiten, an denen sich die Separation entwickelt. In
Abbildung 6.4.1 sind die Zeitpunkten = 0, 10, 20, 30, 50 und 500 der Lösung für das eindi-
mensionale Problem mitγ = 0.001, τ = 0.001 und mith = 1

64 abgebildet. Es ist zu beobachten,
dass in der Anfangsphase sehr schnell eine Separation eintritt und die Evolution mit der Zeit im-
mer langsamer wird. In Abbildung 6.4.2 sind die Lösungen f¨ur das zweidimensionale Problem
mit γ = 0.001, τ = 0.001 und mith = 1

32 zu den Zeitpunktenn = 0, 20, 40, 80, 160 und
500 dargestellt. Auch hier ist nur zu Beginn ein Separationsprozess festzustellen. Im späteren
Verlauf ist die Evolution dagegen weitestgehend von einer Verringerung der Krümmung des In-
terfaces geprägt.̈Ahnliche Ergebnisse erbrachten auch Rechnungen mit anderem Parameterγ
und anderen Startwerten.

Als Startwert für die Iteration wurde jeweils die Lösung aus dem vorherigen Zeitschritt verwen-
det. Da sich zu Beginn die Lösungen aufeinanderfolgender Zeitschritte stärker unterscheiden,
benötigten die Algorithmen dort deutlich mehr Iterationsschritte. Deshalb wurde zum Vergleich
der Geschwindigkeit das Teilproblem im ersten Zeitschrittgenauer untersucht. Zur Kontrolle
der Konvergenzgeschwindigkeit der Algorithmen wurde eineReferenzlösungu bestimmt. Dazu
wurde die Iteration mit dem Gauß-Seidel Verfahren ausgeführt, bis eine Iterierte erreicht wur-
de, für die beide Verfahren nur noch Korrekturen, deren Norm kleiner als10−15 ist, ausführten.
Da beide Verfahren konvergieren, wurde diese Iterierte alshinreichend genaue Näherung der
exakten Lösung betrachtet. Während der Iteration wurdendrei Größen verfolgt:

(1) Die‖ · ‖h-Norm der Differenz zur Referenzlösung:‖u− un‖h,

(2) Die‖ · ‖h-Norm der Korrekturen:‖un+1 − un‖h,

(3) Die‖ · ‖h-Norm des Defektes in Gleichung (4.3.1), also der Nebenbedingung in(S).

Die Iteration wurde jeweils beendet, wenn‖u−un‖h < tol = 10−10 erreicht wurde. Der Verlauf
dieser Größen ist in Abbildung 6.4.3 - 6.4.5 für 1-D und in 6.4.6 - 6.4.8 für 2-D dargestellt. In
allen folgenden Abbildungen stellt die durchgehende Linieden Gauß-Seidel und die gestrichelte
Linie den Uzawa Algorithmus dar. Alle drei Größen verhalten sich sehr ähnlich. Es fällt auf, dass
sie für großesh beim Gauß-Seidel Verfahren deutlich schneller abfallen. Für kleinesh wird die
Gauß-Seidel Iteration jedoch deutlich schlechter und die Korrekturen beginnen zu oszillieren.

Stellt man die Anzahl der Iterationsschritte gegenüber, die die Algorithmen benötigen, um unter
die vorgegebene Toleranzschranke zu fallen, so erkennt manin Abbildung 6.4.9, dass diese mit
kleiner werdendemh beim Gauß-Seidel Algorithmus rapide wächst und beim UzawaAlgorith-
mus deutlich leichter ansteigt.

Es ist allerdings anzumerken, dass für den Uzawa Algorithmus der Parameterρ gewählt werden
muss und ein zu groß gewähltesρ Konvergenz verhindert, wohingegen ein zu kleines sie sehr
verlangsamt. Der Parameterθ hat jedoch keinen qualitativen Einfluss auf die Konvergenz und
wurde immer gleich1 gesetzt. In den präsentierten Beispielen wurdeρ empirisch durch Aus-
probieren möglichst groß und während der Iteration konstant gewählt. Auch der Aufwand in
einem Iterationsschritt ist nur schlecht vergleichbar. W¨ahrend im Gauß-Seidel VerfahrenO(n)
Operationen anfallen, ist im Uzawa Algorithmus jeweils einsymmetrisches Hindernisproblem
zu lösen. Die Experimente haben gezeigt, dass die Anzahl der notwendigen Mehrgitterschritte
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mit kleinemh kaum wächst. Um den Aufwand zu verringern, wurde auch eine inexakte Vari-
ante des Uzawa Algorithmus, bei der jeweils höchstens dreiMehrgitterschritte ausgeführt wur-
den, betrachtet. Abbildung 6.4.10 stellt die Anzahl der Iterationsschritte, die dieses Verfahren
benötigte, dem Gauß-Seidel Verfahren gegenüber. Es zeigt sich, dass die Geschwindigkeit des
Uzawa Algorithmus unter dieser Vereinfachung kaum leidet.

6.3 Fazit

Die Experimente haben gezeigt, dass beide Verfahren nur sehr langsam konvergieren. Beim
Uzawa Algorithmus sind dazu auch noch Parameter zu wählen,damit überhaupt Konvergenz
vorliegt. Er besitzt gegenüber dem Gauß-Seidel Verfahrenjedoch den großen Vorteil, mit klei-
ner werdender Schrittweite nicht signifikant langsamer zu werden. Auch kann der Aufwand
drastisch reduziert werden, wenn die Probleme nicht exakt gelöst werden. Dieses Ergebnis ist
allerdings rein empirisch. Zwar wurden in verschiedenen Arbeiten (siehe zum Beispiel [CH03])
inexakte Varianten des Algorithmus untersucht, jedoch nurfür den Fall, dass die Teilprobleme
unrestringierte Minmierungsprobleme sind.Übliche Techniken, um den Uzawa Algorithmus zu
beschleunigen, wie etwa die Augmented-Lagrange Verfahren(siehe [FG83]), lassen sich auf-
grund der besonderen Form der Nebenbedingung hier nicht direkt anwenden. Es ist bisher of-
fen, ob und wie sie sich an das hier untersuchte Problem anpassen lassen. Es ist ferner zu un-
tersuchen, ob und wie sich andere Verfahren zur Lösung linearer Sattelpunktprobleme anpassen
lassen.
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6.4 Ergebnisse der numerischen Experimente

6.4.1 Die Lösung in 1-D

Die Lösung im eindimensionalen Fall mitγ = 0.001, τ = 0.001 undh = 1
64

0 1

−1

−1

0 1

−1

−1

0 1

−1

−1

0 1

−1

−1

0 1

−1

−1

0 1

−1

−1

Abbildung 6.4.1: Zeitschrittetn mit n = 0, 10, 20, 30, 50, 500
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6.4.2 Die Lösung in 2-D

Die Lösung im zweidimensionalen Fall mitγ = 0.001, τ = 0.001 undh = 1
64
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Abbildung 6.4.2: Zeitschrittetn mit n = 0, 20, 40, 80, 160, 500
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6.4.3 Verlauf der Iteration in 1-D
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Abbildung 6.4.3:‖u− un‖h, ‖un+1 − un‖h, Defektnorm fürh = 1
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Abbildung 6.4.4:‖u− un‖h, ‖un+1 − un‖h, Defektnorm fürh = 1
32

0 0.5 1 1.5 2
x 10

4

10
−10

10
−5

10
0

0 0.5 1 1.5 2
x 10

4

10
−20

10
−15

10
−10

10
−5

10
0

0 0.5 1 1.5 2
x 10

4

10
−20

10
−15

10
−10

10
−5

10
0

Abbildung 6.4.5:‖u− un‖h, ‖un+1 − un‖h, Defektnorm fürh = 1
128
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6.4.4 Verlauf der Iteration in 2-D
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Abbildung 6.4.6:‖u− un‖h, ‖un+1 − un‖h, Defektnorm fürh = 1
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Abbildung 6.4.7:‖u− un‖h, ‖un+1 − un‖h, Defektnorm fürh = 1
32
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6.4.5 Anzahl der Iterationsschritte
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Abbildung 6.4.9: Iterationschritte, um‖u− un‖h < 10−10 zu erreichen,1-D und 2-D
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Abbildung 6.4.10: Gauß-Seidel und inexakter (gepunktet) Uzawa Algorithmus im Vergleich
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A Notation

Es werden folgende Notationen verwendet:

Ω beschränktes Gebiet inRd, d ∈ {1, 2, 3},
das der gleichmäßigen Kegelbedingung genügt

‖f‖V Norm auf dem RaumV

(f, g)V Skalarprodukt auf dem RaumV

〈f ′, g〉 = f ′(g) duale Paarung vonV ′ undV

T ′ adjungierter OperatorT

x · y = xT y =
d∑

i=1
xiyi euklidisches Skalarprodukt inRd

|x| = (x · x)
1

2 euklidische Norm inRd bzw. Betrag inR

(f, g) =
∫
Ω

f(x)g(x)dx L2-Skalarprodukt

‖f‖0 = (f, f)
1

2 L2-Norm

(∇f,∇g) =
∫
Ω

∇f(x) · ∇g(x)dx
”
L2-Skalarprodukt“ von∇f und∇g

(f, g)1 = (f, g) + (∇f,∇g) H1-Skalarprodukt

|f |1 = (∇f,∇g)
1

2 H1-Halbnorm

‖f‖1 = ‖f‖0 + |f |1 H1-Norm

‖f‖−1 = |Gf |1 zu‖ · ‖(H1(Ω))′ äquivalente Norm aufF
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