Martin Aigner
Giinter M. Ziegler

Das BUCH
der Beweise

Dritte Auflage

Mit Zeichnungen von Karl H. Hofmann

@ Springer



Prof. Dr. Martin Aigner

FB Mathematik und Informatik
Freie Universitit Berlin
Arnimallee 3

14195 Berlin

Deutschland
aigner@math.fu-berlin.de

ISBN 978-3-642-02258-6

Prof. Giinter M. Ziegler

Institut fiir Mathematik, MA 6-2
Technische Universitit Berlin
Strafle des 17. Juni 136

10623 Berlin

Deutschland
ziegler@math.tu-berlin.de

e-ISBN 978-3-642-02259-3

DOI10.1007/978-3-642-02259-3
Springer Heidelberg Dordrecht London New York

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbib-
liografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet tiber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Die dadurch begriindeten Rechte, insbesondere die
der Ubersetzung, des Nachdrucks, des Vortrags, der Entnahme von Abbildungen und Tabel-
len, der Funksendung, der Mikroverfilmung oder der Vervielfaltigung auf anderen Wegen und
der Speicherung in Datenverarbeitungsanlagen, bleiben, auch bei nur auszugsweiser Verwer-
tung, vorbehalten. Eine Vervielfiltigung dieses Werkes oder von Teilen dieses Werkes ist auch
im Einzelfall nur in den Grenzen der gesetzlichen Bestimmungen des Urheberrechtsgesetzes
der Bundesrepublik Deutschland vom 9. September 1965 in der jeweils geltenden Fassung zu-
lissig. Sie ist grundsitzlich vergiitungspflichtig. Zuwiderhandlungen unterliegen den Strafbe-
stimmungen des Urheberrechtsgesetzes.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem
Werk berechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche Na-
men im Sinne der Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten wi-
ren und daher von jedermann benutzt werden diirften.

Einbandentwurf: deblik, Berlin
Gedruckt auf siurefreiem Papier

Springer ist Teil der Fachverlagsgruppe Springer Science+Business Media
(www.springer.de)



Vorwort

Paul Erdés erzihlte gerne von dem BUCH, in dem Gott die perfekten
Beweise fiir mathematische Sitze aufbewahrt, dem berithmten Zitat von
G. H. Hardy entsprechend, dass es fiir hissliche Mathematik keinen dauer-
haften Platz gibt. Erdés hat auch gesagt, dass man nicht an Gott zu glauben
braucht, aber dass man als Mathematiker an das BUCH glauben sollte. Vor
ein paar Jahren haben wir ihm vorgeschlagen, gemeinsam eine erste (und
sehr bescheidene) Anndherung an das BUCH aufzuschreiben. Er hat die
Idee enthusiastisch aufgenommen und sich, ganz typisch fiir ihn, sofort an
die Arbeit gemacht und Seiten iiber Seiten mit Notizen und Vorschldgen
produziert. Unser Buch sollte urspriinglich im Mérz 1998 erscheinen, als
Geschenk zu Erdds’ 85stem Geburtstag. Durch seinen Tod im Sommer
1996 konnte er kein Koautor werden. Stattdessen ist dieses Buch seinem
Andenken gewidmet.

Wir haben keine Definition oder Charakterisierung dafiir, was einen Beweis
zum BUCH-Beweis macht; anbieten konnen wir hier nur die Beispiele, die
wir ausgewihlt haben, in der Hoffnung, dass die Leser unseren Enthusias-
mus teilen werden iiber brillante Ideen, schlaues Vorgehen, wunderschone
Einsichten und iiberraschende Wendungen. Wir hoffen auch, dass unsere
Leser dies trotz aller Defizite in unserer Darstellung genielen konnen. Die
Auswahl der Beweise hat Paul Erdds selbst stark beeinflusst. Er hat eine
groB3e Zahl der Themen vorgeschlagen, und viele der Beweise gehen direkt
auf ihn zuriick oder sie entstanden durch sein besonderes Talent dafiir, die
richtige Frage zu stellen oder die richtige Vermutung zu formulieren. So
spiegelt dieses Buch in groBem Umfang das wider, was nach Paul Erd6s
Beweise aus dem BUCH ausmacht.

Beschrinkt wurde unsere Auswahl von Themen dadurch, dass wir fiir die
Lektiire nicht mehr Mathematik voraussetzen wollten, als man im Grund-
studium lernt. Ein bisschen Lineare Algebra, ein bisschen Analysis und
Zahlentheorie, und ein geriittelt Mal elementarer Konzepte und Ideen aus
der Diskreten Mathematik sollten ausreichen, um alles in diesem Buch zu
verstehen und zu geniel3en.

Wir sind den vielen Menschen unendlich dankbar, die uns bei diesem
Projekt geholfen und unterstiitzt haben — unter ihnen den Studenten aus
einem Seminar, in dem eine erste Version des Buches besprochen
wurde, wie auch Benno Artmann, Stephan Brandt, Stefan Felsner, Eli Good-
man, Hans Mielke und besonders Tom Trotter. Viele Leser der englischen
Ausgabe dieses Buches haben uns geschrieben und mit ihren Anmerkun-
gen und Hinweisen die zweite englische wie auch diese deutsche Ausgabe
gefordert, unter ihnen Christian Elsholtz, Jiirgen Elstrodt, Daniel Grieser,
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Roger Heath-Brown, Lee L. Keener, Christian Lebceuf, Hanfried Lenz,
Nicolas Puech, John Scholes, Bernulf Weifbach, Dirk Werner und viele
andere. Mit der Technik und Gestaltung dieses Buches haben uns unter
anderem Margrit Barrett, Christian Bressler, Christoph Eyrich, Ewgenij
Gawrilow, Michael Joswig und Jorg Rambau immens geholfen. Elke Pose
danken wir fiir den Einsatz und den Enthusiasmus, mit dem sie viele vie-
le kleine verrauschte Diktierkassetten in perfektes IS[|EX verwandelt hat.
Herzlichen Dank schulden wir Ruth Allewelt und Karl-Friedrich Koch vom
Springer-Verlag Heidelberg. Ganz besonderer Dank (er weill wofiir) geht
an Torsten Heldmann. Karl Heinrich Hofmann danken wir fiir die wunder-
baren Zeichnungen, mit denen wir diesen Band illustrieren diirfen, und dem
grofen Paul Erdés fiir seine Inspiration.

Berlin, September 2001 Martin Aigner - Giinter M. Ziegler

Vorwort zur dritten Auflage

Als wir dieses Projekt vor nunmehr fast fiinfzehn Jahren (auf Englisch)
begannen, konnten wir uns unméglich vorstellen, welch wunderbare und
andauernde Resonanz unser Buch iiber DAS BUCH haben wiirde, mit all
den herzlichen Briefen, interessanten Kommentaren, neuen Auflagen, und
bis heute 13 Ubersetzungen. Es ist keine Ubertreibung zu sagen, dass DAS
BUCH ein Teil unseres Lebens geworden ist.

Die vorliegende dritte Auflage enthilt neben zahlreichen Verbesserungen,
die zum Teil von unseren Lesern vorgeschlagen wurden, fiinf neue Kapi-
tel: zwei Klassiker, das quadratische Reziprozititsgesetz und den Funda-
mentalsatz der Algebra, zwei Kapitel tiber Packungsprobleme in der Ebene
und ihre erstaunlichen Losungen, und schlieBlich einen Hohepunkt in der
jiingeren Graphentheorie, die chromatische Zahl der Kneser Graphen.

Wir danken allen, die uns iiber alle diese Jahre geholfen und ermutigt ha-
ben. Die zweite deutsche Auflage hat von besonders wertvollen Hinweisen
von David Bevan, Anders Bjorner, Dietrich Braess, John Cosgrave, Hubert
Kalf, Giinter Pickert, Alistair Sinclair und Herb Wilf profitiert. Fiir die
gegenwirtige Auflage danken wir besonders France Dacar, Oliver Deiser,
Michael Harbeck, Stefan Hougardy, Hendrik W. Lenstra, Giinter Rote,
Carsten Schultz und Moritz Schmitt fiir ihre Beitrdge. Ganz besonderer
Dank gebiihrt Ruth Allewelt vom Springer-Verlag in Heidelberg sowie
Christoph Eyrich, Torsten Heldmann und Elke Pose in Berlin. Und schlieB3-
lich verdankt dieses Buch sein attraktives Erscheinungsbild nicht zuletzt
Karl Heinrich Hofmann, der immer wieder neue wunderbare Zeichnungen
beigesteuert hat.

Berlin, Juli 2009 Martin Aigner - Giinter M. Ziegler
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