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J.-L. Colliot-Théléne et W. Raskind montrent dans [CT-R] (1.7) que sur une

variété connexe propre et lisse X sur un corps séparablement clos k, 'application

naturelle H°(X, A5) > H°(X, #>/£") est nulle si / est un entier premier a la

caractéristique de k. Leur preuve repose sur trois faits hautement non triviaux:
1. les conjectures de Weil [D I, D 11]

e . n ~ ®2

2. I'isomorphisme %5 // m 2(u2?) [MS]

3. Pexistence d’une injection naturelle H®(X, ,)//" - HZ (X, u$?) [S].

Si k=, nous disposons du faisceau de Zariski de la cohomologle de Deligne-
Beilinson #.2(2), du régulateur de Bloch-Beilinson c,,: X, — #2(2) ainsi que
du morphisme naturel

iy H5 (- A2

ol #%(2) est le faisceau de Zariski associé a la cohomologie de Betti H?(Z(2)).
Sachant que Papplication composée

Ay~ HFQ) A 2) > HZY1)

est le symbole de Galois (0.5) et que X5/¢™ — H#*(Z/¢"(2)) est injective (point 2
plus haut), [CT-R] (1.7) devient une conséquence directe de I'annulation de
application

HO(X, #5(2) - HY(X, #7(2)).
Mais ceci est un corollaire trivial de Hodge II de P. Deligne [D,]. En fait
il suffit que X posséde une compactlﬁcatlon lisse X telle que le diviseur a l'infini
Yi=X — X soit lisse, et que H*(X, Z(2))orsion SOit algébrique (ce qui est toujours

le cas si X est propre) (1.3) 1).
Plus généralement, nous considérons les applications

A — HE(p) — A" (p)

ou M est le faisceau de Zariski de la K-théorie de Milnor.
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Supposons que les intersections p & p du diviseur 4 croisements normaux
Y:=X ~ X sont vides. Si H?(X, Z(D)).orsion €5t inclus dans C* H?(X, Z(p)), le pre-
mier cran de la filtration C' par le coniveau (voir [B] (5.13) pour cette hypothése),
alors l'application Gr2 H (X, p)—»HO (X, P (p)) est nulle (1.3) 1), et en consé-
quence la partie de H 0(X A M) qui s’envoie sur Grd H%(X, p) par c,, Sannule
dans H(X, #M/¢" si on suppose que le symbole de Galois est mjectlf pour

p (1.5) 1). De fagon similaire, si les intersections (p—1) & (p—1) de Y sont vides
et que Cl Hp+ ! (X’ Z(p))torsion M Hp* ! (X’ Z(p))torsion est inclus dans
C>HP*1(X, Z(p)) (voir (1.6) 1.y et 2.y pour une discussion de cette hypothése),
alors 'application Gr} H5 (X, p) » H* (X, #7"(p)) est nulle (1.3) 2), et en consé-
quence la partie de H' (X, o#;') qui s’envoie sur Gr{ H5" (X, p) par c,, s'annule
dans HY (X, #M/¢™ si on suppose que le symbole de Galois est sur]ectlf a
noyau constant (1.5) 2).

En général, sans hypothése de torsion, Iapplication Gr} H5"'(X, p)
- HY(X, #7(Q(p))) est nulle (1.3) 2).

§ 0 Notations

0.1 Soit X une variété lisse complexe. Une bonne compactification X de X est
telle que X est lisse et propre, et que Y:=X — X est un diviseur a croisements
normaux. On dénote par Y® les intersections p & p des composantes de Y

0.2 Si A est Z, @ ou R, on définit F{?%:=ker F* H1(X, C)— HY(X, T/A(p))
ou FPH4(X, C) est la filtration de Hodge-Deligne de 1a cohomologie de de Rham
[D.].

On définit la cohomologie de Deligne-Beilinson H%4(X, A(p)) [b] qui admet
une représentation par une suite exacte

0— H*™Y(C/A(p))/F" H*" 1 (C) > H%(A(p) > F§* - 0.
On a aussi une application naturelle

HY(A(p) — H*(A(p).

On dénote par # (p), #(p) les faisceaux de Zariski correspondant pour A=7Z
et par i,: J#f (p)— #7(p) application naturelle. Pour tout ouvert de Zariski
U on a HL(U, 1)=H®(U, 0%), ou OF est le faisceau de Zariski des fonctions
réguliéres inversibles ([b], (1.7)). Donc #, (1)=0*= ¢, ou X, est le faisceau
de Zariski de la K-théorie K, .

0.3 On dénote par W la filtration par le poids sur HY(X, Z(p)) avec
W, HY(X, Z(p))=H(X, Z(p)) et W_, H(X, Z(p))=0 [D,].

0.4 On dénote par C la filtration par le coniveau sur H%(X, p) et HY(X,Z(p))
avec C°H%L(X,p)=H%(X,p) et CH™**1HL(X,p)=0 (et méme chose pour
H'(X, Z(p)) ([BO]).

0.5 On dénote par X" les faisceaux de Zariski de la K-théorie de Milnor.
On a le régulateur de Bloch Beilinson c,,: XM — #£(p), obtenu par cup-produit
de cqy: fl—ejf@(l) Donc i,oc,, est obtenu par cup-produit de ijocyq: KA}
>H#11). Si o X, — X, désigne I'application (continue) identité, alors, on
al'application évidente ¢ — o, 0,5, ol O, est le faisceau des fonctions holomor-

an?

phes inversibles, suivie de 1’applxcatxon oy Ope = R o Z(1)=5#"* (1) provenant
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de la suite exponentielle. Identifiant H#2(u$2?) a #FP(Z/{"(p)), on voit ainsi que
lapplication composée A — HL(p) > HP(p)—> AP (Z/¢"(p) est le sym-

bole de Galois. On définit ker), et coker, par la suite exacte
0->ker, —» A M/ — AP (L] (p)) - coker, — 0

pour un entier premier / et un entier non nul n donnés. On sait que ker,
=coker, =0 [MS].

§ 1 La remarque

1.1 Lemme. On a des inclusions
() F{?<Gr) (H”(X, A(p))/torsion)
ii) FI: Y cGr L(HP (X, A(p))/torsion)

Preuve. 1) Soit O#aeF”H”(X C)=H"(X, Q%(log Y)). Si ae W/—W'™', alors 0
+resy ae HO(YY, Q25)) ou Y est la normalisation de Y9, et resy(,)oz est
invariant par conjugaison. Donc j=p.
ii) Soit O%aeF?H?"'(X,C)=H' (X Q8 (log Y)— 022" (log Y)). Si acW/
— W71 alors O+resyaeH 1(Y“’ Qs ——»QY(,,I /), et est invariant par conjugai-
son. DOIIC] p—1

1.2 Corollaire
) Si YP =g alors H5(X, p)=H"~" (X, C/Z(p).
i) Si YP~ V=4, qlors H"“(X p)=HP(X, C/Z(p))/F*H? (X, ©).

Preuve. Par (1.1), on a Ff?=0 dans le cas i) et Ff'?"! =0 dans le cas ii).

1.2.1. Remarque. Si YP Y=¢, alors a fortiori YP=¢ et donc par (1.1) i),
FPH?(X, ) s’injecte dans H?(X, C/Z(p))/FF H? (X, O).

1.3 Théoréme. 1) Supposons que Y'P' = ¢. Alors on a un diagramme commutatif

Gre H, (X, p) < HO(X, #4(p))
l !

Hp (X’ Z (p))torsion
C1 ~ HP (X, Z(p))torsion

o GrQHP(X,Z(p) < H°(X,#"(p)

Si HP(X, Z(D))1oesion €St dans C' H? (X, Z(p)), alors I'application naturelle composée
G Hy (X, p)= H°(X, #f(p)) > H°(X, #7(p)) est nulle.
2) Supposons que Y#~ V= ¢. Alors on a un diagramme commutatif

Gre H5' (X, p) < HY(X, #4(p))

! !

C1 N Hp+ ! (Xa Z(p))mrsion
CZ m Hp+ ! (X, Z(p))wrsion

< GreH'™'(X,Z(p) < H'(X,H7(p).
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Si C*HP" Y (X, Z(P)orsion €St dans C2HPYY(X, Z(p)), alors application natu-
relle composée Grl Hy (X, py— HY (X, H#E(p)) » H' (X, #°*(p)) est nulle. Sinon,
elle est nulle dans H* (X, #7(Q(p)).

La preuve est une conséquence triviale de (1.2).

1.4 On définit
KE;,)):H'.(CPP)‘ ! Gr‘C HPQ-H(X’ p)):
pour i=0 ou 1, ou H(c,,) est 'application
HY(X, #M) - H'(X, #Z (p)).
1.5 Théoréme. 1) Si YV =¢ et si H?(X, Z(D))iorsion €5t dans C* H?(X, Z(p)), alors
l'image de l'application naturelle composée K< H(X, M) — H (X, AM/¢7)
est dans H® (ker)).
D8I YP V=g et si

C1 N Hp+ ! (Xs Z(p))torsion est dans C2 Hp+ ! (X’ Z(l’));

alors l'image I de I’application naturelle composée
Ky H' (X, M)~ H (X, AM)7)

s’inscrit dans une suite exacte

H°(X, coker,)
HO(X, #7(Z/¢"(p)))

H'(X,ker,))—>1—

- 0.

En particulier, elle est nulle si coker, =0 et si ker, est un faisceau constant.
3) Si Y®"V=¢, alors I'application naturelle composée K{(})—>H'(X, A)
— HY(X, #7(Q(p))) est nulle.

La preuve est une conséquence triviale de (1.3).
1.6 Nous explicitons ici les hypothéses de (1.3) et (1.5) pour p petit.

1. p=2
o) La suite spectrale par le coniveau

cE5 =H"(A5(r))=HE"(r)
et la propriété .
HP(AF(r)=0 pour p>gq
permettent d’écrire les deux suites exactes suivantes:
0> C'H3(2) - H3(2 - Gr2HZ(2) - 0
H! (9% 2) H® (9’%(2))
0- C'H3(2) - H3(2)—> GrdH}(2) — 0.
Gre IH{ 22

H'(#5(2)
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Donc K{}}=H'(4)), et comme #g5(2)=C/Z(2), on en déduit que H3(2)
=Gr2 H3(2), et donc que

K =HC(1).
B) Si X est propre, alors H*(Z(2))orsion €5t toujours algébrique, c’est-a-dire que
H*(Z(2))orsion €St dans C' H*(Z(2)). Plus généralement, supposons que Y =¢

- C’est-a-dire que Y est lisse —, et que les composantes Y; de Y vérifient:
application

H?(X, Z(1))/torsion

SPEARA

est scindée. En regardant la suite exacte

0 - H'(X, C/Z(2)
- @C/ZQ2).[Y]

HY(X,C/Z(2)) -
H*(X, C/Z(2)

CZN®A(Y)

on voit que H'(X, C/Z(2))=H'(X, €/Z(2)). Donc I'image de H' (X (E/Z( )
dans Hjn(X () est contenue dans I'image de 'application composée H. (X, ¢3)

[S— Pic X - Pic X — H} (X, 0%), et est donc algébrique.
el

y) Comme C? H*(Z(2))=0, 'hypothése (1.5) 2) signifie que H*(Z (3))orsion S’ iNjECtE
dans Gr2 H3(Z(3)). Donc st X est propre (C’est-a-dire si Y~ V= ¢, ce qui impli-
que que Y® = ¢), on a deux cas extrémes:

() H*(Z),wsion Sinjecte dans Gr H*(Z) et alors lapplication H'(xX3)
— H(A5/(™) est nulle.

(1)) H*(Z)wrsion Sinjecte dans CUH3(Z) et alors l'application H°(xM)
— HO(AM/I" est nulle. Cependant, le premier cas n'est pas trés vraisesmblable
[B] 5.13.

2.p=3
a) On a toujours
Gre H5(3)=H° (43 (3))-

Pour voir ceci, on observe que #7 ¢(3) =22~ 1(C/Z(3)) pour £ =0 et que

H2H (2" Y (C/Z(3)=0 pour £=0[BO].
On a aussi
Gr¢ Hg(3)=H' (#5 (3)
par le méme argument.
Donc
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p) Si X est propre, I'hypothése (1.5) 1) est un espoir formulé par S. Bloch [B]

5.13.

y) On sait qu’en géneéral, d’aprés [A.H], 'hypothése (1.5) 2) n’est pas vérifiée:
elle dit qu’une classe de torsion dans H*(Z), et qui est dans C*, doit provenir
d’un cycle de codimension 2.

3. p=4
) On a toujours

Gr¢ Hy(4)=H' (A5 (4)

et donc

Kil)= B (X, ).

B) Méme remarque qu’en (1.6) 3.5.
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