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1 Vorbereitungen

Im letzten Semester hatten wir Funktionen untersucht, die jeder reellen Zahl aus ihrem Defini-
tionsbereich wieder eine reelle Zahl zuordnen. Mathematisch gesprochen sind das Abbildungen
f: D — R, fiir eine gewisse Teilmenge D C R.

Jetzt geht es um Funktionen, die gewissen Paaren (z,y), Tripeln (z,y, z) oder allgemein n-Tupeln
(z1,22,...,2,) von reellen Zahlen wieder reelle Zahlen zuordnen. Mit Hilfe von mehreren derar-
tigen Funktionen bekommt man dann auch Zuordnungen n-Tupel — m-Tupel.

1.1 Die zwei Spielarten von R"
1.1.1 Punkte und Vektoren

Es erweist sich als giinstig, eine geometrische Sprache zu benutzen und sich die Zahlentupel als
(Koordinaten von) Punkte(n) bzw. Vektoren vorzustellen. Alle diese Tupel in ihrer Gesamtheit
bilden den Raum R".

Obwohl andere Autoren das nicht machen, werde ich versuchen, die beiden Aspekte Punkt und
Vektor typographisch zu unterscheiden. Bei mir gibt es R™ deshalb in zwei Spielarten:

e den Spaltenraum, den wir zur Unterscheidung mit R™ bezeichnen. Seine Elemente heifien
Vektoren und werden durch einen kleinen Pfeil gekennzeichnet!:

ay b1 c1 x1 Y1
. az | ba . C2 . T2 . Y2 )
a - . b b - b C = b) b) x = b y = ) u'a'7
an bn, Cn, Tp Yn

e den Zeilenraum R", dessen Elemente durch einen Querstrich gekennzeichnet werden
EL:(G‘l)G‘Q?"'aan)) 6:(b13b27"'7bn)7 ct 2:(217227"'72”)
und Punkte heiflen.

Den Spaltenraum R™ betrachten wir als R-Vektorraum mit den {iblichen Operationen

a1 b1 a1 + bl a1 cay

a9 b2 as + bg a2 c a2
+ | . = ) und cf . =

QA bn ap + by 27 Can

Bei Bedarf kommt das kanonische Skalarprodukt dazu. Den Gepflogenheiten der Physiker folgend
werde ich es durch einen Punkt notieren @ e b. Das Skalarprodukt induziert eine Norm, die als
|l@ || geschrieben wird: ||@| = /a3 + ...+ a2 .

Auflerdem, und das ist neu, werden wir Vektoren an Punkte antragen. Anschaulich bedeutet das
eine Verschiebung des Punktes in Richtung des (Vektor)Pfeils um dessen Lénge. Die entsprechende
Operation schreiben wir auch als + und definieren offiziell

by
ba
(a17a27~-~7an)+ : :(a1+b1aa2+b27"'aan+bn)'
bn
Bei uns wird der Punkt in Sumrr_lpn immer vorn stehen. Bei dreifachen S_'ummen stellt sich das
Problem der Klammerung: @ + b + ¢ kann aufgefafit werden als (@ + b) + ¢ (der Punkt a

1Die griechischen Buchstaben zur Bezeichnung der Skalare geben wir wieder auf.



wird zweimal verschoben) oder als @ + (5 +¢) (der Punkt wird um die Summe aus zwei Vektoren
verschoben). Wenn man die Koordinaten einsetzt, sieht man aber sofort, dafl das Resultat dasselbe
ist. Deshalb werden wir keine Klammern setzen.

Punkte werden wir nicht zueinander addieren oder mit Zahlen multiplizieren. Allerdings ist es
bequem, eine Subtraktion von Punkten zu haben: b — a ist der Vektor & fiir den @ + ¢ = b. In
Koordinaten

bl—al

bg—ag
(blaan"'7bn)_(a17a2>---;an) =

b, — an,

Suggestiver wire wahrscheinlich statt a — ¢ so etwas wie E—E; zu schreiben, aber das ist mir typo-
graphisch zu aufwendig.

Die Operationen sind so einfach definiert, dafl wir wohl keine Rechenregeln aufschreiben miissen.
Ich fasse aber noch einmal kurz zusammen, was definiert ist und welches Ergebnis liefert:

Vektor + Vektor = Vektor

Punkt + Vektor = Punkt

Punkt 4+ Punkt = nicht definiert

Punkt - Punkt = Vektor

Vektor e  Vektor = Skalar

Skalar Vektor = Vektor (kein Operationszeichen)
Skalar Punkt = nicht definiert

Statt %17 werden wir auch % schreiben. Die kanonischen Basisvektoren behalten ihre aus dem
ersten Semester bewihrte Bezeichnung €';. Bei €'; sind alle Eintrage Null, bis auf den i-ten, der

gleich 1 ist. Beim Nullpunkt 0 und Nullvektor 0 sind alle Koordinaten Null.

Durch Transposition geht ein Punkt in einen Vektor iiber und umgekehrt. a’ = @ — 0 heifit
Ortsvektor des Punktes a. Dagegen ist @7 = 0 + @ der Endpunkt von a.

Ich werde viele n-dimensionale Dinge fiir n = 2 oder n = 3 formulieren und/oder beweisen. Dann
braucht man keine Indizes, sondern schreibt Punkte als (a,b) oder (a,b,c) und Vektoren als ()
a
bzw. b
c
Der Fall n = 1 bildet insofern eine Ausnahme, dafi man die Spalte (a) nicht von der Zeile (a)
unterscheiden kann. Obwohl die reellen Zahlen faktisch auch in drei verschiedenen Rollen auftre-
ten (Skalare, (Zeit)Punkte, Vektoren) denen eigentlich die Bezeichnungen R, R*, R! entsprechen
wiirden, werden wir diesen subtilen Unterschied nicht explizit machen, immer nur R schreiben
und weder Pfeile noch Querstriche setzen.

1.1.2 Metrik

Der Raum R" ist ein euklidischer Raum mit dazugehoriger Norm und Abstandsfunktion. Dariiber
wissen wir aus dem ersten Semester eine ganze Menge, das ich hier nicht wiederholen will. Die
Abstandsfunktion von K™ iibertrigt sich auf naheliegende Weise auf den Punktraum. Nach unserer
Definition der Subtraktion von Punkten kénnen wir sogar dieselbe Formel schreiben

Der Abstand zweier Punkte ist die Linge der von ihnen begrenzten Strecke. In diesem Semester
werden wir unter anderem auch untersuchen, was die Lénge einer gekriimmten Linie sein soll und
wie man sie berechnet.



1.1.3 Volumen und Ficheninhalt

Auch dariiber wissen wir schon einiges aus dem letzten Semster. Ist @ € R™ ein Punkt und sind
— — —n

bi,...,b € R linear unabhéngige Vektoren, so bestimmen diese Daten ein k-dimensionales
Parallelepiped (einfacher auszusprechen einen k-Spat) im n-dimensionalen Raum:

{a+0151+...+0k5k: OSCl,...,Ckgl}.

Sein Volumen héngt nicht von a ab. Fiir n = k berechnet es sich als Betrag der Determinante:

det(gl, cee gn) . Ist £ < n, so benutzt man die Wurzel der sogenannten GRAMschen Determi-
nante
NG
\/det(BTB) = \/det (bi.bj) ,
ij=1
wobei B die aus den nebeneinandergeschriebenen Spalten b 1yenns b r bestehende n x k-Matrix ist.

Sind nur zwei bs vorhanden, so ist der 2-Spat ein Paralelogramm. Liegt dieses in R?, so ist
der Flacheninhalt ‘det(l; b 2)‘ Parallelogramme in héherdimensionalen R&umen haben den

Flacheninhalt
N . L L \2
= Il = (51 0 52)

Fiir Parallelogramme im dreidimensionalen Raum kann man auch das Vektorprodukt heranzie-
hen. Der Fliicheninhalt des von b 1, b 2 (von einem beliebigen Punkt aus) aufgespannten Paralle-
logramms ist ||b1 x b||. Der halbe Parallelogramminhalt ist der Dreiecksinhalt.

Eine der Hauptaufgaben dieses Semesters betrifft die Klirung der Frage nach dem Volumen
allgemeinerer Kérper in R™. Speziell werden wir uns auch mit dem Inhalt gekriimmter Oberflichen
in R? beschiftigen.

61061 51052
bg.bl b2.b2

1.1.4 Felder

Abbildungen, die auf einer Teilmenge des Punktraumes R™ definiert sind und Vektoren aus R™ als
Werte annehmen, werden wir m-dimensionale Vektorfelder nennen. Zur Betonung bekommen die
entsprechenden Funktionszeichen einen Pfeil: f , G, etc. Eigentlich ist der Fall m = 1 darin auch
schon eingeschlossen. Trotzdem sprechen wir in diesem Fall lieber von n-stelligen Funktionen oder,
oft suggestiver, Skalarfeldern. Manchmal brauchen wir auch Funktionen, die Punkte in Punkte
umarbeiten, die heien dann eventuell> Punktfelder.

Zwei Felder bekommen Standardbezeichnungen. Die Abbildung R" — I@", die jedem Punkt
seinen Ortsvektor zuordnet, heifit traditionell 7. Man kann sie so schreiben: 7(z) = z7 = z — 0.
Die Norm von 7, also der Abstand des gegebenen Punktes vom Nullpunkt, wird mit r bezeichnet:
r(z) = |7 (@) = Va3 + 23+ ... + 2.

1.1.5 Kurven

Auf einem Intervall I C R definierte stetige einstellige Funktionen I — R" werden meistens Kur-
ven genannt und mit griechischen Buchstaben bezeichnet. Thnen wird spéter ein eigenes Kapitel
gewidmet.

1.2 Topologie des R"

Mit Hilfe der Abstandsfunktion d kénnen wir die sogenannten topologischen Konzepte der Kon-
vergenz und Stetigkeit, die wir im letzten Semester einstellig kennengelernt hatten, in hoéhere

2Dieser Ausdruck ist nicht allgemein gebrauchlich. Man kénnte auch von Transformationen reden, oder gar
kein spezielles Wort einfiihren.



Dimensionen iibertragen. Theoretisch miiffite man alles doppelt erzéhlen, einmal fiir den Punkt-
und einmal fiir den Vektorraum. Bis auf das Austauschen von Querstrichen gegen Vektorpfeile
passiert dabei nichts. Ich beschrinke mich daher meist auf den Punktraum.

1.2.1 Konvergenz von Folgen

Definitionsgemaf konvergiert eine Folge (a,) von Punkten gegen den Punkt b, wenn die Zah-
lenfolge d(ay,b) = ||a, — b|| eine Nullfolge ist. Also

lim @, =b :<=  lim ||a, —b|| =0.
n—oo n—r oo

Analog fiir Vektorfolgen.

Beobachtung. Fine Punkt- oder Vektorfolge konvergiert gemau dann, wenn ihre Koordinaten-
folgen als Zahlenfolge (im Sinne des vorigen Semesters) konvergieren.
In R? gilt also:

lim (ap,bn,cn) = (p,q,7) <= lim a, =pund lim b, =q¢und lim c, =7
n—o0o n—o00 n—o00 n—oo

Analog fiir Vektoren.

Der Beweis in der <-Richtung ist eine Anwendung von Grenzwertséitzen aus dem vorigen
Semester: aus (a, —p) = 0, (b, —q) = 0 und (¢, — r) — 0 folgt

\/(an —p)2+ (bp— )2+ (cn —7)2 = 0.

In der anderen Richtung, benutzt man

OS |an_p|7 ‘bn_q|u |Cn—7“| S \/(an—P)2+(bn—Q)2+(Cn—7“)2

Wenn also die Wurzel gegen Null konvergiert, so auch die drei Betréige.

1.2.2 Caucny-Folgen und die Vollstindigkeit von R"

Eine Punktfolge (a,)5 heifit CAucHY-Folge, wenn ihre Glieder beliebig dicht zusammenriicken.
Formal, wenn fiir alle £ > 0 ein N derart existiert, daB ||@, — @] < € sobald m,n > N.

Dieselbe Betrachtung wie eben zeigt, dafl eine Punktfolge in R"™ genau dann die CAUCHY-
Eigenschaft hat, wenn alle ihre Koordinatenfolgen CAUCHY-Folgen in R sind. Wegen der
Vollstandigkeit von R ist das genau dann der Fall, wenn diese Koordinatenfolgen alle konver-
gieren. Das wiederum ist zur Konvergenz der Punktfolge dquivalent.

Fazit: In R" ist wie in R die CAUCHY-Eigenschaft zur Konvergenz dquivalent: R™ ist vollstindig.

1.2.3 Grenzwerte von Funktionen

Ist @ ein Beriihrungspunkt des Definitionsbereiches D C R" eines Skalarfeldes f bzw. eines m-
dimensionalen Vektorfeldes f, so soll

lim f(@) =g baw lim f(z) =7

T—a T—a
bedeuten, daB fiir alle € > 0 ein § > 0 derart existiert, daB |f(Z) — g| < & baw. |f(Z) — | < e
fiir alle z € D mit ||z — a| < 4.
Bei konkreten Rechnungen stéren die Wurzeln in der euklidischen Norm manchmal. Deshalb
ist es ganz niitzlich zu wissen, dafl man statt der einen Ungleichung ||Z — a|| < § auch die n

Ungleichungen |z1 — a1] < §,..., |z, — an| < 6 benutzen kann, ohne das Grenzwertkonzept zu
dndern. Das liegt daran, dafl

max(|a1—x1|,|a2—x2|,...,|an—xn|) §||’—i||§\/ﬁ-max<|a1—J:1|,|a2—m2|,...,|an—xn|>;



sind also alle Betrige klein, so auch die Norm und umgekehrt.

Analog kann bei Vektorfunktionen die Ungleichung || f (Z) — §|| < & durch die m Ungleichungen
|fi(Z) — gi| < € ersetzt werden.

Daraus folgt dann auch, dal man Grenzwerte ‘reinziehen’ kann:

limz 5 f1(Z)
limz_.q fo(Z
lim f@) = o)

—a

limg—sa fon ()

1.2.4 Alle Wege miissen zum Grenzwert fiihren

Die folgenden Betrachtungen sind etwas lax, aber trotzdem ganz niitzlich. Bei einstelligen Funk-
tionen und a € R miissen sich die Funktionswerte f(xz) dem Grenzwert g beliebig nihern, wenn
sich = der Stelle a nihert. Fiir dieses Nidhern gibt es unter anderem die M6glichkeiten von links
und von rechts, was im vorigen Semester zu den Konzepten des linksseitigen (limy »,) und rechts-
seitigen (lim,\ ,) Grenzwertes gefithrt hatte, die gleich sein miissen, damit ein Grenzwert an der
Stelle a existiert.

Im mehrdimensionalen Fall gibt es nun viel mehr Moglichkeiten, sich einem Punkt zu ndhern.
Wenn ein Grenzwert der Funktion f im Punkt a existieren soll, so miissen sich die Funktionswerte
f(&) immer diesem Grenzwert nihern, egal auf welchem Wege sich Z der Stelle a néhert.

Diese Erkenntnis kann oft genutzt werden, um zu zeigen, dafl kein Grenzwert existiert.

Als Beispiel betrachten wir die fiir (z,y) # (0,0) definierte Funktion g(z,y) = (90236-2&-711//22)2

Auf beiden Koordinatenachsen ist sie konstant Null, ndhert man sich dem Punkt (0,0) also
achsenparallel, so kommt auch 0 als Grenzwert heraus. Auf der Winkelhalbierenden y = « ist die
Funktion aber konstant g(x,x) = ﬁ = i. Auf anderen Wegen Richtung Nullpunkt werden

auch noch andere Grenzwerte angestrebt, z.B. entlang der Geraden y = 2z der Wert 24—5. Also hat
die Funktion g fiir (z,y) — (0,0) keinen Grenzwert.

1.2.5 Stetigkeit

Mit Hilfe des Grenzwertkonzeptes wird die Stetigkeit definiert: der Grenzwert an der entspre-
chenden Stelle muf} gleich dem Funktionswert sein. Droselt man den Grenzwertbegriff auf, erhélt
man die e-6-Beschreibung: Das Vektorfeld f : D — R™ ist stetig im Punkt a € D C R", falls

fir alle e > 0 ein 6 > 0 derart existiert, dafs Hf(f) - f(d)H < ¢ sobald T € D und ||z — al| < .

Die Moglichkeit Grenzwerte auf die Koordinatenfunktionen zu verteilen, liefert folgende Beob-
achtung. Ist D C R™ und f : D — R™ oder f : D — R™ ein Punkt- oder Vektorfeld, dann
ist die Stetigkeit von f bzw. f (im Punkt a € D) dquivalent zur Stetigkeit (im Punkt a) der
Koordinatenabbildungen f; : D — R firallei=1,...,m.

Stetigkeitsuntersuchungen werden dadurch auf (eventuell mehrere) skalare Funktionen reduziert.

1.2.6 Wie erkennt man stetige Skalarfelder in der Praxis?

Normalerweise werden die auftretenden Funktionen durch Formeln beschrieben, die sagen, wie der
Funktionswert f(z1,...,2,) aus den Koordinaten 21, ...z, berechnet wird. Tauchen in diesen
Formeln neben den Variablen nur Summen, Produkte, Differenzen, Quotienten sowie einstellige
stetige Funktionen (sin, Vo exXp, etc) auf, so sind die entsprechenden Funktionen iiberall dort
stetig, wo sie definiert sind (keine Nenner Null, nichts Negatives unter der Wurzel, ...). Das
liegt daran, daf§ die einzelnen Koordinaten x; natiirlich(?) stetig von den Punkten (z1,...,z,)
abhiingen, die Grundrechenarten stetige Abbildungen R? — R sind ( fiir die Division nur R? \
y-Achse — R ) und die Hintereinanderausfithrung stetiger Abbildungen stetig bleibt.



Bei ‘gestiickelt’ definierten Beispielen muf8 man die Ausnahmepunkte gesondert betrachten.
Schauen wir uns etwa die beiden zweistelligen Funktionen

£22

22 o2
f(z,y) = yomme o (@) #0,0) und  g(z,y) = wE o (@) #(0,0)
0 ,z2=y=0 0 ,z=y=0

an. Die Formeln zeigen, dafl beide in allen Punkten (x,y) # (0,0) stetig sind.
Um die Stetigkeit von f im Nullpunkt nachzuweisen, miissen wir einsehen, dafl | f(z,y) — f(0,0)]

beliebig klein wird, wenn nur \/m klein genug ist. Nun ist aber stets |$2 -y < ’332 + y2‘
und daher ,
rm =y
o) = 1001 = |y 5] <ol < VTR

Dagegen ist g unstetig, denn wie wir oben schon gesehen hatten, existiert kein Grenzwert
lim, ) (0,0) 9(, y), der bei Stetigkeit Funktionswert sein miisste.

1.2.7 Beschrinktheit und Stetigkeit linearer Abbildungen

Das folgende Lemma wird spéter 6fter benutzt.
Zu jeder linearen Abbildung L : R™ — R™ gibt es eine Zahl C, so dafs Hf(ﬁ)

| < clll fir
alle 7 € R". Speziell sind alle linearen Abbildungen stetig.

Die Existenz der Zahl C ist Aquivalent zur Beschrinktheit der Abbildungen (Bilder von be-
schriinkten Mengen sind beschrinkt) und charakteristisch fiir lineare Abbildungen endlichdi-

mensionaler Rdume. In der Quantenmechanik werden Sie das bedauern: die interessanten Ope-
ratoren der (unendlichdimensionalen) HILBERTréume sind fast alle unbeschrinkt.

Beweis. Wie iiblich sollen €4, ..., ¢, die kanonischen Basisvektoren von R™ bezeichnen. Dann
ist ein beliebiger Vektor ¥ als vy €1 + ... + v, €, darstellbar. Wegen |v;| < ||7/|| folgt dann

L@)|| = |[nL@)+.. +oaL@En)
< ol ||Z@0)|| + -+ ol ||ZeEn)]|
< @Il ||ZE ||+ -+ 181 ||ZE)|
= N7l ([[Z@E)||+--+||E@n)||) -
=:C

Damit ist die Existenz von C bewiesen. Fiir den Nachweis der (gleichméBigen) Stetigkeit sei e > 0
vorgegeben. Wir setzen 0 := & und haben Hf(ﬁ) fi(w)H = Hf(ﬁ — ) ’ < C||T =] <e,
sobald ||0 — @ || < 4.

1.3 Zwischenspiel: das allgemeine Konzept des metrischen Raumes

Sobald in der Mathematik dieselben Uberlegungen mehrmals angestellt werden miissen, erfinden
die Mathematiker ein abstraktes Konzept, das es (spiteren Generationen) erlaubt, nur einmal zu
denken und dann oft anzuwenden. Wir kennen das schon von Koérpern und Vektorrdumen. Ein
natiirlicher Rahmen fiir Stetigkeits- und Grenzwertbetrachtungen wird beschrieben durch den
Begriff des metrischen Raumes.

1.3.1 Metrik, metrischer Raum

Eine auf einer nicht-leeren Menge X definierte zweistellige reellwertige Funktion d heif3t Abstands-
funktion oder Metrik, falls sie folgende drei Bedingungen erfiillt:

(M1) d(z,y) >0 und d(z,y) =0 <= z=y (Positivitit)



(M2) d(xz,y) =d(y,x) (Symmetrie)
(M3) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Eine Menge X mit einer fixierten Metrik heifit metrischer Raum. Um auf der sicheren Seite zu
sein, definieren die Mathematiker einen metrischen Raum auch gern als Paar (X, d), wobei X die
Menge ist und d die Metrik. Die Elemente von X nennt man bei abstrakter Behandlung Punkte
des metrischen Raumes. In konkreten Réumen konnen das Vektoren, Zahlen, Funktionen, etc.
sein. Frither war der Buchstabe p zur Bezeichnung der Abstandsfunktion beliebt. Ich werde ihn
manchmal benutzen, wenn wir einer zweiten Metrik einen Namen geben miissen.

Beispiele. Die drei Axiome (M 1)—(M3) sind uns schon einmal begegnet, némlich als Eigenschaf-
ten der auf euklidischen bzw. unitédren Réumen definierten Abstandsfunktionen d(x,y) = ||z — y||.
Damit haben wir sofort viele Beispiele fiir metrische Rdume.

Speziell sind die im vorigen Abschnitt behandelten Funktionen

Metriken auf R” bzw R". Daneben gibt es auf derselben Menge noch viele andere sinnvolle
Abstandsbegriffe, etwa die Summenmetrik oder die Maximumsmetrik, die den Abstand nach den
Formeln

n
Z|zi—yi| bzw. max(|z1 — Y1, -, |Tn — Ynl)
i=1

berechnen. Dieselben Formeln definieren jeweils auch Metriken in C". Fiir n = 1, d.h. in R bzw.
C ergibt sich in allen drei Fillen die Betragsfunktion |z — y.

Drei analoge Metriken auf der Menge C([a,b]) der reell- oder komplexwertigen (die Formeln
sind dieselben, nur das Betragszeichen hat eine andere Bedeutung) stetigen Funktionen auf dem
abgeschlossenen Intervall [a, b] werden gegeben durch die Vorschriften

b b
¢ / F(5) — g(t)? dt, / £ —g() dt und  sup{|f(t) — g(t)] : £ € [a,]}

Die Uberpriifung der Einzelheiten bleibt Thnen iiberlassen.

Die folgenden eher exotischen Beispiele sollen uns davor bewahren, von Metriken Dinge

zu erwarten, die sie nicht leisten. Auf der Menge der reellen Zahlen wird durch d(z,y) =

|arctan - — arctan y| eine Metrik definiert, beziiglich der beliebige zwei Punkte einen Abstand

von weniger als m haben.

Auf einer beliebigen Menge X # () kénnen wir durch die Vorschrift d(z,y) = { 0, fallsz =y
’ 1, fallsz#y

eine Metrik definieren. Sie heifit naheliegenderweise 0-1-Metrik.

1.3.2 Konvergenz von Folgen

Im Rest dieses Abschnittes wollen wir den Grenzwert- und Stetigkeitsbegriff von R auf beliebige
metrische Rdume {iibertragen. Das geht ganz ‘kanonisch’; es ist nur in den alten Definitionen
‘reelle Zahl’ durch ‘Punkt von X’ und |z — y| durch d(z, y) zu ersetzten. Ich halte die Darstellung
entsprechend kurz, rate Thnen aber, zur Wiederholung die Details selbst zu ergédnzen, moglichst
ohne dabei auf das Analysis-I-Skript zuriickzugreifen.

Definition. Man sagt, daf§ eine Folge (z,,)52, von Punkten eines metrischen Raumes gegen den
Punkt a konvergiert und schreibt x,, — a, falls fiir jedes € > 0 ein N € N derart existiert, daf3
d(zy,a) < &, sobald n > N.



Dasselbe kann man kurz auch so sagen:

Tp — 0 = lim d(z,,a) =0,

n—oo

wobei sich der Grenzwert auf die Zahlenfolge d(zy, a) bezieht.

1.3.3 Eindeutigkeit des Grenzwertes

Wie in Teil T beweist man, dafl eine Folge nicht gleichzeitig gegen zwei verschiedene Punkte
konvergieren kann. Das erlaubt wieder, fiir den eindeutig bestimmten Punkt, gegen den (z,)
gegebenenfalls konvergiert, die Bezeichnung lim,, ., z,, einzufiihren.

1.3.4 Stetige Abbildungen zwischen Teilmengen von metrischen Ridumen

Sind (X, d) und (Y, p) metrische Réume, D C X, so nennt man eine Abbildung f : D — Y stetig
im Punkt o € D falls fiir alle € > 0 ein 6 > 0 derart existiert, da8 fiir alle x € D mit d(z,a) < §

gilt p(f(x), f(a)) < =.
Eine Abbildung D — Y, die in allen Punkten von D stetig ist, nennt man stetig.

Praktisch derselbe Beweis wie im vorigen Semester zeigt, dal f genau dann im Punkt a stetig
ist, wenn fiir alle im Raum X gegen a konvergierenden Folgen (x,) von Punkten aus D gilt, daf

lim,, 00 f(xn) = f(a).

Einfach aber wichtig: die Hintereinanderausfihrung zweier stetige Abbildungen liefert wieder eine
stetige Abbildung.

Auch das Konzept der gleichméfligen Stetigkeit 148t sich leicht verallgemeinern: Sind D, X, Y wie
oben, so nennt man f : D — Y gleichmdfig stetig auf D, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0 derart
existiert, daf p(f(x1), f(z2)) < € sobald z1,22 € D die Ungleichung d(x1,z2) < ¢ erfiillen.

1.3.5 CaucHy-Folgen und Vollstindigkeit

Eine Folge (z,) von Punkten eines metrischen Raumes heifit CAucCHY-Folge, wenn fiir alle £ > 0
ein N € N derart existiert, daB fiir alle m,n > N gilt d(z,, z,) < €.

Der Beweis dafiir, daf3 alle konvergenten Folgen auch CAUCHY-Folgen sind, {ibertrégt sich von den
reellen Zahlen sofort auf beliebige metrische Rdume. Die Umkehrung allerdings nicht, weil sie im
allgemeinen falsch ist. Man nennt einen metrischen Raum wvollstindig, wenn alle CAUCHY-Folgen
von Punkten dieses Raumes gegen einen Grenzwert aus diesem Raum konvergieren.

Beispiel. Wir wissen aus dem vorigen Semester, dal R beziiglich der Betragsmetrik vollsténdig
ist; das ist gewissermaflen Axiom. Betrachtet man die reellen Zahlen aber mit der oben angegebe-
nen Metrik d(x,y) = |arctan x — arctan y|, so ist die Folge der natiirlichen Zahlen eine CAUCHY-
Folge, die aber nicht konvergiert (Beweis als I"Jbungsaufgabe). Weiter kénnen Sie zeigen, dafl
beziiglich dieser exotischen Metrik genau die gleichen Zahlenfolgen konvergieren, wie im iiblichen
Sinn. Das liegt an der Stetigkeit von Tangens und Arcustangens.

Der Raum C([a,b]) der auf [a,b] stetigen Funktionen mit der sup-Metrik ist vollstandig (das
hatten wir im vorigen Semester bewiesen, ohne diese Terminologie zu benutzen (wo?)), jedoch
nicht beziiglich der Integralmetrik d(f,g) := f; |f — g|. Eine nicht-konvergente CAUCHY-Folge in
C([-1,1]) wird beispielsweise gegeben durch

-1, -1<z<-1

1 1

fn(x) == nr, —;<wxz<
1, f<a<i

Malen Sie ein Bild, dann wird klar, was los ist. Ein formaler Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.



1.3.6 Kugeln

In R haben wir zur Charakterisierung von Konvergenz und Stetigkeit manchmal e-Umgebungen
benutzt. Die damit verbundene geometrisch angehauchte Sprache ist auch in beliebigen metrischen
Raumen niitzlich. Als offene Kugel mit Mittelpunkt « € X und Radius r > 0 wird die Menge

K,(r):={ye X : d(z,y) <r}
bezeichnet. Als abgeschlossene Kugel bzw. Sphére bezeichnet man die Mengen
K.(r)={ye X : dx,y)<r} bzw. S.(r)={yeX: d(z,y)=r}.

In der Literatur sind auch andere Bezeichnungen fiir Kugeln verbreitet. Unser K, (r) konnte z.B.

auch K (z,r) oder B(z,r) heiflen.

Jede offene Kugel enthilt zumindest den Mittelpunkt®. Eventuell aber auch nicht mehr, wie das
o o I | {z}, fallsr<1

Beispiel der 0-1-Metrik zeigt. Fiir diese ist K, (r) = { X fallsr>1

In R mit der Betragsmetrik sind offenen Kugeln offenen Intervalle, abgeschlossenen Kugeln ab-

geschlossenen Intervalle und Sphéren zweipunktige Mengen:

K.(r)=lz —rao+r], Ky r)=[x—r2x—7] und S,(r)={x+r}.

Kugeln in R? kénnen offenen Vollkreise (euklidische Metrik) oder offene Quadrate (Summen- bzw.
Maximummetrik) sein. Die entsprechenden Bilder malen Sie selbst. Fiir andere Metriken kénnen
auch andere geometrische Figuren Kugeln sein.

Als wesentliche Konsequenz der Dreiecksungleichung folgt die Disjunktheit zweier Kugeln, sobald
die Summe der Radien den Abstand der Mittelpunkte nicht iibersteigt (Ubungsaufgabe):

r+s<d(a,b) = Kur)nKy(s)=0.

Diese Eigenschaft ist der ‘geometrische Hintergrund’ der Eindeutigkeit des Grenzwertes konver-
genter Folgen.

Thre Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel der 0-1-Metrik wieder zeigt. Trotzdem sind auch hier
beliebige zwei voneinander verschiedene Punkte Mittelpunkte disjunkter offener Kugeln (wel-
cher?).

1.3.7 Umformulierungen

Mit Hilfe von Kugeln kann man einige der obigen Konzepte anders und eventuell anschaulicher
beschreiben. Die Beweise der folgenden Aussagen bleiben als Ubungsaufgaben.

Eine Folge konvergiert genau dann gegen den Punkt a, wenn jede offene Kugel mit dem Mittel-
punkt a fast alle Folgenglieder enthdlt.

Die Abbildung f : X — Y st genau dann stetig im Punkt a, wenn zu jeder in 'Y offenen Kugel
L mit Mittelpunkt f(a) eine in X offenen Kugel K mit Mittelpunkt a gefunden werden kann, so
dafy fIK] C L.

1.4 Eigenschaften von Teilmengen metrischer Riume

In diesem Abschnitt ist (X, d) ein fixierter metrischer Raum. Alle vorkommenden Mengen sind
Teilmengen von X.

3Wir setzen immer stillschweigend voraus, da die Radien aller betrachteten Kugeln strikt positiv sind.



1.4.1 Klassifikation von Punkten hinsichtlich einer Menge

Mit Hilfe von offenen Kugeln werden die Konzepte innerer Punkt, &uflerer Punkt und Randpunkt
einer Menge definiert. Ist M C X die fragliche Menge, so nennt man z einen inneren Punkt von
M, falls es eine Kugel um x mit positivem Radius gibt, die ganz in M enthalten ist. Formaler:
K,(g) C M fiir ein € > 0.

Gibt es eine analoge Kugel, die keinen Punkt von M enthélt, so nennt man = duferen Punkt.
Formal K, ()N M = 0 fiir ein geeignetes ¢ > 0. Alle anderen Punkte sind Randpunkte der Menge
M. Diese kénnen zu M gehoren, miissen aber nicht. Offensichtlich ist jeder Punkt genau eines:
innerer Punkt, d&uflerer Punkt oder Randpunkt einer gegebenen Menge M.

In R™ kann man von einem inneren Punkt @ einer Menge in Richtung jedes Einheitsvektors €
ein Stiickchen gehen, ohne die Menge zu verlassen: a + t€' € M fiir alle ¢t < e. Tatséchlich gibt es
sogar ein ¢ > 0, das in jeder Richtung funktioniert.

1.4.2 Umgebungen

eines Punktes  nennt man alle Mengen U, von denen x innerer Punkt ist; anders gesagt: U ist
Umgebung von z falls es ein € > 0 gibt, so dal K, () C U. Die Kugel selbst werden wir manchmal
e-Umgebung nennen.

1.4.3 Offene und abgeschlossene Mengen

Eine Menge heifit offen, wenn jeder ihrer Punkte innerer Punkt ist. Sie heifit abgeschlossen, wenn
jeder nicht zu ihr gehtrende Punkt &ulerer Punkt ist. Anders gesagt, alle Randpunkte miissen
auch zur abgeschlossenen Menge M gehoren.

Offensichtlich ist eine Menge A genau dann offen/abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \ A
abgeschlossen/offen ist. Achtung: die meisten Mengen sind weder noch.

Die folgende Selbstverstédndlichkeit ist keine:
Offene/abgeschlossene Kugeln sind offene/abgeschlossene Mengen. Sphdiren sind abgeschlossen.

Ich zeige nur, daf$ K, (r) abgeschlossen ist. Dazu muf} zu einem y ¢ K, (r) eine offene Kugel K, (¢)
gefunden werde, fiir die

K. (r)nKy(e) = 0.
Da der Mittelpunkt y festliegt, kommt es nur auf den Radius ¢ an. Wir wéhlen ihn so, dafl
0<e<d(y,z)—r (Warum geht das?).
Wiére dann, im Widerspruch zu unserem angepeilten Ziel, ein Punkt z im Durchschnitt der beiden
Kugeln K, (r) und K, (), so ergébe sich nach der Dreiecksungleichung

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) <r+e<r+d(zy) —r=dxy).

Das geht nicht.

1.4.4 Was es mit der ‘Abgeschlossenheit’ auf sich hat

Satz. FEine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder (in X )
konvergenten Folge von Punkten aus A wieder zu A gehort.

Beweis. Angenommen A ist abgeschlossen und x,, — y fiir eine Folge von Punkten aus A. Wire
y € A, so wiire y duflerer Punkt und es gébe eine Kugel Ky(c), die A nicht schneidet. Diese
Kugel enthielte keine Glieder der Folge, wo sie doch wegen x,, — y fast alle enthalten miite. Der
Widerspruch zeigt, dafl y € A unmoglich ist.

Fiir die andere Richtung setzen wir voraus, daf§ A unter Grenzwertbildung abgeschlossen ist,
und zeigen, dafl alle nicht zu A gehérenden Punkte duflere Punkte sind. Sei also y ¢ A. Wir
miissen eine offene Kugel K (r) finden, die keine Punkte aus A enthélt. Da der Mittelpunkt der
gesuchten Kugel festliegt, kommt es nur auf den Radius an. Fiir n = 1,2, 3, ... probieren wir die
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Radien % Entweder Ky(%) enthélt keinen Punkt aus A, dann sind wir fertig. Oder wir kénnen

ein z, € AN K,(£) wihlen. Wenn kein n funktionieren wiirde, entstiinde eine unendliche Folge
(zn)52, von Punkten aus A, so daB d(z,,y) < %. Also konvergiert diese Folge gegen y. Wegen
der vorausgesetzten Abgeschlossenheit gegen Grenzwerte wire y € A. Da das nicht sein kann,

muf} die Konstruktion der x,, abbrechen und ein passender Radius existieren.

1.4.5 Der Abschlufl einer Menge

Ist A C X, so nennt man die kleinste abgeschlossenen Teilmenge von X, die A enthéilt den
Abschluf$ von A oder auch die abgeschlossene Hiille von A. Populdre Bezeichnungen fiir den
Abschluf} sind A oder cl(A) auch CI(A).

Jede Teilmenge eines metrischen Raumes besitzt einen Abschluf. Er entsteht, indem man zu A
alle Randpunkte hinzunimmt.

Alternativ entsteht A indem man zu A die Grenzwerte aller in X konvergenten Folgen mit Gliedern
aus A hinzunimmt.

1.4.6 Beschrinktheit

Eine Teilmenge von X heifit beschrdnkt, wenn sie in einer (geniigend grofen) Kugel enthalten ist.
In R" ist das dazu #quivalent, dafl es eine feste Zahl R gibt, die die Betriige aller Koordinaten
aller Punkte der Menge tibertrifft.

Man zeigt leicht, dafl die Vereinigung zweier (und dann auch endlich vieler) beschrinkter Mengen
wieder beschrankt ist. Auch sind Teilmengen beschriankter Mengen wieder beschrénkt.

1.4.7 Zusammenhang

Eine Teilmenge M C X heifit zusammenhingend*, wenn es fiir je zwei Punkte a,b € M eine
stetige ‘Kurve’ v : [0,1] — M derart gibt, da§ v(0) = a und (1) = b.

Wichtig ist, dal die Kurve ganz innerhalb von M verlduft und nicht nur im Raum X.

Der Hauptgrund fiir die Niitzlichkeit des Begriffes ist der Zwischenwertsatz. Jede stetige auf
der zusammenhdngenden Menge M definierte reellwertige Funktion nimmt mit je zwei Werten
auch alle Zwischenwerte an. Kurz: Ist D C X zusammenhdngend und f : D — R stetig, so ist
f[D] ein Intervall.

Beweis. Seien a,b € D und f(a) <y < f(b). Wir suchen ein z € D mit f(z) = y. Wegen des
Zusammenhangs gibt es eine stetige Kurve 7 : [0,1] — D mit a = 7(0) und b = «(1). Dann ist
fov:]0,1] — R stetig, also gibt es nach dem Zwischenwertsatz aus dem letzten Semester ein
t €10,1] mit f(7(t)) = y. Da die Kurve ganz in D verlduft wird y von f auf D angenommen.

Das typische Beispiel einer nicht zusammenhéngenden Menge wird beschrieben durch das folgende
Lemma. Sind A und B nichtleere und offenen Teilmengen von X, die sich nicht tiberschneiden,
so ist AU B nicht zusammenhdngend.

Beweis. Wir definieren eine Funktion f : AU B — R durch die Festlegung f(a) =0, fallsa € A
und f(b) =1, falls b € B. Da sich A und B nicht iiberschneiden, ist das eine korrekte Definition.
Diese Funktion ist stetig. Um das einzusehen, sei x € A U B beliebig und ¢ > 0 vorgegeben.
Gesucht ist § > 0, so daB |f(x) — f(2')| < ¢, sobald d(z,z’) < §. Sei zunichst z € A. Da diese
Menge offen ist, gibt es § > 0 so dafi K,(6) C A. Dann liegen aber alle 2’ mit d(z,2’') < Jin A
und daher ist |f(x — f(2')| = |0 — 0| = 0 < ¢, wie verlangt. Der Fall x € B geht analog.

Da der Zwischenwert % von der stetigen Funktion f nicht angenommen wird, kann der Definiti-
onsbereich von f nicht zusammenhéngend sein.

4Es gibt auch andere Zusammenhangsbegriffe, die bei uns jedoch nicht vorkommen werden. Korrekt miifite man
von Wegzusammenhang sprechen.
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1.5 Kompaktheit

In Analysis I hatten wir unter anderem bewiesen, dafi stetige Funktionen so richtig gut erst auf ab-
geschlossenen Intervallen sind. Sie nehmen dann einen grofiten und einen kleinsten Funktionswert
an und sind gleichméfBig stetig.

Statt ‘abgeschlosenes Intervall’ hatten wir manchmal auch ‘kompaktes Intervall’ gesagt. Hier will
ich nun ein allgemeineres Konzept von Kompaktheit liefern und zeigen, dafl zumindest die beiden
genannten angenehmen Eigenschaften stetiger Funktionen sich tatséchlich an dieser Kompaktheit
festmachen lassen. Wir befinden uns immer noch in einem festen metrischen Raum (X, d).

1.5.1 Definition

Eine Teilmenge C' eines metrischen Raumes heifit kompakt®, wenn jede Folge (c,,)%°_, von Ele-
menten aus C eine Teilfolge enthiilt, die gegen einen Grenzwert aus C konvergiert. Mit anderen
Worten: Jede Folge aus C' hat einen Hiufungspunkt in C.

Erinnerung. Teilfolgen entstehen aus Folgen, indem Glieder gestrichen werden (eventuell auch
unendlich viele) und die restlichen unendlich vielen Glieder in ihrer alten Reihenfolge zusam-
menriicken. Formal schreibt man eine Teilfolge als (¢, )72, wobei stillschweigend mo < my <
mo < etc.vorausgesetzt wird. ‘Ausdiinnen’ ist ein ganz suggestives Wort, um den Ubergang zu
Teilfolgen zu bezeichnen. Haufungspunkte waren einfach als Grenzwerte von Teilfolgen definiert.
Es sollte klar sein, dal Teilfolgen von Teilfolgen wieder Teilfolgen sind. Fiir Zahlenfolgen hatten
wir im letzten Semester (wo sie das alles noch einmal nachschlagen sollten) schon festgestellt, dafl
jede Teilfolge einer konvergenten Folge selbst konvergiert und denselben Grenzwert wie die ganze
Folge hat. Das iibertragt sich sofort auf Folgen in beliebigen metrischen Raumen.

1.5.2 Satz vom Maximum.

Ist C' eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes und f : C' — R stetig, so nimmt f einen
grofiten und einen kleinsten Funktionswert an.

Der Beweis aus dem vorigen Semester iibertrigt sich ohne Schwierigkeiten von abgeschlossenen
Intervallen auf beliebige kompakte Mengen. Ich schreibe ihn trotzdem noch einmal auf. Wir
werden nur beweisen, dal das Supremum angenommen wird, und beginnen mit einer

Voriiberlegung/Erinnerung. Ist Y # ) eine nach oben beschrinkte (bzw. unbeschrinkte) Teil-
menge von R, so gibt es eine Folge (yi) von Elementen aus Y, die gegen supY konvergiert (bzw.
bestimmt gegen oo divergiert).

Ist ndmlich Y beschrinkt, also supY endlich, so kann man fiir jedes £ > 1 ein y; € Y finden,
mit sup Y — % < yr <supY. Ist Y dagegen unbeschrinkt, so gibt es yr € Y mit y; > k. Die so
gewéhlten Folgen sind wie verlangt.

Nun zum Beweis der Annahme des Supremums. Sei s = sup{f(c) : ¢ € C}. Dann liefert
die Voriiberlegung eine Folge y; von Funktionswerten, die gegen s konvergiert (bzw. bestimmt
divergiert): limyy = s.

Seiner Herkunft nach lat sich jedes yi als yr = f(cx) mit ¢ € C schreiben. Wegen der Kom-
paktheit besitzt (cx) eine konvergente Teilfolge etwa lim,, o cx,, = p € C. Die entsprechende
Folge der Funktionswerte (f(cx,,))%_, konvergiert dann wegen der Stetigkeit gegen f(p) (kann

also nicht bestimmt divergieren). Andererseits hat (y,,) als Teilfolge denselben Grenzwert wie
die ganze Folge (yi), ndmlich s. Folglich f(p) = s, und das Maximum ist gefunden.

1.5.3 Der Satz iiber die gleichmiflige Stetigkeit

(X,d) und (Y,p) seien metrische Riume, C C X sei kompakt und f : C — Y eine stetige
Abbildung. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, mit p(f(a), f(b)) < € sobald a,b € C einen
Abstand < § voneinander haben.

5Wenn man es genau nimmt ‘folgenkompakt’, aber andere Kompaktheitsbegriffe werden bei uns nicht vorkom-
men.
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Beweis. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wenn es kein passendes § gébe, so sind speziell § =
1, %, %, ceey %, unbrauchbar. Das heifit, dafl es jeweils Punkte a,,,b,, € C geben mufl fiir
die p(f(am), f(bm)) > € ist, obwohl d(am,bm) < . Wegen der Kompaktheit von C' gibt es eine

konvergente Teilfolge (@, ) mit Grenzwert a € C. Aus
1
d(bmy,a) < d(bmy, Amy) + d(am,,,a) < p— +d(am,,a) — 0
k

folgt, dafl auch b,,, — a. Geht man nun in der Ungleichung

e < p(f(amy ), f(bmy) < p(f(amy), f(a)) + p(f (bmy), f(a))

fiir £ — oo zum Grenzwert {iber, so ergibt sich wegen der Stetigkeit von f, dafl ¢ < 0. Dieser
Widerspruch zeigt, dafl eine der Zahlen % die Rolle des gesuchten § spielen kann.

1.5.4 Abgeleitete Eigenschaften kompakter Mengen

(1) Kompakte Teilmengen metrischer Riume sind abgeschlossen.
(2) Kompakte Teilmengen metrischer Riume sind beschrankt.

(3) Kompaktheit vererbt sich auf abgeschlossenen Teilmengen.

Beweis. Sei ¢ C X kompakt. Um die Abgeschlossenheit nachzuweisen, betrachten wir eine
konvergente Folge (c,,) von Punkten aus C. Wir miissen zeigen, dafi ihr Grenzwert, etwa a
auch zu C gehort. Wegen der Kompaktheit gibt es eine Teilfolge (¢, ), deren Grenzwert zu
C gehort. Dieser Grenzwert mufl aber mit dem Grenzwert der ganzen Folge iibereinstimmen:
a = lim, (¢p,) = limg (¢, ) € C.

Um die Beschrinktheit nachzuweisen, fixieren wir einen Punkt a € X und stellen zunéchst fest,
dafl die reellwertige Funktion x — d(a,x) auf X (gleichméBig) stetig ist. Das ist auch in andern
Argumenten niitzlich und folgt sofort aus der Dreiecksungleichung

d(a,y) < d(a,z)+ d(z,y) _ dla N
d(a,) < d(a,y) + d(y, z) } = |d(a,2) —d(a,y)| < d(z,y).

Nach dem Satz iiber die Annahme des Maximums, gibt es auf C einen gréfiten Funktionswert
dieser Funktion, etwa R. Dann ist also d(a,c) < R fiir alle ¢ in C, bzw. C C K,(R).

Sei schliefllich A C C eine abgeschlossene Teilmenge. Um die Kompaktheit von A einzusehen,
betrachten wir eine beliebige Folge (a,) von Punkten aus A. Klar gehoren alle Folgenglieder auch
zu C. Daher gibt es eine konvergente Teilfolge (a,, ) mit Grenzwert in C. Da aber A abgeschlossen
ist und die Teilfolge nur Glieder aus A enthilt, gehort der Grenzwert dieser Teilfolge sogar zu A.

1.6 Eigenschaften von Teilmengen von R"”

Jetzt kehren wir zuriick in den n-dimensionalen Raum R” bzw. R™ mit der euklidischen Metrik.
Alle eben definierten Konzepte bleiben in Kraft. Im Gegensatz zur abstrakten Situation des
metrischen Raumes gibt es aber hier noch eine ‘Geometrie’ (Strecken, Richtungen, etc.), mit
deren Hilfe weitere wichtige Eigenschaften von Mengen beschrieben werden kénnen. Auflerdem
wollen wir einige der oben diskutierten Begriffe noch etwas detaillierter ansehen.

1.6.1 Konvexitit

Man nennt eine Teilmenge A C R"™ konver, wenn sie mit je zwei Punkten @ und b die ganze
Strecke von a nach b enthélt, also die Menge

{a+tlb—a):0<t <1}

Fakt. Offene und abgeschlossene Kugeln sind konvez.
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Um das etwa fiir offene Kugeln einzusehen, betrachten wir @ und b in Kz(r). Sei0 <t <1 und Z =
a+ t(b — a). Wir miissen z € Kz(r), also ||Z — ¢|| < r nachweisen. Das geht mit ein biBchen
Rechnen® _ _

|[a+tb—a)]—¢l| =||(1-t)(a—e) +tb—2a)
(L—t)|la—d|+t|[b—e|| <@ —t)r+tr=r

|z =<l

IA

Wo wurde in diesem Argument 0 < ¢ < 1 benutzt?

1.6.2 Umwege sind méglich

Gehort a zur offenen Kugel Kz(r) so ist nicht nur die Strecke vom Mittelpunkt ¢ nach a ganz
in der Kugel, sondern auch alle achsenparallelen Umwege von ¢ nach a verlaufen innerhalb der
Kugel. In R? fiihrt ein solcher Weg zum Beispiel

von ¢ = (c1, ¢a,¢3) iiber (¢1,as,c3) und (c1, a9, as) nach (a1, a9,a3) = a.

Die Eckpunkte eines solchen Streckenzuges haben einige Koordinaten ¢; und die anderen Koor-
dinaten a;. Deshalb liegen Sie alle in der Kugel. Wegen deren Konvexitét gilt das dann auch fiir
alle Verbindungsstrecken.

1.6.3 Polygonaler Zusammenhang

Konvexe Mengen sind offensichtlich zusammenhéngend. Die Umkehrung gilt nicht, wie das Bei-
spiel von (mindestens eindimensionalen) Sphéren zeigt. Zwischen Konvexitit und Zusammenhang
ist folgender Begriff angesiedelt.

Eine Menge M wird polygonal zusammenhdingend genannt, wenn es zu je zwei Punkten a, b aus M
einen Polygonzug gibt, der sie verbindet und ganz in M verlduft. Exakter: wenn es eine endliche
Folge ¢, €1, Ca, . . ., &, von Punkten aus M derart gibt, daB @ = ¢, b = ¢, und jede der k Strecken
von ¢; nach ¢;11 ganz innerhalb M verlduft. Aus formalen Griinden erlauben wir auch einpunktige
Strecken (z. B. damit jede einpunktige Menge polygonal zusammenhéngend wird).

Um einzusehen, dafl polygonal zusammenh#ngende Mengen zusammenhéngend sind, braucht man
nur eine stetige Kurve anzugeben, die den Polygonzug durchlduft. Hier wéire die Formel:

Go+kt(c — &), fir0<t<:
. ) (e —a ir 1 p)
c1+ (kt—1) (2 —¢1), fiir g <t< %
y(t) = : .

ekt + (kt —k+1) (e — 1), fir Bt <t <1
Die Umkehrung gilt nicht, wie die Sphéiren wieder zeigen. Aber

Satz. Offene zusammenhingende Teilmengen von R™ sind polygonal zusammenhingend.

Im Beweis benutzen wir das Lemma aus 1.4.7. Sei M die gegebene offene und zusamenhéngende
Menge und sei a ein beliebiger Punkt aus M. Wir setzen

A:={Z € M :a und Z lassen sich in M durch einen Polygonzug verbinden } und B := M \ A.

A ist offen. Sei nédmlich Z € A. Dann ist speziell Z € M und, weil M offen ist, Kz(e) C M fiir
ein passendes € > 0. Dann ist aber die ganze Kugel Kz (g) auch in A enthalten, denn man kommt
von @ zu T mit einem Polygonzug und von Z aus erreicht man mit einer weiteren Strecke jeden
Punkt der Kugel.

Aus einem &hnlichen Grund ist auch die Menge B offen. Ist € B C M, so gibt es Kz(¢) C M und
kein Punkt dieser Kugel kann von @ aus polygonal erreichbar sein, weil sonst auch & erreichbar
wére. Mit anderen Worten, Kz(¢) C B.

Giibe es nun einen Punkt b € M, der sich nicht mit @ durch einen Polygonzug verbinden liefle,
so hiitten wir @ € Aund b € B. Beide Mengen wiren also nicht leer. Beide sind offen und

6Wobei ich eine der notigen Regeln der ‘Punkt-Vektor-Rechnung’ nicht explizit begriindet habe; sie werden das
trotzdem verstehen.
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iiberschneiden sich nicht. Nach dem Lemma, wire dann A U B = M nicht zusammenhéngend,
Widerspruch.

Mit einer kleinen Zusatziiberlegung auf der Basis von 1.6.2 sieht man, dafl je zwei Punkte ei-
ner offenen zusammenhdngenden Teilmenge von R™ durch einen Streckenzug verbunden werden
konnen, deren Teilstecken alle achsenparallel sind.

1.6.4 Quader

sind Mengen der Art [aq,b1] X [ag,b2] X ... X [an, by]
={Z=(z1,22,...,2p) € R" 1 a1 <21 < by, ag <2 < boy ... a0, <2y < byt

Wir werden diesen Quader als [a, b] notieren und die Version ohne Randpunkte (also alle Unglei-
chungen strikt) als ]a, b].

1.6.5 Charakterisierung der kompakten Teilmengen von R"

Beobachtung. Jeder Quader
[a,b] ={ce€ R":a1 <1 <by, ag<cg <y, ..oyan <y <by )

ist eine kompakte Teilmenge von R™.

Ich beweise nur die Fille n = 1,2 und deute an, wie es weitergeht. Der eindimensionale Fall
behauptet die Kompaktheit von abgeschlossenen Intervallen. Nach dem Satz von BoLzANO-
WEIERSTRASS hat jede in [a,b] enthaltene Folge (c;,) eine in R konvergente Teilfolge (¢, )-
Da man aber in den Ungleichungen a < ¢,,, < bzum Grenzwert iibergehen darf, liegt dieser auch
in [a,b], wie verlangt.

Fiir das Rechteck haben wir eine Folge (¢,,) = (c,,c2,)%°_, zu betrachten, wobei a; < ¢}, <

by und ag < 2, < by fiir alle m. Wie gerade gesehen, 148t sich die Zahlenfolge (cl,) so ausdiinnen,
daB (c;,,) einen Grenzwert zwischen a; und by hat. Dasselbe Argument 1Bt sich auf (cZ,, ) an-

wenden und liefert eine Teilteilfolge (c2, N )2, die einen Grenzwert zwischen ap und by hat. Klar

konvergiert dann die Punktfolge (¢, )Zo = (cr, > i, )iZo gegen einen Punkt aus dem Rechteck
[(a1,az), (b1,b2)].

Im dreidimensionalen Fall mufl man entsprechend dreimal ausdiinnen. Das wird typographisch
schon schwierig. Die allgemeine Aussage kann man induktiv nach der Dimension beweisen.

Charakterisierungssatz. Fine Teilmenge C C R"™ ist genau dann kompakt, wenn sie abge-
schlossen und beschrinkt ist. Daraus folgt unter anderem, dafl abgeschlossene Kugeln und Sphéren
kompakt sind.

Eine Richtung hatten wir schon fiir beliebige metrische Rdume bewiesen. Daher bleibt nur die
Umkehrung einzusehen. Angenommen C' C R™ ist abgeschlossen und beschrinkt. Dann kénnen
wir C in einen grofen Quader einschliefen: C' C [a, b]. Dessen Kompaktheit iibertriigt sich dann
nach 1.5.4 auf die abgeschlossene Teilmenge C'.

2 Kurven

Sowohl in der Umgangssprache als auch in der (Schul)Geometrie sind Kurven gewisse Punktmen-
gen, die auf verschiedene Arten beschrieben werden koénnen. Ein Kreis ist z.B.

(1) die Menge (in der Sprache der alten Griechen: der geometrische Ort) aller Punkte einer
Ebene, die von einem festen Punkt O einen festen Abstand r haben.

Nach Fixierung eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit O als Ursprung ist ein Kreis auch

(2) die Menge aller Punkte, deren Koordinaten die Gleichung x? + y? = 2 erfiillen, bzw.
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(3) die Menge der Punkte mit den Koordinaten (r cost, r sint), wenn ¢ das Intervall [0, 27] (oder
ein lingeres) durchliuft.

Es gibt verschiedene Arten zu prézisieren, welche Eigenschaften eine Punktmenge haben muf3,
um als Kurve (im Gegensatz etwa zu einer Fliche) durchzugehen. Dafiir haben wir leider kei-
ne Zeit. Wir wollen Analysis betreiben und werden deshalb nur solche Kurven betrachten, die
sich parametrisieren also durch Funktionen beschreiben lassen. Um allen fiir uns nebenséchlichen
Schwierigkeiten von vornherein aus dem Weg zu gehen, benutzen wir das Wort Kurve zumin-
dest offiziell” nur fiir Parametrisierungen. Damit wir sie typographisch sofort als solche erkennen,
werden derartige Kurven normalerweise mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet, vorzugs-
weise 7. Der Querstrich driickt aus, dal wir uns im Punktraum bewegen.

Manchmal kommen auch einstellige Funktionen I — R" vor. Sie verhalten sich im Prinzip wie
Kurven, nur daf ihre Koordinatenfunktionen untereinander stehen. Alles, was wir in diesem
Abschnitt beweisen werden, iibertrigt sich sinngeméfi. Wir sprechen zur Betonung und Unter-
scheidung von ‘Kurven im Vektorraum’ oder einstelligen Vektorfunktionen.

2.1 Begriffe

Definition. Eine Kurve ist eine §tétigé Abbildung 5 = (y1,72,...,vn) : I — R" eines in R enthal-
tenen Intervalls in den n-dimensionalen Punktraum. Die von der Kurve durchlaufene Punktmenge
I ={7(t) : t € I} werden wir zur Unterscheidung die Bahn von 7 nennen.

Oft ist es giinstig, sich die Kurve als ‘Bahnkurve’ eines sich bewegenden Punktes vorzustellen.
Der Definitionsbereich I C R ist dann ein Zeitintervall und die Variable wird meist als ¢ geschrie-
ben. Ich will betonen, daf3 die Stetigkeit Bestandteil der Kurvendefinition ist und auch, daf§ die
Bewegung in einem (eventuell freilich unbeschrénkten) Zeitintervall verlduft. Dagegen wird nicht
verlangt, daf sich wirklich etwas bewegt: auch eine konstante Funktion ist eine Kurve in unserem
Sinne.

Noch einige weitere Vokabeln. Ist I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall, so nennt man (a) den
Anfangs- und 7(b) den Endpunkt der Kurve. Stimmen beide iiberein, nennt man die Kurve ge-
schlossen. Man spricht von einer JORDAN-Kurve, wenn es aufler eventuell Anfangs- und Endpunkt
keine Doppelpunkte gibt (kein Punkt zweimal durchlaufen wird, 4 injektiv ist).

Sind @ : [a,b] = R™ und B : [¢,d] — R" zwei Kurven, bei denen der Endpunkt von & gleich dem
Anfangspunkt von j3 ist: @(b) = B(c), dann kann man sie hintereinander durchlaufen. Offiziell
nennen wir das Zusammenstiicken und bezeichnen die neue Kurve mit af3 : [a,b+d — ¢] — R".
Sie wird definiert (priifen sie Korrektheit und Stetigkeit) durch

_mon a(t), a<t<b

aﬁm"{ﬁ@+¢—b% b<t<b+d-—-c
Die in 1.6.3 schon benutzten Polygonziige sind z.B. die Kurven, die entstehen, wenn endlich viele
Strecken zusammengestiickt werden.

Durchléuft man die Kurve 74 im gleichen Zeitintervall [a, b] riickwérts, so nennt man das Resultat
die inverse Kurve ¥~. Als Formel: ¥~ (¢t) = ¥(a + b — t).

2.2 Die Ableitung einer Kurve; Differentiation und Integration von
Vektorfunktionen

2.2.1 Der Geschwindigkeitsvektor

Bereits in der Schule lernt man die Augenblicksgeschwindigkeit einer durch 4 beschriebenen Be-
wegung zum Zeitpunkt ¢ kennen als

iy Y&+ R —5(@)
h—0

TWenn ich spéter von einfachen Kurven wie Strecken, Geraden, Polygonziigen oder Kreisen rede, ohne eine
Parametrisierung anzugeben, so ist diese doch immer mitgemeint und (von Ihnen) bei Bedarf ohne Schwierigkeit
zZu erganzen.

16


Klein, Rupert



Die Physiker schreiben gern einen Punkt fiir die Ableitung nach der Zeit: 7(t). Wir werden
das alternativ zu 7/(t) auch héufig tun, wenn der Parameter ¢ heifit. Manchmal ist auch %"y(t)
eine praktische Notation. Wie auch immer dieses Objekt bezeichnet wird: [ifjedemrFallvistidie
Geschwindigkeit ein Vektor (denn die Differenz der beiden Punkte 7(t + h) — 7(t) ist ein Vektor),
wie es sich gehort.

Koordinatenweise aufgeschrieben, ergibt sich, weil man den Grenzwert ‘reinziehen’ darf

h)— .
’Y1(z+h})1 71(? %’Yl (t) 71(t)
d ~ ] w 572(15) . 72(15)
%’Y(t) = }LIE}J : = : oder #(t) = .
'Yn(t‘i’h}z’*'yn(t) %’Yﬂ(t) ’yn(t)

Aus der koordinatenweisen Anwendung der iiblichen Ableitung 148t sich alles leicht herleiten,
was man allgemein iiber Geschwindigkeiten von Kurven wissen mufl. Z.B. die Kettenregel in der
Form  £5(p(t)) = ¢(t) (¢(t)) (4 steht vorn, weil nach unserer Konvention Skalare immer
vor Vektoren stehen).

2.2.2 Kurventangenten

Die Differenzenquotienten N =3®) ging offensichtlich Richtungsvektoren der Sekanten durch

die Kurvenpunkte 7(¢) und 4(¢t + h) und im Grenzfall gehen die Sekanten in die Tangente iiber.
Um nicht geometrisch erkliren zu miissen, was Tangenten sein sollen, definieren wir einfach: Die
Gerade durch den Punkt ¥(to) in Richtung (o) # 0 heiBt Tangente. Als Kurve wird sie durch
t — Y(to) + (t — to)y(to) beschrieben. Sie ist in einer Umgebung von 7(to) die [FesteNlifieara
Approximation an die Kurve.

Ist p ein Doppelpunkt der Kurve, d.h. F(t;) = p =
¥(t2) fiir t; # to, so konnen 7(t1) und (o) verschie-
den sein. In Doppelpunkten gibt es eventuell ver-
schiedene Tangenten. Ein Beispiel liefert die Kurve
(t> — 1,13 — t); sie hat im Nullpunkt, d.h. fiir t = £1
zwei Tangenten (nachrechnen).

Bei sogenannten singuliren Parameterwerten, d.h. wenn 7(t) = 0 ist, gibt es keine Tangenten (in
dem eben definierten Sinn; es kann andere Parametrisierungen derselben Bahn geben, bei denen
im entsprechenden Raumpunkt sehr wohl eine Tangente existiert).

Gehen zwei Kurven @ und 4 durch denselben Raumpunkt p, so definiert man den Schnittwinkel
als Winkel zwischen den Kurventangenten in diesem Punkt. Je nach Parametrisierung kann p
zu verschiedenen Zeitpunkten erreicht werden, etwa a(s) = p = J(¢). Dann ist der Kosinus des
Schnittwinkels

2.2.3 Differenzierbarkeit und Glattheit; Regularitit

Die Grenzwerte, die in der Ableitungsdefinition vorkommen, miissen freilich nicht immer existie-
ren. Wenn sie zu jedem Zeitpunkt aus I (in den Randpunkten im einseitigen Sinn) existieren, so
nennt man die Kurve differenzierbar. Sind die Funktionen 4; zudem stetig (bzw. ist ¥ eine stetige
Vektorfunktion), so werden wir die Kurve glat® nennen. In praktischen Anwendungen kommen
oft Kurven vor (z.B. Polygonziige), die aus glatten Teilen gestiickelt sind. Man spricht dann von
stiickweise differenzierbaren bzw. stickweise glatten Kurven: Das ganze Intervall I = [a,b] 148t
sich durch a = ¢; < ¢3 < ... < ¢x = b in endlich viele Teilintervalle zerlegen, so daf3 die Kurve auf

8 Achtung: manche Autoren sagen hier nur stetig differenzierbar und reservieren das Wort ‘glatt’ fiir solche
Kurven, die unendlich oft differenzierbar sind.
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jedem [¢;, ¢;41] differenzierbar oder glatt ist (jeweils mit Einschluf8 der Randpunkte ¢;, in denen
miissen also die einseitigen Ableitungen existieren, brauchen aber nicht iibereinzustimmen).
FEine glatte Kurve heifit reguldr, wenn ihre Ableitung nie verschwindet. Regulére Kurven haben
zu jedem Zeitpunkt eine Tangente, die sich stetig dndert.

2.2.4 Eine Kuriositidt am Rande

Durchlduft man einen Polygonzug mit Einheitsgeschwindigkeit, so ist die entsprechende Kurve
nur im Inneren der beteiligten Strecken stetig differenzierbar. An den Eckpunkten stimmen die
beiden einseitigen Ableitungen nicht iiberein. Allerdings kann man jeden Polygonzug auch als
Bahn einer durchgéngig stetig differenzierbaren Kurve bekommen. Die Idee besteht darin, die
Geschwindigkeit in jedem Eckpunkt auf Null herunterzufahren. Der (Geschwindigkeits)Nullvektor
merkt dann nichts vom Richtungswechsel. Beispielsweise werden die beiden Strecken von (—1,1)
nach (0,0) und weiter nach (1,1), d.h. der Graph der Betragsfunktion auf [—1, 1], von der Kurve

-3, t<0

x(t) =13 y@):{ B 150 te[-1,1]

)

durchlaufen, die durchgéngig stetig differenzierbar ist. Die Differenzierbarkeit von y zum Zeit-
punkt ¢ = 0 folgt aus der Gleichheit der linksseitigen und rechtsseitigen Ableitung.

Als Ubungsaufgabe kénnen Sie beweisen, daf Polygonziige nicht von reguliren Kurven
durchlaufen werden kénnen. Will man glatt um eine Ecke kommen, mufl man auf Null abbremsen.

2.2.5 Regulidrer Zusammenhang

Wir koénnen jetzt ein Resultat des vorigen Abschnitts verbessern: Je zwei Punkte einer offenen
zusammenhdngenden Teilmenge von R™ lassen sich durch eine regqulire Kurve verbinden.

Wir wissen schon, dafl es einen Polygonzug gibt, der die gegebenen beiden Punkte verbindet. Bis
auf die endlich vielen Ecken, in denen die Strecken des Polygonzuges zusammenstoflen, ist diese
Kurve auch glatt. Die Idee, die ich nicht im Detail ausfithren werde (weil das Hinschreiben der
Formeln keine Einsicht bringt), besteht darin, diese Ecken abzurunden. Da jeder Eckpunkt in
einer ganz in der offenen Menge enthaltenen Kugel liegt, ist dazu genug Platz.

2.2.6 Differentiation von Vektorfunktionen

Im Rest dieses Abschnittes betrachten wir eine auf einem Intervall I C R definierte Funktion f
mit Werten in R”. Das ist im Prinzip dasselbe wie eine Kurve, nur dafl die Koordinaten jetzt
untereinander und nicht nebeneinander geschrieben werden.

Ist ¢ ein innerer (Zeit)Punkt des Definitionsbereiches, so definiert man die Ableitung von f an

der Stelle ¢ durch . .
> . f@+h)=f()
"(4) = lim
f (t) o }{14)0 h

In Randpunkten des Definitionsintervalls I benutzt man einseitige Grenzwerte h ~\, 0 bzw. h " 0).
Der Grenzwert mufl natiirlich existieren und wenn dem so ist, dann nennt man f an der Stelle
(zum Zeitpunkt) ¢ differenzierbar. Alles fiir Kurven gesagte iibertriigt sich. Speziell 148t sich der
Grenzwert reinziehen:

h)—
e
. z —2 Ia(t
F'(t) = lim " =] "
h—0 . .
fn(t+h})L—fn(t) fa(t)

Nach dieser Erkenntnis ist es Routine (also I“Jbungsauufgabe)7 die folgenden
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2.2.7  Ableitungsregeln nachzupriifen:
(1) Linearitit. (¢f +dF) = cf '+ dg’, fiir konstante c, d.
(2) Produktregeln.

d, > P, d /> > >
9f)' =g f+gf’s S (feg)=[leg+feg’, und — (f x g) = (f’ x g)+(f x g’) -

(3) Ableitung einer Determinante. Sind f g, h : I — R3 differenzierbare Vektorfunktio-
nen, so ist det(f, g, h) eine differenzierbare Funktion I — R, fiir deren Ableitung gilt:

d Lo L L L

ﬁdet(]ﬂg’,h) =det(f',g,h)+det(f,g’,h)+det(f,g,h’).

Analoge Formeln (die Ableitung wandert durch) gelten in héheren Dimensionen.

2.2.8 Integrale von Vektorfunktionen

f1
- o o .
Ist f = ) eine auf dem kompakten Intervall [a, b] definierte einstellige Vektorfunktion mit
fn
Werten in R”, deren Koordinatenfunktionen integrierbar sind, so ist es sinnvoll, ihr Integral als
I2 fu(t) at
b 2 fa(t) dt
/ f () dt:=
b
[, fa(t)dt

zu definieren. Die iiblichen Eigenschaften des RIEMANN-Integrals einstelliger Funktionen lassen
sich ohne Miihe auf diesen Fall iibertragen. Speziell sind alle stiickweise stetigen Vektorfunktionen
integrierbar. Die NEWTON-LEIBNIZ-Formel nimmt folgende Gestalt an:

b . . b
/ [/ (t)dt = f(b) — f(a) bzw. fiir Kurven / A(t) dt = ~5(b) — 7(a).

AuBerdem ist mit f auch die skalare Funktion || f| integrierbar und es gilt

/abf(t)dt

Die Integrierbarkeit von ||f] = V2 + f3+ ...+ f2 ist (nach Analysis I) klar. Der Beweis der
Ungleichung braucht einen Trick, der durchsichtiger wird, wenn wir f; fi(t) dt mit y; bezeichnen.

b
< / 17 ()] dt.

Dann ist ff F(t)dt = 7 und es gilt (alle Summen von i = 1 bis n):

|?7||2=ZZ%‘2Zzyi/abfi(t)dt:/ab (Zyzfz(t)) dt:/ab:lj'f(t) dt

weiter mit CAUCHY-SCHWARZ

b b
S/ g1 - 1f @I dt = Hzﬂl'/ 1 (®)]] dt.

Ist ||| # O so kann man kiirzen und erhélt

b b
| [ Fwad =gl < [17 o],

wie verlangt. Ist aber ¢ der Nullvektor, so ist dieselbe Ungleichung trivialerweise erfiillt.
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2.2.9 Eine schwache Version des Mittelwertsatzes

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung (aus dem vorigen Semester) betrifft differenzierbare
Funktionen ¢ : [a,b] — R und liefert eine Stelle ¢ €la, b], fir die ¢(b) — p(a) = ¢'(c) - (b — a).
Seine unmittelbare Ubertragung auf Kurven bzw. einstellige Vektorfunktionen ist falsch (aufier
bei geradliniger Bewegung). Folgende abgeschwiichte Form gilt aber und ist oft niitzlich.

Satz. Ist f : [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Vektorfunktion, so gibt es ein c €la, b[ mit

1F®) = F @l <17 @] - (b—a).

Tatséchlich geniigt die stiickweise stetige Differenzierbarkeit, wie sie sich schnell selbst {iberlegen
konnen. Der Beweis besteht nur aus einer Zeile und benutzt den Mittelwertsatz der Integral-
rechnung angewandt auf die stetige(!) Funktion ¢ — || f/(¢)]|.

/abf’(t) dt

Hier ist die Version fiir Kurven (gleicher Beweis): Ist 7 : [a,b] — R" eine glatte Kurve, so gibt es
einen Zeitpunkt c €|a, b[ mit

— — b — —
1 () = f(a)ll = S/ LE @1 dt = 1"l - (b - a).

17(0) = A(a)ll < |7 ()l - (b — a).

Dem Physiker sollte die letzte Aussage vollig klar sein, sobald er sich 4 als Beschreibung einer
Bewegung vorstellt. Ist S der wiahrend der ganzen Zeit zuriickgelegte Gesamtweg, so ist S >

[|7(b)—~(a)||, also der Quotient W héchstens so grofl wie die Durchschnittsgeschwindigkeit

%. Diese mufl aber irgendwann mal als Augenblicksgeschwindigkeit erreicht oder iibertroffen

werden, also < ||¥(c)]| fiir ein ¢ sein.

2.3 Die Linge einer Kurve

Gegeben sei eine Kurve K im geometrisch naiven Sinn (man denke an ein Stiick Spirale oder eine
Ellipse), die von @ nach b fithrt und deren Linge bestimmt werden soll. Wenn es sich zufillig um
eine Strecke handelt, so ist die Linge gleich dem Abstand von Anfangs- und Endpunkt: ||b — a|.
Ein Polygonzug besteht aus endlich vielen Strecken, deren aufaddierte Langen die Lange der
ganzen Kurve ergeben. Im allgemeinen Fall besteht die Idee darin, die Kurve durch Polygonziige
zu approximieren und deren Lingen als Approximationen an die gesuchte Linge zu benutzen.
Fiir parametrisierte Kurven kann man das folgendermaflen exakt machen.

2.3.1 Definition der Linge

Gegeben sei eine Kurve 7 : [a, b] — R™. Der Definitionsbereich ist also ein kompaktes Intervall; nur
solche Kurven sind im Moment zugelassen. Statt der Eckpunkte des Polygonzuges auf der Bahn
wéhlt man die Zeitpunkte, zu denen sie erreicht werden. Man unterteilt das Zeitintervall durch
Zwischenpunkte a = ty) < t; <t < ... <t = b und benutzt die Linge Zi:ol [17(tiv1) — F(t:)]|
des Polygonzuges von ¥(to) nach 7(¢1) weiter nach 7(t2) weiter nach 7(¢3) weiter nach . .. schliefl-
lich nach J(¢;) als Ndherung fiir die Linge der Kurve. Diese sollte umso besser sein, je feiner die
Unterteilung ist. Je feiner man die Unterteilung aber wihlt, desto ldnger wird der Polygonzug
(Dreiecksungleichung in jedem zusitzlich unterteilten Teilintervall). Daher ist

k—1
L(y) :==sup Y |F(tir1) — 7(t)|]
1=0

eine sinnvolle Langendefinition, wobei das Supremum {iiber alle Unterteilungen von [a, b] genom-
men wird. Kurven bei denen das klappt (d.h. ein endliches Supremum herauskommt), nennt man
rektifizierbar®.

9Friither auf deutsch auch streckbar.
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2.3.2 Eigenschaften des Lingenfunktionals

Die Beweise der folgenden drei Beobachtungen bleiben als Ubungsaufgaben: B
a und B seien Kurven, so daf$ der Endpunkt von & gleich dem Anfangspunkt von (3 ist.

(1) Die Zusammenstiickung a3 ist genau dann rektifizierbar, wenn beide Teilstiicke rektifizierbar
sind. In diesem Fall gilt L(aB) = L(@) + L(B).

(2) Speziell ist jedes Teilstiick einer rektifizierbaren Kurve rektifizierbar.

(3) Mit & ist auch &~ rektifizierbar und beide haben dieselbe Linge.

2.3.3 Die Rektifizierbarkeit stiickweise glatter Kurven
folgt aus der Moglichkeit zu stiickeln und dem folgenden

Lemma. Glatte Kurven sind rektifizierbar und haben die Ldnge

b ) b
/ (6|l dt = / VIO T @+ (D) dt.

Beweis. Sei a = tg < t; < ... < ty = b eine Zerlegung des Definitionsbereiches. Dann ist die

Liange des Polygonzuges (nach 2.2.8)
i+1
Z/ sl = [l

S It -6 =5 | / " 5w du

hochstens so grofl wie das Integral. Damit existiert das Supremum iiber alle Polygonziige und wir

erhalten .
L) < [ 13wl du
a

Fiir die Umkehrung sei ein beliebiges ¢ > 0 vorgegeben. Da die stetige Vektorfunktion 4 auf dem
kompakten Intervall [a, b] gleichm&Big stetig ist, schwankt sie auf geniigend kurzen Teilintervallen
um weniger als e. Ist also die Zerlegung a = tg < t; < ... < tx = b geniigend fein, so gilt
fiir alle s zwischen t; und ¢;11 da8 ||7(s) — ¥(#;)|| < e. Daraus folgt nach Dreiecksungleichung
17(s)|l < |7(t:) || + &. Jetzt integrieren wir diese Ungleichungen zwischen ¢; und #;41:

JE @l de < ()] - (ti — L) + et —t)
= LS5 At dul + e (tign— 1)
= L5 Brw) +A(t) — (w)] dul + e (tigr —t)
< N A dull + ) B — )] dull et —t)
< A dull + [P A = A)llde e (fe — k)
< v iga) — @)l +e - (Figr — ta) + e (tig1 — )
= |ly(tipr) — (&)l + 2 (tipr — )

Addiert man diese Ungleichungen fiir alle 4, so ergibt sich

[ el < lev ) =A@ + 25 (0 a).

Die Summe auf der rechten Seite ist hochstens so grofl wie das Supremum aller Summen, also

b
/II@(u)IIdu < L) +2(b—a).

Nun 148t man noch € \, 0 gehen.
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2.3.4 Beispiele
Als dreidimensionale Schraubenlinie bezeichnet man die Kurve

t — (rcost,rsint,at) mit —oo <t < 0.

)

Dabei ist r der Radius des Zylinders um den die Linie sich wickelt und 27a ist die ‘Ganghohe’.
Wenn wir die Lénge einer Windung bestimmen wollen, so fithrt das auf das Integral

o d 2 d 2 d 2
/0 (dtrcost> +<dtrsmt> +(dtat> dt

2m 2m
/ \/(—Tsint)2+(rcost)2+a2 dt = V12 4 a2 dt = 2m/r? + a2,
0

0

wie auch der gesunde Menschenverstand vorhergesagt hétte.

Eine ebene Schneckenlinie oder Spirale hat die Parametrisierung t — (r(¢) cost,r(t)sint),
wobei 7(t) je nach dem, um welchen Spiraltyp es sich handelt, eine positive streng wachsende
oder fallende stetige Funktion von ¢ ist. Bei der sogenannten Archimedischen Spirale nimmt der
Abstand vom Nullpunkt bei jeder Windung um den gleichen Betrag zu: r(t) = at fiir ein positives
a. Will man etwa die Lénge der k-ten Windung bestimmen, so fiihrt das auf das Integral

2km 2km
/ (acost — atsint)® + (asint + atcost)’ dt = a V142 dt.
(2k—2)7 (2k—2)7

Die Stammfunktion kann man bei BRONSTEIN nachgucken und dann einsetzen. Das Resultat ist
nicht besonders hiibsch, ich spare mir die weitere Arbeit.

2.4 Kurvenintergale von Skalarfeldern: / fds
v

Wir nehmen jetzt an, unsere Kurve 7 : [a,b] — R"™ verlduft im Definitionsbereich eines Skalar-
feldes f : D — R. Analog zum RIEMANNschen Integral iiber einem Intervall (Strecke) soll jetzt
das Integral von f entlang der Kurve erklirt werden. Statt die Strecke in kleine Teilstrecken
einzuteilen, wird jetzt die Kurve in immer mehr und immer kleinere Teilstiicke zerlegt.

2.4.1 Integrale entlang rektifizierbarer Kurven

Das zu definierende Kurvenintegral f‘r f(Z) ds wird als Grenzwert bei zunehmender Verfeinerung
der Unterteilungen a = t; < to < ... < t = b von Integralsummen der Art

k-1
Zf(’?(ﬂ))“%%iiﬂ)

definiert. Dabei liegt 7; zwischen t; und t;11 und L(%,u,v) bezeichnet provisorisch die Léinge
des Kurvenstiicks zwischen 4(u) und 4(v). Damit die Kurvenstiickchen Léngen haben, muf 4 als
rektifizierbar vorausgesetzt werden. Um es von anderen Arten von Integralen zu unterscheiden,
schreibt man fiir Kurvenintegrale besonders bei geschlossenen Kurven gern §.

2.4.2 Berechnung

Bei glatten Parametrisierungen und stetigen Skalarfeldern kann man das Kurvenintegral nach der
folgenden Formel ausrechnen:

b
1 fds= / FE®) 13 dt,
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wobei rechts ein ganz gewohnliches Integral aus dem vorigen Semester steht. Um das einzusehen,

betrachten wir eine Unterteilung von [a, b]. Dann zerfillt das Integral ff FE®) |F(@®)]] dt in eine
Summe

k=1 at;14 tit1
Z/ FEG@)F@)]| dt = Zf / )l dt = Zf L(¥,ti;tiv1),
i=1"ti ti

wobei die 7; zwischen ¢; und ¢;41 liegen und vom erweiterten Mittelwertsatz der Integralrechnung
(letztes Semester) geliefert werden. Das Integral f FE®)|A@)|| dt  selbst ist also eine der

zur gegebenen Zerlegung (¢;) gehdrenden Integralsummen. Ist Zf;ll F(3(0:)L(, ti, tiy1) eine
zweite, so unterscheidet sie sich vom Integral um

k—1
P CCICEICICH) PACATRNY

k—1
< Z |fF (7)) = f(3(oa)| L(F,tistipa) < S+ L(9),

wobei mit S die maximale Schwankung von f o 4 auf den Teilintervallen [t;,¢;+1] gemeint ist.
Wegen der gleichmiifligen Stetigkeit von fo% auf dem (kompakten!) Intervall [a, b] wird S beliebig
klein, wenn nur alle Teilintervalle kurz genug sind. Bei genugend feiner Zerlegung wird also der

Unterschied zwischen Zi:ll F(3y(os)L(7,t;, tix1) und f F&E®)|7(@#)]] dt beliebig klein.

2.4.3 Berechnung der Kurvenlidnge als Kurvenintegral

Die Formel ist selbstverstéandlich, sollte aber irgendwo mal stehen:

L(®) :LIds.

2.4.4 Das Bogenelement und seine Darstellungen in Spezialfillen

Der formale Ausdruck ds wird Bogenelement (auch Linienelement) genannt. Die Umrechnung

ds=||yO)||dt = /43 + ... +42 dt
wird klassisch auch
ds = /(31 dt)2 + ...+ (3m dt)2 = /(dx1)? + ... + (dz,,)?

geschrieben. Man nennt sie dann die Darstellung des Bogenelements durch rechtwinklige Koordi-
naten.

Nicht immer ist es giinstig, sich den Kurvenparameter als Zeit vorzustellen. Daneben gibt es noch
andere populire und/weil niitzliche Moglichkeiten, vorallem in der Ebene.

Eine Koordinate als Parameter. In der Ebene ist die Kurve oft ein Funktionsgraph y = y(x),
der zwischen den Grenzen x = a und = = b betrachtet wird. Dann bietet sich z als Parameter an:
F(z) = (z,y(z)). Das Bogenelement schreibt sich in diesem Fall als

d \* (d\°
ds = — =4/1 2d
y \/(dm z) * (dm ) .
und die Formel fiir das Kurvenintegral wird zu

/fxy 14y (x)? de.
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Polarkoordinaten mit dem Winkel als Parameter. Ebene Kurven werden auch oft in Po-
larkoordinaten beschrieben als = r(¢). Ubersetzt man das in die oben verwendete Sprache, so
ist eine Kurve

¥ : [po,p1] = R mit () = (r(p) cos @, () sin p)

2 2
gemeint. Thr Bogenelement berechnet sich als  ds = \/(d‘fpr(go) cos <p) + (%r(go) sin go) de

= \/(r’(w) cos p — () sing)? + (r' () sin g + () cos ) dip = \/1'(9)? + 7(1p)? dip.

Ist auch die Funktion in Polarkoordinaten gegeben f(r, ), so wird das Kurvenintegral entspre-

chend zu
f(r(@)s ) - V1 (0)? +1(p)? dep.

¥1
$o

2.4.5 Eigenschaften des Integrals

Fiir eine feste Kurve 4 und verschiedene Felder gelten (Existenz der Integrale vorausgesetzt)
Linearitdt und Monotonie:

L[uf(x)+vg(m)]ds:u/f(x)ds+v/

Y Yy

g@ds (7)< g(@) > /

5

f(@)ds < / 9(7) ds.

Y

Fiir ein festes Skalarfeld und zusammenstiickbare rektifizierbare Kurven gelten Additivitdt und
Invarianz bei Zeitumkehr:

. f(m)ds:Lf(x)ds+/3f(w)ds L f(w)d8=Lf(x)ds.

2.4.6 Alternative Definition des Kurvenintegrals

Wenn die Rektifizierbarkeit von 4 nicht vorausgesetzt wird, hat die oben gegebene Integraldefini-
tion keinen Sinn, weil dann die Langen L(7,t;,t;+1) eventuell gar nicht definiert sind. Man kann
dann auf die Polygonzugidee zuriickgehen und Integralsummen der Art

k—1

Zf(ﬁ(ﬁ‘)) [y (tiea) —5(E)]

=0

betrachten. L&t man die Feinheit der Unterteilung immer kleiner werden, kann man hoffen, daf3
die Summen sich einem Grenzwert nihern, der dann als f,y f(Z) ds bezeichnet wird. Im Gegensatz
zur ersten Variante ist hier die Riickfithrung auf

b
/ FG) - 1H0)] de

etwas miithsamer, gelingt aber fiir glatte Kurven und sagen wir stetiges f. Im wesentlichen
(néimlich fiir rektifizierbare Kurven) liefert die zweite Definition dasselbe wie die erste, in pa-
thologischen Fillen (etwa f konstant Null, 4 nicht rektifizierbar) liefert die zweite Definition
eventuell einen Wert, wogegen die erste versagt.

2.5 Skalare Kurvenintegrale von Vektorfeldern: / f o ds
g

2.5.1 Motivierendes Beispiel

Wenn der sich auf der Kurve bewegende Punkt eine Masse hat und sich in einem Kraftfeld bewegt,
verrichtet er Arbeit. Sei 7 : [a,b] — R"™ die entsprechende Kurve durch den Definitionsbereich des
Kraftfeldes f : D — R™. Man néhert die gesuchte Arbeit dadurch an, dafl das ganze Zeitintervall
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in viele kleine Teilintervalle [t;,t;1+1] zerlegt wird, auf denen die Kraft niherungsweise konstant
als f((r;)) und die Kurve durch die Strecke von 7(t;) nach J(t;41) ersetzt wird. Die auf dem
Teilstiick geleistete Arbeit ist ndherungsweise gleich Streckenléinge mal Betrag der Kraft mal Ko-
sinus des Winkels zwischen Kraftrichtung und Wegrichtung, also wissenschaftlich Skalarprodukt
aus Kraft und Wegzuwachs. Summiert man iiber alle Teilstrecken auf, ergibt sich

E
—
Ea
|
—-

K2

FG(m)) @ [(tigr) — 7(t:)] = _ > F((T) - bp(tivn) = Yo (t)]-

Il
<
o
Il
<
iS]
Il
-

Wenn man Gliick hat (und bei stetigen Kraftfeldern und (stiickweise) glatten Kurven ist das
s0), dann streben diese Summen bei fortschreitender Verfeinerung der Unterteilung gegen einen

Grenzwert, eben die Arbeit des Feldes f entlang des Weges 7.

2.5.2 Allgemeine Definition

Derartige Grenzwerte von Summen von Skalarprodukten kann man nun fiir beliebige Vektorfel-
der und Kurven durch ihren Definitionsbereich betrachten. Man spricht vom Kurvenintegral des
Feldes f entlang der Kurve 4. Das Ergebnis ist ein Skalar, der von mir mit f*’y f e d5 bezeichnet
werden soll und sich bei einer glatten Kurve auf das gewohnliche Integral

b b
/ Fem) e 4(t) dt:/ [ V@) -3 () + -+ (1) - (B)] di

zuriickfithren 148t. Die Begriindung ist der fiir den anderen Integraltyp gegebenen sehr #hnlich
und soll hier entfallen. Bei stiickweise glatten Kurven wird das Integral fiir jedes glatte Teilstiick
ausgerechnet und dann addiert. Die klassische Schreibweise fiir diese Art Kurvenintegral ist

[ 5@ o+ fo@) o+ .+ (o) do
:

Im dreidimensionalen heilen die Koordinaten von f traditionsgeméf P, @, R und das Integral
wird als f;y Pdzx + Qdy + Rdz notiert. Wenn zum Beispiel P und R konstant Null sind, werden
die entsprechenden Summanden nicht mitgeschrieben und es entstehen Schreibweisen der Art:
f;/ Q dy. Statt ds’ kommt in Biichern auch dZ oder, besonders bei Physikern, dr vor.

Bei Integration iiber geschlossenen Kurven verwendet man gern das Zeichen § und spricht bis-
weilen von der Zirkulation des Feldes j? entlang 7.

Man kann diesen zweiten Typ Kurvenintegral in gewisser Weise als Spezialfall des ersten auffassen.
Bezeichnet nimlich ¢ den im jeweiligen Punkt ausgerechneten Tangenteneinheitsvektor an die
Kurve, so ist f,y feds = f,,y( f e #)ds. Das ist allerdings deshalb nicht ganz korrekt, weil f o
kein a priori vorhandenes Skalarfeld ist, sondern gewissermaflen erst mit der Kurve entsteht.

2.5.3 Beispiel

yz

Wir wollen das Vektorfeld | zx | entlang der Schraubenlinie ¢ — (r cost,r sint, at) integrieren
Ty

und zwar vom Punkt (r,0,0) zum Punkt (r,0,27a) (eine Windung).

Nach dem oben angegebenen Rezept erhalten wir f,y yzdr + zx dy + xy dz

= /0 4 {(r sint) - (at)%(r cost) + (at) - (rcost) - %(r sint) + (rcost) - (rsint) - %(at)} dt

27

2m 2
=ar? / [—t sin? t4-t cos? t-+cos t-sin t} dt = ar? / o [t costsint] dt = ar?[tcostsint]
0 0 0

=0.
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2.5.4 Eigenschaften

zéhle ich nur auf. Die Beweise sind mit unseren bisherigen Methoden leicht zu fiihren.

e Fiir eine feste Kurve 4 und verschiedene Felder ist das Integral (Existenz vorausgesetzt)
linear:

L[uf(x)+v§(x)]od§:u/yf(m)od§+v/y§(@.¢§'

e Fiir ein festes Vektorfeld und zusammenstiickbare rektifizierbare Kurven ist das Integral
additiv

agf(f)-dg_/&f'(az)-dﬂ/ﬁf'(z).dg

e Bei ‘Zeitumkehr’ wechselt das Integral sein Vorzeichen!?:

Af(x).dgz—Lf(x).dg.

Versuchen Sie, den Vorzeichenwechsel mathematisch zu begriinden. Wieso war das bei Ska-
larfeldern nicht so?

2.6 Aquivalente Kurven

In der Praxis wird die Kurve, entlang der integriert wird, oft nur ungenau angegeben. Es kann zum
Beispiel sein, dafl nur die Bahn beschrieben wird. Dabei ist in jedem Fall darauf zu achten, dafl
die ‘Orientierung’ klar ist: welcher Punkt ist als Anfangspunkt, welcher als Endpunkt gemeint.
Davon héngt, wie gerade gesehen, das Vorzeichen des Integrals ab. Bei geschlossenen Kurven
muf der Umlaufsinn angegeben werden. Wenn nichts gesagt ist, meint man in R? immer den
Umlaufsinn bei dem das Innere des umrandeten Gebietes links von der Kurve liegt. Auflerdem
ist stillschweigend immer gemeint, da§ die Bahn vom Anfangs- zum Endpunkt auf (stiickweise)
regulidre Weise, d.h. stetig differenzierbar ohne Stillstand und auch ohne zwischenzeitliche Umkehr
durchlaufen wird.

Mit diesen unvollstéindigen Angaben sind normalerweise mehrere Parametrisierungen vereinbar.
In die Formeln zur Integralberechnung geht jedoch eine konkrete Parametrisierung ein. Wenn
die nicht genau angegeben wird, kénnte es doch passieren, dafl sich verschiedene Menschen fiir
verschiedene Parametrisierungen entscheiden und dann verschiedene Integrale herausbekommen.
In diesem Abschnitt wollen wir begriinden, dafl das nicht passiert.

2.6.1 Beispiel

Wir wollen sehen, wie sich verschiedene Parametrisierungen auf ein Integral f;y Pdx 4+ Qdy aus-
wirken, wenn % der von (1,0) nach (0,1) durchlaufene Vierteleinheitskreisbogen ist.

e Die ‘iibliche’ Parametrisierung x(t) = cost, y(t) = sint, t € [0, 5] liefert

/PdZE + Qdy = /2 [P(cost,sint) - (—sint) + Q(cost,sint) - cost] dt.
5 0

e y € [0,1] als Parameter liefert z = /1 — y? und
-y
P(V1-y%y)- () +Q(V1 —yQ,y)l dy.

1
Pdz + Qdy :/

10Das ist dem Physiker sofort klar; wenn in der einen Richtung Arbeit geleitstet wird, dann wird in der anderen
Richtung dieselbe Menge Energie wieder frei.
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e Wihlt man z € [0, 1] als Parameter und y = v/1 — 22, so wird der Viertelkreis im falschen
Sinn durchlaufen. Das muf3 durch ein Minuszeichen ausgeglichen werden:

Lde+Qdy /O1 {P(L V1-22) 4 Qz, V1 - 2?) (ﬂ_%&)] dz.

o SchlieBlich kann man auch noch [ Pdz +Qdy = [ Pdz + [, Qdy aufspalten und fiir beide
Summanden verschiedene Parametrisierungen benutzen. Fiir den ersten bietet sich x fiir
den zweiten y als Parameter an:

1 1
/Pdm + Qdy = —/ P(z,\/1—a?)dx —i—/ Q1 —y?y)dy.
7 0 0

Ein scharfer Blick und ein Moment des Nachdenkens wird Sie davon iiberzeugen, dafl trotz ihres
unterschiedlichen Aussehens bei allen diesen Formeln dasselbe herauskommen muf; die Integrale
gehen durch Substitutionen auseinander hervor.

2.6.2 Heuristik

Nehmen wir an, zwei Kurven & : I — R™ und 3 : J — R" durchlaufen dieselbe Bahn mit
dem gleichen Anfangs- und Endpunkt (also im selben Sinn) ohne zu stoppen oder zwischendurch
umzukehren. Dann gehért zu jedem Zeitpunkt ¢ € I ein Raumpunkt @(t), der aber auch von der
Kurve 3 zu genau einer Zeit € J erreicht wird: &(t) = 3(u). Die Zuordnung ¢ + u, wird von einer
Funktion g : I — J hergestellt. Diese wird monoton sein, weil die Punkte der Bahn in derselben
Reihenfolge (frither/spéter) durchlaufen werden. Da es keinen Stillstand geben soll, wird g sogar
streng monoton sein. Auflerdem muf} g surjektiv sein, denn beide Kurven durchlaufen dieselbe
Bahn und dazu wird jeweils das ganze Zeitintervall gebraucht. Diese Betrachtungen motivieren
folgende

2.6.3 Definition

Zwei Kurven & : I — R™ und B : J — R"™ heifien dquivalent, wenn es eine surjektive streng
monoton wachsende Funktion ¢g : I — J derart gibt, dal @ = o g. In vielen Zusammenhéngen
ist es sinnvoll, von der umrechnenden Funktion g noch stetige Differenzierbarkeit zu fordern. Ich

bleibe mit dem Begriff etwas schwammig.

2.6.4 Weitere Bemerkungen

Die Aquivalenz von Kurven hat die drei typischen Eigenschaften
o Reflerivitit: Jede Kurve ist zu sich selbst dquivalent,

o Symmetrie: Wenn & Aquivalent zu 3, so auch umgekehrt (weil g bijektiv sein muff und g—!,

wie im vorigen Semester gelernt, auch differenzierbar mit strikt positiver Ableitung ist) und

e Transitivitit: Sind & und 3 sowie 5 und 7 jeweils #quivalent, so auch @ und 4 (man benutzt
einfach g o h zur Umrechnung.).

2.6.5 Aquivalente Kurven haben dieselbe Linge.

Sind némlich & : [a,b] — R™ und 8 : [¢,d] — R” vermittels g : [a,b] — [c,d] #quivalent, so
148t sich jeder Polygonzug sowohl durch Teilungspunkte ¢; des Intervalls [a,b] als auch durch
Teilungspunkte u; = g(t;) des Intervalls [c, d] realisieren. Die beiden Mengen, deren Suprema die
Kurvenlingen jeweils sind, sind also identisch. Dann auch ihre Suprema.
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Bemerkung. Fiir dquivalente glatte Kurven (und eine stetig differenzierbare Umrechnungsfunk-
tion g) folgt die Liangengleichheit auch nach der Formel 2.3.3 und der Substitutionsregel fiir

Integrale:
d - b
oo ar= [

Lﬂwmﬁzlb

2.6.6 Kurvenintegrale

g(d) .

). d .
ey

o] -swar= [

Offensichtlich tauchen bei dquivalenten Kurven dieselben Integralsummen auf (nur entsprechen
sie jeweils anderen Unterteilungen des Zeitintervalls). Daher hiingt die Existenz des Grenzwertes
und sein Wert nicht davon ab, welche von zwei dquivalenten Kurven benutzt wird.

3 Differentialrechnung in r"

Das Ableiten von Kurven fand schon in R"™ statt. Aber dabei konnte alles sofort auf die ein-
stelligen Koordinatenfunktionen heruntergespielt werden. Jetzt wird es mit dem Ableiten im
n-Dimensionalen aber ernst.

3.1 Partielle Ableitungen

In diesem ganzen Abschnitt betrachten wir ein Skalarfeld f : D — R, das in der Néhe eines
inneren Punktes a seines Definitionsbereiches D C R"™ untersucht wird.

Fiir dieses lokale Verhalten von f bei a spielen die Werte von f aulerhalb einer kleinen Kugel
mit Zentrum a keine Rolle. Erst wenn wir das lokale Verhalten von f in der N&dhe verschiedener
Punkte vergleichen wollen, miissen wir alle diese als innere Punkte des Definitionsbereiches vor-
aussetzen. Wir machen uns die Arbeit dadurch etwas leichter, daf§ wir gleich alle Punkte von D
als innere Punkte, die ganze Menge D also als offen annehmen. In der Praxis sind die ‘natiirlichen
Definitionsbereiche’ von Funktionen (d.h. die Punkte fiir die die definierenden Formeln sinnvoll
gelesen werden kénnen) meist!! automatisch offen.

3.1.1 Definition der partiellen Ableitung

Wenn wir bis auf die i-te alle Koordinaten von a festhalten, die i-te aber variieren, so entsteht
eine einstellige Funktion
t— f(al,.. i1, Qg1 ,an)

die auf einem Intervall Ja; — 0, a; + [ definiert ist. Die Ableitung (im Sinne des vorigen Semesters)
dieser einstelligen Funktion an der Stelle t = a; heifit partielle Ableitung der Funktion f an der
Stelle a nach der i-ten Koordinate und wird je nachdem mit %@) oder 8%if(d) oder f,,(a)
oder D; f(a) bezeichnet. Bei Funktionen f(z,y) oder f(x,y, z) von zwei oder drei Veriinderlichen
schreibt man 2L, 2L 9f oqer fa> fys far

oz’ Oy’ Oz
Als Grenzwert kann man die partielle Ableitung so definieren.
of o flar,.aiFhy o an) = flan, .G ag)
8331.(@17@27"'70'77,)_%‘% h
oder in kompakter Vektorschreibweise
of .\ _ . [fla+hée;)— f(a)
=1
Bxi (CL) hl—rﬁ) h

Das Hinschreiben dieser Formeln bedeutet natiirlich nicht, dafl die Grenzwerte auch existieren.
Wenn das aber so ist, dann heifit f im Punkt/an der Stelle a partiell nach x; differenzierbar. Wenn
f an allen Punkten des Definitionsbereiches partiell nach z; differenzierbar ist, so entsteht eine
neue Funktion % : D — R, die partielle Ableitung von f nach x; heiit. Andere Schreibweisen
dafiir sind f;, und D, f. Bei kleinen Dimensionen auch % oder f,, etc.

11 Aber nicht immer; denken Sie an v/#!
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3.1.2 Die praktische Berechnung

von partiellen Ableitungen macht normalerweise keine Schwierigkeiten. Man betrachtet die
iibrigen Variablen als (konstante) Parameter und leitet nach der interessierenden Variablen ab,
wie im vorigen Semster gelernt. Die Differentiationsregeln (Summen- , Produkt-, Quotienten- und
Kettenregel) bleiben erhalten.

Beispiele.
9 . 9 2 _ .6 2 9 9 2 _ .6 5
%(l’ + bay” —y°) =2z + 5y a—y(x + bay” — y°) = 10zy — 6y°.
a—arctanfz%-lz% ﬁarctaunfzéfi—f:2771:2.
& y 1+(%> y 2ty dy y 1+(%) y:ooat+y

Allerdings mufl man dann aufpassen, wenn eine der Variablen einen Wert annimmt, bei dem
die gewohnlichen Ableitungsregeln nicht funktionieren. Im folgenden Beispiel soll {/¢ entgegen
unseren sonstigen Gepflogenheiten auch fiir negatives ¢ definiert sein und diejenige Zahl liefern,
deren dritte Potenz t ist. Diese Funktion ist, aufler bei ¢ = 0, iiberall differenzierbar mit der
Ableitung %t”/ 3 = 3 \31F Die zweistellige Funktion f(z,y) = ¢y ist dann auch iiberall definiert

5

und ihre partielle Ableitung nach x ergibt sich nach den formalen Regeln als

9 3 — Y _}3£
%\/@_ 33/(a:y)2 - 3\/ 2’

Diese diirfen allerdings nur angewendet werden, solange xy # 0, weil 3/ sonst nicht differen-
zierbar ist. Trotzdem existieren die partiellen Ableitungen %(a,O) = limy,_o w =

lim O;hO = 0, sogar fiir a = 0. Fiir b # 0 existiert %(O7 b) allerdings nicht.

3.1.3 Partielle Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall, wo die Stetigkeit eine notwendige Voraussetzung der
Differenzierbarkeit war, konnen auch unstetige Funktionen partielle Ableitungen besitzen.

Das ist so verwunderlich nicht: partielle Differenzierbarkeit impliziert ‘achsenparalleles Wohlver-
halten’ aber zwischen den Achsen ist noch genug Platz fiir Unartigkeiten. Ein Beispiel ist die
Funktion (x,y) — sgn(zy). Sie gibt das Vorzeichen (41, —1 oder 0) von xy heraus und ist auf
den Koordinatenachsen konstant 0. Daher existieren beide partielle Ableitungen in (0,0) und sind
0, wahrend die Funktion in diesem Punkt nicht stetig ist.

Satz. Setzt man dagegen voraus, daff alle partiellen Ableitungen von f in allen Punkten einer
Umgebung (etwa einer offenen Kugel mit Mittelpunkt a) existieren und die Funktionen 08—;: m
dieser Umgebung alle beschrdnkt sind, dann ist die Funktion f stetig in a. Die Bedingung ist
immer dann erfullt, wenn alle g—i im Punkt a stetig sind.

Um uns nicht durch Indizes zu verwirren, fithre ich den Beweis fiir eine dreistellige Funk-
tion f(z,y,z). Angenommen, die partiellen Ableitungen %, % und g—l; existieren fiir alle
(,y,2) € K = K4, (r) und sind dort betragsméBig kleiner als C. Wir miissen zeigen, daf
|f(z,y,2) — f(a,b,c)| beliebig klein wird, sobald \/(z — a)2 + (y — b)2 + (2 — ¢)? geniigend klein
ist. Die Idee, die hier und in vielen anderen Beweisen zum Ziel fithrt, benutzt einen ‘achsenpar-
allelen Umweg’, z.B.

f(x,y,z) _f(a7b7c) = (f(amy,z) _f(aayaz)) + (f(avyaz) _f(avb72)) + (f(avbaz) —f(a,b,c)).

Jede der drei Differenzen kann nach dem Mittelwertsatz der (eindimensionalen!) Differentialrech-
nung umgeschrieben werden. Um das einmal ganz ausfiihrlich zu machen, betrachten wir die
mittlere Differenz f(a,y, z) — f(a, b, z). Sie it sich schreiben als ¢(y) — p(b) fiir die Hilfsfunktion
o(t) = f(a,t,2z). Nach Voraussetzung ist ¢ differenzierbar. Also liefert der Mittelwertsatz ein 7
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zwischen b und y mit p(y) — ¢(b) = ¢'(n) - (y —b). Es ist aber ¢’(n) nichts anderes als %(m 7, 2),

also f(a,y,z) — f(a,b,z) = g—{:(a, n,2) - (y — b). Auf analoge Weise erhélt man passende £ und ¢
mit '
of

f(x,yvz)if(aayvz):%(gvyaz)'(mia) und f(a,b,z)ff(a,b,c):

of

z

((l,b,C) : (Z - C)'

3]
Wenn (z,y,z) € K, so liegen auch die drei Zwischenpunkte (£,y, z), (a,n,z) und (a,b,¢) in K.
Also sind die Betrige der drei Ableitungen hochstens C' und wir erhalten

‘f(xayaz) 7f(aabac)| § |f($ayaz) 7f(a7yaz)|+|f(avy7z)*f(aabaz)|+ ‘f(a7baz) 7f(a7bac)|
2ey2) (0| +|%@n2) - (v - )] +[5@.b.0) - (: - ¢)
C- (|x—a|+\y—b\+|z—c|>

< 3C-\(z—a)?2+({y—b2+(z—c)2

IA

Nun sollte klar sein, daf} die rechte Seite mit dem Abstand von (z,y, 2) zu (a,b, ¢) beliebig klein
wird.

3.1.4 Partielle Ableitungen von Punkt- und Vektorfeldern

lassen sich entweder in Analogie zu den Skalarfeldern einfithren oder ohne weiteres auf die par-
tiellen Ableitungen der Koordinatenfunktionen zuriickfithren. Allerdings bieten die Punktfelder
eine kleine Uberraschung: sie werden zu Vektorfeldern.

lim fi(a+hei)—fi(a) % a
h T
- - . athes)—fo(a ofs (-
af . . fla+hé:) - fa) lim f2(8+he:)=f2(3) o2 (a)
(a) = lim = —
8.’131‘ h—0 h : :
hm fn(a"!‘hé;;)_fn(a) gir: (a)

So iiberraschend ist das allerdings auch nicht mehr; wir hatten ja den Effekt schon bei Kurven
erwiahnt ihre Werte liegen im Punktraum aber die Ableitungen sind Geschwindigkeitsvektoren.

Bei Vektorfeldern passiert nichts unvorhergesehenes:

of
of o | 2| | am
0fs

I 3o

3.2 (Totale) Differenzierbarkeit

Im Eindimensionalen war die Existenz der Ableitung einer Funktion in einem Punkt dquivalent zur
linearen Approximierbarkeit dieser Funktion in der N#he dieses Punktes. Das mehrdimensionale
Analogon dieses zweiten Konzeptes nennt man Differenzierbarkeit. Zur Betonung manchmal totale
Differenzierbarkeit.

3.2.1 Definition fiir Skalarfelder

Wieder betrachten wir zunéchst ein Skalarfeld f : D — R, wobei D eine offene Teilmenge von
R™ sein soll. f heifit an der Stelle a (total) differenzierbar, wenn es Bifi@ lineare Abbildung!?

12Hier spielen die reellen Zahlen mal die Rolle von eindimensionalen Vektoren: eigentlich gehen L und p von R"

nach R1. Wir wollten den Unterschied nicht machen und halten uns auch daran. Einzig die Reihenfolge ||T ||- p(7)
(Skalar mal Vektor) deutet vielleicht noch darauf hin.
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Lg : R" — R und eine Funktion o R" — R derart gibt, daf}, wann immer die linke Seite
definiert ist,

fa+v) = f@)+ La(@) +[[7 |- (o) und - lim p(¥7) = 0.
Alternative Beschreibungen: Der Zuwachs Az f(¥) = f(a+ ¥) — f(a) besteht aus dem linearen
Hauptbestandteil L(¢') und einem Fehler, der fiir ¢ — 0 nicht nur gegen Null geht, sondern sogar
von hoherer als erster Ordnung. Letzteres meint: selbst wenn man den Fehler durch ||¢ || dividiert,
geht der Quotient noch gegen 0.

Obwohl die Version mit dem Vektor ¥ die eigentlich angemessenere ist, kann man die Definition
der Differenzierbarkeit auch nur mit Punkten schreiben (der Vektor versteckt sich in der Differenz
b—a):

f(b) = f(a) + La(b—a) +d(a,b) - o(b), wobei hm o(z) =0.

Die linearerAbbildung Lz That beziiglich der kanonischen Basis eine darstellende Matrix, die in
diesem und allgemeineren Féllen JACOBI-Matrix von f an der Stelle a genannt und mit J¢(a)
bezeichnet wird. Die lineare Abbildung selbst wird von manchen Autoren (totale) Ableitung von f
an der Stelle @ genannt und folgerichtig mit f’(a) bezeichnet. Auch der Name (totales) Differential
ist gebrduchlich. Dann schreibt man gern dg f.

3.2.2 Berechnung der JAcoBI-Matrix

Im Falle eines Skalarfeldes ist das totale Differential eine Linearform auf I@", ihre darstellende
Matrix also eine Zeile. Schreiben wir sie erst mal provisorisch als J = (I1,13,...,1,) und die
Koordinaten von ¢ als v;, so ergibt sich die ausfiihrlichere Variante der obigen Gleichung;:

flar +vi,a2 +va, ... an + vy)

V2
= f(a1,a2,...,an) +l1v1 +love + ... + Loy, + /v + 03+ ...+ 02 p

Un

Diese Gleichung mu$ fiir alle ¢ gelten, fiir die f(a + ¢') definiert ist, damit mindestens fiir alle
hinreichend kleinen Vektoren ¥. Um die I; als neue Bekannte zu identifizieren, fixieren wir ein 4
und betrachten v = hé’;. Dann wird die Gleichung zu

fla+héi) - f(a)

h
Lafit man h — 0 gehen, wird klar, da8 [; = T(a) sein muss. Die JACOBI-Matrix eines Skalarfeldes
f besteht also aus den nebeneinander geschrlebenen partiellen Ableitungen.
_ of of of i ienten?
J — ( ) . Begriff des Gradienten?
@) = (5@, (@ 5 (@)

Speziell folgt aus der Differenzierbarkeit im Punkt a, dafl alle partiellen Ableitungen im Punkt a
existieren miissen. Das Differential 148t sich in Koordinatenschreibweise so notieren:

. 8f 0f 3f

dl‘l
dafg

In der klassischen Schreibweise betrachtet man 7 = . und 148t es als auf der linken Seite
dz,

weg:

of of of
daf 81‘1( )d(l}'l—i‘ai@(a) d$2+ +@( )d.’l/'n
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Begriff des Gradienten?


Bemerkung. Die Definition der Differenzierbarkeit fordert die Existenz einerlinearen Abbildung,
schliefit aber a priori nicht aus, dafl es mehrere gibt. Oben hatten wir aber schon den bestimmten
Artikel benutzt und von der Ableitung, dem Differential etc. gesprochen. Das war eigentlich
etwas voreilig, ist aber im nachhinein gerechtfertigt. Die darstellende Matrix von irgend einem
L; hatten wir als die aus den partiellen Ableitungen gebildete und somit eindeutig bestimmte
JACOBI-Matrix gefunden.

3.2.3 Differenzierbarkeit und Stetigkeit
Jede im Punkt a total differenzierbare Funktion ist dort auch stetig.

Da nach 1.2.7 lineare Abbildungen R" — R immer stetig sind, folgt aus b — @ erst b—a — 0 und

dann Lz(b —a) — 0. Daher

lim f(B) = lim [£(@) + Lo(b — @) + d(b,a) - o(B)] = f(a).

b—a

3.2.4 Partielle und totale Differenzierbarkeit

Wir haben schon erwéihnt (3.1.3), daf§ aus der alleinigen Existenz der partiellen Ableitungen nicht
die Stetigkeit folgt. Also kann erst recht nicht die totale Differenzierbarkeit folgen.

Existieren aber alle partiellen Ableitungen von f in allen Punkten einer gewissen Umgebung des

Punktes a und sind die Funktionen % alle stetig im Punkt a, so ist f in a total differenzierbar.

Ich beweise das im zweidimensionalen Fall. Seien g—i und g—g beide in einer Kugel mit Mittelpunkt

(a,b) definiert und in (a, b) stetig. Wir definieren p : R2 — R fiir alle kleinen Vektoren (Z) durch
die Festsetzungen'® p(9) := 0 und fiir (}) # (0)

o) = fla+hb+k) = f(a,b) = 3L(a,b) - h— GL(a,b) - k
v N :

Dann gilt jedenfalls

f(a+h,b+k):f(a,b)+g—£(a,b)-h+g—£(a,b)-k+ h2 + k2 - p(})

und es bleibt zu zeigen, dafl p(ﬁ) — 0 falls (Z) — (8). Dazu geniigt es, zu jedem € > 0 ein
derartiges 6 > 0 zu finden, daf}

‘f(a+h,b+k) — f(a,b) — %(a,b)h— gi(a,b)k‘ <evVh?+ k2,

sobald vh? + k? < §. Die Stetigkeit der beiden partiellen Ableitungen in (a,b) erlaubt es, ein
0 > 0 derart zu fixieren, daf}

of of

(a—i—f,b—i—n)—(a,b)’ < of of

€ £
o7 o7 5 und ‘@(a+€’b+n)_ag/(a’b)’<2

sobald 1/£2 + 12 < §. Dieses ¢ leistet das verlangte. Sei nédmlich v/h2 + k2 < §. Dann gilt

‘f(a+h,b+k) — f(a,b) — %(a,b)hf ?):J;(a’b)k‘

13Formal muf p fiir alle 7 € R? definiert sein. Wichtig sind aber nur die kleinen Vektoren, da nur der Grenzwert
fiir ¥ — 0 eine Rolle spielt. Wo die folgende Formel nichts liefert, kann man etwa p = 100 setzen.
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< |fla+hb+k) = f(a,b+k) = S (a,b)h| + | f(ab+ k) = fla,b) — G (a, D)k
Mittelwertsatz liefert £ und 7 zwischen 0 und h bzw. k mit

=[S+ &b+ k) — G (@) Inl+ | (@b +m) - 5 (a,b)| K

< S (Al +|k]) < evh? + k2.

3.2.5 C!'-Funktionen

Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen hat schon zweimal eine rettende Rolle gespielt. Das ist
Anlafl genug fiir folgende

Definition. Eine auf einer offenen Teilmenge von R"™ definierte Funktion heit C!-Funktion,
wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches alle partiellen Ableitungen besitzt und diese
als Funktionen stetig sind.

Mit dieser Terminologie koénnen wir die Aussagen 3.1.3 und 3.2.4 jetzt so formulieren: C*-
Abbildungen sind stetig und total differenzierbar. Die Umkehrung ist iibrigens falsch. Man erhélt
ein Gegenbeispiel, indem man eine einstellige differenzierbare Funktion g : R — R mit unstetiger

Ableitung benutzt. G ERGENS R aaecHIP KOO ANeIeHZIeIaR ober nicht
C'. Die Details bleiben als Ubungsaufgabe.

3.2.6 Der geometrische Aspekt: Tangentialebenen an Niveauflichen

Spéter in dieser Vorlesung werden wir uns noch einmal und dann etwas strenger mit Tangen-
tialebenen beschéiftigen. Hier mochte ich nur einige heuristische Betrachtungen anstellen, die der
Anschaulichkeit halber in R? spielen.
Betrachten wir eine skalare Funktion F'(z,y, z). Durch den Punkt pg = (x0, o, 20) geht dann die
‘Niveauflache’

I'={(z,y,2): F(x,y,2) =c}

wobei zur Abkiirzung ¢ := F(zg,yo0,20) gesetzt wurde. Wir wollen die Tangentialebene an T
im Punkt py bestimmen. Das ist die Ebene, die durch py geht und sich bestmdoglich an die
Fliache anschmiegt. Letzteres ist geometrisch gar nicht so einfach (ehrlich gesagt: gar nicht) zu
beschreiben. Deshalb nehmen wir Zuflucht zur Gleichung. Jede Ebene durch pg hat eine Gleichung
der Form A-(x—x0)+B-(y—yo)+C-(2—2p) = 0. Fiir die Tangentialebene sollen die Koeffizienten
A, B, C so bestimmt werden, daf} diese Ebenengleichung moglichst gut mit der Fldchengleichung
F(z,y,z) =c¢bzw. F(x,y,2) — F(x0,Y0,20) = 0 von I iibereinstimmt.

Genau dieser Forderung ist aber die Definition der totalen Differenzierbarkeit angepafit. Man
ersetzt F' durch die Approximation in py und 148t den Fehlerterm weg:

oF oF oF
87(:60"%’20) (@ —xo) + afy(xo,yo,zo) “(y—wyo) + E(ﬂﬁowmzo) (2 —20) =0.

Das ist sinnvoll, wenn F' in (zo, Yo, 20) total differenzierbar ist und nicht alle drei partiel-
len Ableitungen verschwinden (sonst handelt es sich nicht um eine Ebenengleichung). Letzte-
re Bedingung kann man, im Moment etwas hergeholt klingend aber im Hinblick auf Verallge-

meinerungen das Wesen der Sache genauer treffend, auch so formulieren: Die JACOBI-Matrix

Jr(x0,Y0,20) = (%—5, %—5, %—5) von F' muf} im gegebenen Punkt vollen Rang haben. Die Wichtig-

keit dieser Bedingung sieht man an der Funktion F(z,y, z) = xyz. Die Funktion ist C* aber die
Gleichung xyz = 0 definiert die Vereinigung der drei Koordinatenebenen. Klar hat diese Fliche
weder in (0,0,0) noch in einem Punkt auf einer der Koordinatenachsen eine Tangentialebene.

Dieselbe Terminologie Niveaufliche/Tangentialebene wird auch in Dimensionen > 3 benutzt.
In R? spricht man dagegen von Niveaulinien oder Hohenlinien (des von F(z,%) beschriebenen
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Gebirges) und Tangenten. Die Tangente in (zg, yo) an die durch F(z,y) = ¢ definierte Kurve hat

also die Gleichung
OF oF
87(5607 yo)(z — z0) + afy(xmyo)(y — o) = 0.

3.2.7 Tangentialebenen an Funktionsgraphen
Sei f eine zweistellige Funktion mit dem Definitionsbereich D C R?. Thr Graph ist die Fliiche

Ty :={(r,y,2) €R®: (x,y) € D und z = f(z,y)}.

Ich finde die Vorstellung von einem ‘Gebirge’ ganz hilfreich. Wir wollen die im Punkt py =
(z0,%0,20) € T'y angelegten Tangentialebene bestimmen. Dazu interpretieren wir I'y als Ni-
veaufliche {F = 0} der auf D x R definierten Funktion F(x,y,2) := f(z,y) — z. Thre partiellen
Ableitungen in pg sind

or | of or | of or
o (Po) = o (%0, Y0), 3y (po) = 3y (x0,y0) und % (po) = —1.

Deshalb hat die Tangentialebene die Gleichung

%(fﬂowo)(fﬂ —x0) + %(fcowo)(?} — o) — (2 —20) = 0.

Stellt man diese noch nach z um, so ergibt sich, wenig verwunderlich, die rechte Seite der
N#herungsgleichung, die entsteht, wenn in der Beziehung fiir totale Differenzierbarkeit der Feh-
lerterm weggelassen wird.

3.2.8 Differenzierbarkeit von Vektorfeldern

Die Definition unterscheidet sich nur durch ein paar kleine Pfeile von der fiir Skalarfelder gegebe-
nen. Wir betrachten jetzt ein Vektorfeld f : D — R™, wobei D eine offene Teilmenge von R™ sein
soll. f heifit an der Stelle a (total) differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung Lz : R” — R™
und eine Funktion p': R" — R™ derart gibt, daB wann immer die linke Seite definiert ist
fa+@)=f(@)+La@) +|7]|- /(@) und lim 5(&) = 0.
7—0

Alternative Beschreibungen: Der Zuwachs A, f (7) = f(a+ @) — f (a) besteht aus dem linearen
Hauptbestandteil L(7) und einem Fehler, der fiir @ — 0 nicht nur gegen den Nullvektor aus R™
geht, sondern sogar von hoherer als erster Ordnung. Das heifit, selbst wenn man den Fehler durch
[|7 || dividiert, geht der Quotient noch gegen 0.

Wieder kann man die entscheidende Gleichung auch nur mit Punkten schreiben (der Vektor ¢
versteckt sich in der Differenz b — a):

F ()= f(@ + La(b—a) +d(a,b) - 3(b), wobei lim 7(z) = 0.

Die lineare Abbildung Lz geht jetzt von R" in R™. Sie wird von manchen Autoren Ableitung
von f an der Stelle @ genannt und folgerrichtig mit f’(@) bezeichnet. Auch der Name (totales)
Differential ist gebrauchlich. Dann schreibt man gern dj f . Thre darstellende Matrix, die wieder
JacoBI-Matrix heifit und mit J7(@) bezeichnet wird, hat das Format m x n. Wie im Falle eines
Skalarfeldes leitet man her, dafl die Eintrige der JACOBI-Matrix die partiellen Ableitungen sind.

S fa =(a) p2@) ... 5*(a)

Fir f = . ergibt sich J f((’z) = o ' ? ’ ? "
' T S
Im 2L = (a) 2L “(a@) ... a’;n (a)
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Man kann das (spaltenweise!) kompakt schreiben als

Jp(@) = <§£m,géu,uw W())

Dagegen sind die Zeilen von J 7 gerade die JAcoBI-Matrizen der Koordinatenfunktionen

flava"'fm~

In Matrizenschreibweise sieht die charakteristische Gleichung so aus:
f@a+7v)=f@+ J(a) - v + Fehlerterm.

Fiir die einzelnen (skalaren) Koordinatenfunktionen ergibt sich

0
filar +vi,... a0 +vp) = fi(ar, ..., an —I—Z f] ..., Gp) - v; + Fehlerterm.

Man sieht daran, daf§ ein Vektorfeld genau dann differenzierbar ist, wenn alle seine (skalaren)
Koordinatenfunktionen differenzierbar sind. Das ist immer dann der Fall, wenn alle partiellen
Ableitungen aller Koordinatenfunktionen stetig sind. In diesem Fall spricht man von einem C'-
Vektorfeld.

3.2.9 Differenzierbarkeit von Punktfeldern

Unsere Unterscheidung von Punkt- und Vektorraum hat den Nachteil, dafl man viele (fast) gleich-
lautende Dinge mehrmals erzdhlen mufl. Eigentlich konnten Sie den Rest dieses Abschnittes ganz
allein aufschreiben, aber ich deute wenigstens an.

Wir betrachten jetzt ein Punktfeld f : D — R™, wobei D wieder eine offene Teilmenge von
R™ sein soll. f heifit an der Stelle a (total) differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung
Lg : R" — R™ und eine Funktion 0 R" — R™ derart gibt, dafl, wann immer die linke Seite
definiert ist,
Fla+5) = @+ La(@) + 17| - 7(7) wnd L (7) =0
v —r

Obwohl wir die Ableitung eines Punktfeldes vor uns haben rechnet die lineare Abbildung Vek-
toren in Vektoren um! Sie wird als Ableitung oder Differential der Funktion f bezeichnet. Ihre
darstellende Matrix Jg(a) € M(m x n;R) hat wieder die partiellen Ableitungen der Koordina-
tenfunktionen als Eintrége

_ 522 (a) T? (a) s 52 (a)
Fiir f = (flv f27 BRRE) fm.) ergibt sich Jf(d) = Oz Oz a“”.
Yr@ Yz@ ... =@

Man kann das (wieder spaltenweise!) kompakt schreiben als
= of of of
sw=(Lo. Lo . Lw).

3.2.10 Wie sich Kurven einreihen

Kurven kann man als Punktfelder ansehen, die auf einem eindimensionalen Intervall definiert sind.
Folgt man dem bisherigen Schema, so ist eine Kurve 5 : I — R"™ zum Zeitpunkt ¢ differenzierbar,
wenn es eine lineare Abbildung L; : R — R™ und eine Vektorfunktion p': R — R"™ derart gibt,
daf} fiir alle kleinen h gilt

F(t +h) = 7(t) + Le(h) + |h| - f(h)  wobei lim p(h) = 0.

h—0
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Die reelle Zahl h spielt die Rolle des eindimensionalen Vektors. Wie sehen lineare Abbildungen
L:R— R aus? Ist @ = L(1), so gilt fiir alle h, daB L(h) = L(h-1) = hL(1) = hd. Die Definition
der Differenzierbarkeit fordert also die Existenz eines Vektors @, so daf} fiir alle hinreichend kleinen
h gilt

7(t + h) = ¥(t) + hd + Fehlerterm.

Klar muB dann @ die im vorigen Kapitel definierte Ableitung 7(¢) der Kurve im Punkt ¢ sein und
ihre Existenz ist der Differenzierbarkeit dquivalent. Die JACOBI-Matrix ist mit dem Geschwindig-
keitsvektor identisch.

3.2.11 Der eindimensionale Fall

interessiert uns in diesem Semester weniger. Aber manchmal tauchen auch bei mehrdimensio-
nalen Problemen auf natiirliche Weise einstellige Funktionen auf, z.B. wenn man ein Skalarfeld
léngs einer Kurve untersucht. Dann miissen wir keine Panik bekommen; die mehrdimensionalen
Konzepte spezialisieren sich auf natiirliche Weise. (Man sollte versuchen, die drei Rollen auseinan-
derzuhalten, die die reellen Zahlen spielen kénnen.) Die totale Differenzierbarkeit einer Funktion
f I — R in einem Punkt a erweist sich als die iibliche Differenzierbarkeit aus dem vorigen
Semester. Die JACOBI-Matrix hat das Format 1 x 1 und hat f’(a) als einzigen Eintrag.

3.2.12 Differenzierbarkeit zusammengesetzter Abbildungen; Kettenregel

Wir betrachten offene Mengen D C R"™ und E C R™ und darauf definierte Felder f : D — F
und ¢ : E — R”. Dann ist Gof : D — RP ein auf D definiertes Vektorfeld, nach dessen
Differenzierbarkeit man fragen kann. Die Antwort gibt die

Kettenregel. /st f im Punkt a € D differenzierbar und § im Punkt f(a) € E differenzierbar, so
ist auch go f im Punkt a differenzierbar und fir die JACOBI-Matrizen gilt

Tg07(@) = J3(f(@)) - J¢(@).

Klassischerweise nimmt man f = (fi, f2,..., fm) als Funktion von Z = (x1,22,...,2,) und
9

" 92 . . . . .

g= . als Funktion von § = (y1,...,¥ym) an (um die partiellen Ableitungen unterscheiden
9p

zu kénnen). Dann li8t sich das Matrizenprodukt ausschreiben:

firi=1,2,..pundj=12.. ngl 20 fn)g :i %i 7@y - 2% @),

an

Achtung. Fir die Giiltigkeit dieser Formel ist es nicht ausreichend, dafl alle beteiligten par-
tiellen Ableitungen existieren. Die Abbildungen miissen tatsichlich differenzierbar sein. Man ist
auf der sicheren Seite, wenn man C'-Abbildungen voraussetzt: alle vorkommenden partiellen
Ableitungen sind nicht nur vorhanden sondern sogar stetig.

Praktisch dieselbe Aussage gilt, wenn g kein Vektorfeld sondern ein Skalar- oder Punktfeld ist.
Ich iiberlasse Thnen die genaue Formulierung des Resultats.

Ubrigens ist diese Kettenregel im Gegensatz zur eindimensionalen Variante, mit der man stéindig
rechnet, nicht primér dazu da, partielle Ableitungen und JACOBI-Matrizen konkreter Funktionen
zu bestimmen. Fiir die Theorie ist sie aber ganz wichtig, wie wir spéter sehen werden.

Der Beweis der Kettenregel wird umso einfacher, je abstrakter man ihn_’fiihrt. Wegen der vor-
ausgesetzten Differenzierbarkeiten gibt es lineare Abbildungen L : R® — R™ und K : R™ — RP?,
so dafl

fla+7)=f@)+L@)+ ||g]]- p(¢) und  g(f(a)+ ) = §(f(a)) + K (&) + [[]| - 7(&)
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jeweils fiir alle (kleinen) ¢ € R" und @ € R™, wobei die Funktionen § und & mit 7 bzw. @ gegen

den (jeweiligen) Nullvektor konvergieren.

Diese beiden Gleichungen setzen wir ineinander ein, indem wir L(¥) + ||T|| - p(¥) als & interpre-

tieren.
§(fa+) = g(f@)+L@)+7]-77))

§f@) + K(L@) + 7] 4@)) + |[L@)+5@) - 1171l |] - 7(L@) + 17| 5(5) )

Nun kann man die Linearitéit von K benutzen und dann (fiir 7 # 0) sortieren:

i@+ 9) = (@) + K(L@) + o] [K (o) + || 70

+ (@)

- 7(1@) + 711 7(0))]

Da die Hintereinanderausfithrung von K und L linear ist, bleibt zu sehen, da§ der unterklammerte
Ausdruck mit ¥ gegen den Nullvektor konvergiert. Einzig fraglich ist aber das Verhalten des
Faktors H% + p(¥)
bewiesene Beschrénktheit linearer Abbildungen. Es ist also ||L(¢')|] < C'||7]| fur einen geeigneten
Faktor C. Damit bleibt der Quotient beschrinkt und stort die Nullkonvergenz des Restes nicht.
Was beweist diese Gleichung? Wir haben §(f(a+%))—g(f(a)) in den linearen Bestandteil K (L (%))
und einen geniigend schnell gegen Null strebenden Rest zerlegt. Das zeigt die Differenzierbarkeit
von go f. Die lineare Abbildung ergibt sich als Hintereinanderausfithrung der linearen Abbildungen
K und L. Also ist die darstellende Matrix gleich dem Produkt der darstellenden Matrizen. Genau
das war aber die Aussage.

’. Um seine Harmlosigkeit einzusehen, erinnern wir uns an die in 1.2.7

3.2.13 Kettenregel, bodenstindig aufgeschrieben

Es schadet sicher nichts, wenn wir noch eine Version der Kettenregel aufschreiben, die etwas
bodensténdiger aussieht. Meist will man eine zusammengesetzte skalare Funktion (partiell, wenn
es mehrere sind) nach einer der vorkommenden Variablen differenzieren, also etwa %—f berechnen,
wobei F(u,v) = h(u, f(u,v), g(u,v)) aus drei C1-Funktionen zusammengesetzt ist. Die dreistellige
Funktion h stellen wir uns als h(z,y, z) vor. Dann gilt (der formal fehlende erste Summand % . %

ist ndmlich Null)

oF Oh of

o (120) = 50 (0,0 g, 0) - 5 (w0) + 5, 0,0, 900, )) - 5 0)

Diese Formel ist gewissermafien ein Ausschnitt der vollen Kettenregel, die sich in diesem Spezialfall
als Matrizengleichung

ou ou
du v
OF OF\ _ (Oh Oh Oh\ | of of
ou’ Ov Oz’ Oy’ 0z u  Ov
99 99
ou ov

darstellt.

3.3 Kurven durch Skalarfelder; Gradienten
3.3.1 Die Kettenregel fiir Funktionen auf Kurven

Ich will noch einen Spezialfall der Kettenregel diskutieren, der insofern etwas aus dem Rahmen
fallt, als dal normale Ableitungen berechnet werden.

Gegeben sei eine Kurve ¥ = (y1,792,...,7V,) : I = R” fiir ein Intervall I C R. Ist dann f: D — R
ein Skalarfeld, durch dessen Definitionsbereich die Kurve verlduft, so ergibt sich foy : I — R,
eine ganz normale einstellige Funktion. Ist die Kurve zum Zeitpunkt t differenzierbar und ist
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das Skalarfeld f im Raumpunkt 5(t) differenzierbar, so ist die Funktion f o zum Zeitpunkt t
differenzierbar und hat die Ableitung

¥ SIE0) = 260310 + 560 320 + oo+ 20 Aal0)

Im dreidimensionalen Fall, schreibt man (besonders als Praktiker) die Kurve auch als
(z(t),y(t), 2(t)) und die Kettenregel wird

d 9 o 5
%ﬂx(t),y(t),z(t)):£.¢+£.y+£_z

Zu beweisen brauchen wir nichts. Es handelt sich um einen Spezialfall der allgemeinen Kettenregel.
Die JAcoBI-Matrizen werden multipliziert:

Y1
((fO’V)/(t)) = Jro5(t) = Jr(3(1)) - J5(t) = <§g{1 gxfg Y 88=TJ;> . ’Y:Q
Yn

Dann entsteht (%) durch Vergleich der jeweils einzigen Eintrdige in den entstehenden 1 x 1-
Matrizen.

Ubung. Ich empfehle Thnen, sich die Formel noch einmal unabhiingig von der allgemeinen
Kettenregel durch Betrachtung der Differenz f(z(t+h),y(t+h), z(t+h)) — f(x(t), y(¢), 2(t)) klar
zu machen. Der Trick mit dem achsenparallelen Umweg und Mittelwertsatz liefert

fQx(t+h), y(t + h), 2t + h)) = f(2(1),y(1), 2(t))
h

= L[f(x(t+h),y(t+h), z(t+ k) — f(2(t),y(t +h), z(t + b)) + ...]
= ﬁ[a*f(()Jr&y( )Z(t+h))~[:c(t+h)—m(t)]+...}

= U (a(t) + & y(t+ h), 2(t + h)) - HER=E@

Setzen Sie die Existenz und Stetigkeit aller vorkommenden (partlellen) Ableitungen voraus.

3.3.2 Der Gradient

Statt als Produkt der JACOBI-Matrizen interpretiert man die rechte Seite

of . 0 .

— . t oo =——()) - Yn(t).
TG 10 + (G0 Fa0) ++- .+ F () A0
der obigen Gleichung () auch gern als Skalarprodukt. Ein Faktor ist ¥(¢), der Geschwindigkeits-
vektor der Kurve. Er hiangt nur von der Kurve und nicht von dem Feld ab. Der andere Faktor ist
technisch gesehen die transponierte JACOBI-Matrix von f und héngt nur von dem Verhalten des
Feldes ab. Er wird iiblicherweise Gradient des Skalarfeldes genannt und mit grad f bezeichnet'?:

2L (a)
4
grad f(a) = Jy@)" = | ™

of /-
aq«fn (a)

Die Formel (x) liest sich mit der neuen Bezeichnung so:

L FG(0) = mrad F(3(1)) @ 3(0)

14Der Vektorpfeil ist meine Extravaganz und nicht unbedingt iiblich.
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3.3.3 Eine Anwendung

Ist der Definitionsbereich D C R™ des Skalarfeldes f offen und zusammenhdngend End sind alle
partiellen Ableitungen % in allen Punkten von D gleich Null, ist also grad f = 0, so muf f

konstant sein.

Beweis. Die Idee ist, Kurven durch das Gebiet zu schicken. Wegen des Zusammenhangs kommt
man iiberall hin.

Um das auszufiihren, sei @ € D fest gewihlt und b ein beliebiger Punkt aus D. Wir miissen
f(b) = f(a) nachweisen. Dazu nehmen wir eine Kurve 5 : [0,1] — D mit 4(0) = @ und (1) =
b. Auf die Funktion ¢ = f o# wird der Mittelwertsatz der Differentialrechnung angewendet
©(1) — ¢(0) = ¢'(7). Ausgeschrieben und nach Kettenregel differenziert:

£0)~ @) = 3 42 G) 34() = Y-0-44() = 0.

Also ist f(b) = f(a).

Das ist der Beweis, wie ihn wahrscheinlich jeder Physiker (sobald er aus der Mathematik-Vorlesung
heraus ist) akzeptieren wiirde. Genau genommen, d.h. fiir Mathematiker hat er einen Haken. Der
Zusammenhang von D garantiert uns zwar die Existenz einer Kurve, aber es ist nicht ohne
weiteres klar, dafl diese differenzierbar ist. Gliicklicherweise hatten wir uns aber frither schon mal
iiberlegt (2.2.5), dafl man bei offenen zusammenhingenden Mengen immer eine sogar regulédre
Verbindungskurve findet.

3.3.4 Der Mittelwertsatz fiir Skalarfelder

[+ D — R sei ein auf der offenen Menge D definiertes C'-Skalarfeld. Liegt die Verbindungsstrecke
{a+tb—a):0<t <1} der Punkte a und b ganz in D, so gibt es einen Punkt ¢ auf (sogar im
Inneren) dieser Strecke fiir den gilt f(b) — f(a) = >, ggﬁ @) (b; — a;).

Hier haben wir mit der Differenzierbarkeit kein Problem. Wir betrachten die geradlinig
gleichformige Bewegung von @ nach b, also die Kurve §(t) = a + t(b — a). In Koordina-
ten: y1(t) = a1 + t(by — a1),...,v(t) = an + t(bp, — an). Nun wenden wir auf die Funktion
o(t) = f(711(t), ..., (t)) den Mittelwertsatz der Differentialrechnung aus dem letzten Semester
an:

fiir einen geeigneten Zeitpunkt 7 €]0, 1[. Setzt man ¢ = () = @ + 7(b — @), so verwandelt sich
(*) in die behauptete Gleichung.
Manchmal ist folgende Variante des Mittelwertsatzes passender:

f(&+17)—f(&)zz 8{(@—&-7’17)111»:grédf(a—i—ﬂ')’)oﬁ’

fiir ein 7 € [0, 1]. Sie entsteht aus der vorigen, indem b — @ = ¥ gesetzt wird.

3.3.5 Unabhingigkeit von Variablen

Ist f : D — R ein auf der offenen konvexen Menge D definiertes C*-Skalarfeld, dessen partielle
Ableitung nach x; iberall verschwindet, so hingt f nicht von der i-ten Koordinate ab. Dasselbe
gilt fiir Vektorfelder.

Zum Beweis betrachten wir beliebige Punkte a,b € D, die sich nur in der i-ten Koordinate
unterscheiden. Dann folgt aber f(b) = f(a) sofort aus dem Mittelwertsatz. Nach Voraussetzung
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ist die Strecke von @ nach b ganz in D enthalten, bis auf die i-te sind alle Differenzen bj—a; =0
und 8(%(6) =0, also
_ ~ "L of
fb) = f(a) = p_ 5= (0)(b; —a;) = 0.
j=1 """
Kurioserweise gilt die Aussage nicht mehr fiir beliebige offene zusammenhéngende Definitionsbe-
reiche.

3.3.6 Die Richtungsableitung eines Skalarfeldes

Wir betrachten wieder einen inneren Punkt a des Definitionsbereiches D C R" eines Skalarfeldes
f- Dazu wird in beliebiger Richtung noch ein Einheitsvektor € fixiert. Wegen der Offenheit kann
man von & aus in Richtung +¢é jeweils ein kleines Stiick gehen, ohne den Definitionsbereich von
f zu verlassen. Ist also § > 0 geniigend klein, so ist die Funktion ¢t — f(a + t€) fiir t €] — 6, 9]
definiert. IThre Ableitung im Nullpunkt wird Richtungsableitung von f im Punkt @ und in Richtung
€ genannt und mit %(d) bezeichnet. Als Formel

of . fla+hé)—f@)

g¢ (@ = lim, h ‘
Offensichtlich sind die oben diskutierten partiellen Ableitungen auch Richtungsableitungen und
zwar gerade die Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen, sprich: der kanonischen Basis-
vektoren. % = aagf
Um einem mdéglichen Mif3verstindnis vorzubeugen: Der Grenzwert limy_,o bei der Berech-
nung der Richtungsableitung ist beidseitig gemeint (positive und negative h). Als Richtung darf
man sich nicht nur einen Strahl vorstellen, sondern die ganze Gerade. Allerdings mit einer Orientie-
rung (‘Durchlaufsinn’) versehen. Folglich dndert die Richtungsableitung auch nur das Vorzeichen,
wenn der Vektor € gegen —€ ausgetauscht wird.

Beobachtung. Wenn die Funktion f im Punkt a total differenzierbar ist, so existieren alle Rich-
tungsableitungen. Sie lassen sich aus den partiellen Ableitungen und den Koordinaten des Rich-
tungsvektors nach der Formel

%(a) - %(a)-e1+§—f2(a)-ez+...+§—i(@)-en = grad f(a) o @

berechnen.
Um das einzusehen betrachten wir die Kurve ¥(t) = @ + t€ mit dem konstanten Geschwindig-
keitsvektor €. Dann wird offensichtlich, daf

of d . _ - _ . - .

oL (@) = 5 1(3(0)) = grad f(3(0)) # 3(0) = grad f(a) o 7,
wie behauptet. .
Achtung. Ohne die Voraussetzung der totalen Differenzierbarkeit gilt diese Aussage nicht. gradif
kann existieren, ohne dafl auch andere Richtungsableitungen existieren miissen.

Bemerkung. Die gefundene Formel kann auch gewissermaflen riickwérts gelesen werden. Dann
charakterisiert sie den Gradienten von f im Punkt @ als denjenigen Vektor, dessen Komponente
in Richtung des Einheitsvektors € die Richtungsableitung ist.

3.3.7 Die Extremaleigenschaft des Gradienten.

f sei ein C'-Skalarfeld. Ist grad f(a) # 0, so zeigt der Gradient in die Richtung des stirksten
Wachstums der Funktion.

d
Genauer: Ist § = grfif der Einheitsvektor in Gradientenrichtung und € ein beliebiger Ein-
’ grad fH
heitsvektor, so gilt
2| <|erias@] - Hia.
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Das folgt aus der obigen Charakterisierung der Richtungsableitung und der CAUCHY-
ScawARZschen Ungleichung (||€]] = 1):

of grad f
9 ‘grad f H

—gradfeg= 2L
g

= ‘gradfoé" < ngade el = ng?éde =grad f e

Warnung. Auch wenn man im Gebirge (Funktionsgraph) auf einer Kammlinie, einem Gipfel oder
einem Sattelpunkt steht, gibt es meist eine Richtung, in der es am stérksten bergauf/bergab geht.
Diese wird aber nicht vom Gradienten angezeigt, da dieser als Nullvektor dann keine Richtung
hat.

3.3.8 Geometrische Interpretation der Gradientenrichtung

Ich betrachte ein in R? definiertes C'-Skalarfeld F(z,y,z) und setze ¢ := F(xo, 0, 20). In 3.2.7
hatten wir die Gleichung der Tangentialebene an die Niveaufliche I' = {(x,y, 2) : F(x,y,2) = ¢}
im Punkt pg = (x0, Yo, 20) als

OF OF OF
%(myo,zo) (x—wo) + afy(xmyo,zo) (Y — o) + E(ﬁfo,ymzo) (z2—20)=0

gefunden. Bedingung war, dafl nicht alle partiellen Ableitungen verschwinden. Diese Gleichung
lesen wir jetzt als

OF
%z (%0, Y0, 20) T — g )

0= %(xo,yo,zo) 4 Y=Y = grad F'(po) ® (p — Do)
OF zZ— Z20.

5(3307310, 20)

Das gilt fiir alle p aus der Tangentialebene und 148t sich so interpretieren: der Gradient steht auf
der Tangentialebene an die Niveauflaiche senkrecht. Meist kiirzt man das ab und sagt, daf§ der
Gradient auf der Niveaufliche selbst senkrecht steht. Die Aussage gilt auch, wenn der Gradient
verschwindet; nur hat sie dann keinen Nahrwert.

Dasselbe gilt natiirlich auch in héheren Dimensionen (n > 3) und fiir Niveaulinien (n = 2).

3.4 Implizite Funktionen I: der skalare Fall
3.4.1 Heuristische Beschreibung des Problems

Um zu verstehen, worum es in diesem Abschnitt eigentlich geht, erinnern wir uns an den Ab-
bildungsbegriff. Jedem Element aus dem Definitionsbereich wird genau ein Element aus dem
Wertebereich zugeordnet. Die Elemente konnen dabei auch unter- oder nebeneinandergeschriebe-
ne Paare, Tripel, etc. von Zahlen sein. Mehrstellige Funktionen, Vektorfelder etc. fallen also auch
unter diesen Begriff.

Angenommen F ist eine Funktion, die jedem Zahlenpaar (z,y) € D C R? eine reelle Zahl zuord-
net. Dann kann man folgende Vorschrift formulieren

(*) ordne einem gegebenen x dasjenige y zu, fiir das F(z,y) = 0 gilt

und hoffen, dafl auf diese Weise eine neue jetzt einstellige Funktion entsteht. Wenn das klappt,
spricht man von der durch die Gleichung F(z,y) = 0 definierten impliziten Funktion. In den
meisten Fillen klappt es jedoch nicht, weil zu manchen gegebenen x gar kein oder mehrere y
existieren. Man kann die Chancen von (x) verbessern, indem man nicht alle denkbaren z-Werte
sondern nur solche aus einem (kleinen) Intervall zuldfit und auch von den y-Werten zusétzlich
verlangt, daf} sie in einem kleinen Intervall liegen. Wenn das funktioniert, so wird y durch die
Gleichung F(x,y) = 0 lokal als implizite Funktion von z definiert.

Bevor ich zu einer exakten Definition komme, will ich dasselbe Problem noch geometrisch be-
schreiben. Die Gleichung F(z,y) = 0 definiert in der Ebene eine Niveaulinie (zumindest bei
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anstdndigen Funktionen F'). Man kann fragen, ob dieselbe Linie auch als Funktionsgraph aufge-
fafit werden kann. Selbst bei sehr anstdndigen Funktionen klappt das nicht. Man mache sich das
Problem am Beispiel der Kreisgleichung 22 + y? = 1 klar. Der Einheitskreis ist kein Funktions-
graph. Pickt man sich aber einen Punkt auf der Kreislinie heraus, so kann man fast immer ein
kleines offenes Rechteck um diesen Punkt legen, innerhalb dessen die Kreislinie zum Funktions-
graphen wird. Ausnahmen bilden die beiden Punkte (—1,0) und (1, 0). Jedes Rechteck, das einen
dieser Punkte im Inneren enthélt, mufl zu gewissen x-Werten sowohl positive als auch negative
y-Werte einschliefen, deshalb ist die Kreislinie in der Ndhe dieser Punkte kein Funktionsgraph.
Die schlechten Punkte erkennt man daran, daf} in ihnen die Tangenten an den Kreis parallel zur
y-Achse verlaufen.

Das ganze noch elnmal rechnerlsch gesehen: Es ist global keine (elndeutlge') Auflésung y =
der Kreisgleichung 22 + y? = 1 moglich. Um fast alle Punkte (a,b) mit a® + b? = 1 4Bt smh
aber ein Rechteck legen, in dem die Kreisgleichung 22 + y? = 1 nach y aufgeldst werden kann.
Entweder y = v/1 — 22 falls das Rechteck oberhalb der z-Achse liegt, oder y = —v/1 — 22, falls
das Rechteck unterhalb der z-Achse liegt. Nur in der Ndhe der Punkte (£1,0) geht das nicht.
Leider sind nicht alle praktischen Beispiele so einfach zu durchschauen: uneingeweiht erkennt
man sicher nicht, ob die Gleichung 22 + y2 +4® = 3 in der Nihe des Punktes (1, 1) eine Funktion
definiert.

3.4.2 Definition

Als Generalvoraussetzung fiir den ganzen Abschnitt nehmen wir an, dafl die zweistellige Funk-
tion F(z,y) in einer offenen Teilmenge von R? definiert ist und im gesamten Definitionsbereich
stetige partielle Ableitungen besitzt. Weiter sei F'(a,b) = 0.

Wir sagen, dafi die Funktion F(z,y) in der Ndhe des Punktes (a,b) die Variable y lokal als
(implizite) Funktion von = definiert, wenn es offene Intervalle I 5 a und J 3 b und eine Funktion
f I — R derart gibt, dafl fir x € [,y € J

Man kann dasselbe auch so sagen: es gibt offene Intervalle I > a und J > b sowie eine eindeutig

bestimmte Funktion f : I — J mit f(a) =b und F(z, f(z)) =0 fir alle z € I.

3.4.3 Der eindimensionale Satz iiber implizite Funktionen

F sei eine C*-Funktion und F(a,b) = 0. Wenn %(a, b) # 0, so definiert F' die Variable y in der
Nihe von (a,b) als implizite Funktion von x. Die entsprechende Funktion f : I — R ist stetig und
differenzierbar (im geniigend klein gewdihlten offenen Intervall I) und ihre Ableitung berechnet

| o8 (a f(r) 5 (,0)
, _ & J(T) / — 0z \™7)
sich als f'(x) = %5 (m,f(x)) Speziell ist f'(a) = %5 (a,b)'

Der Beweis verlduft in mehreren Schritten (machen Sie beim Lesen unbedingt Bilder!). Zunéchst
finden wir I und J, so daf tatséchlich in I eine Funktion definiert wird, d.h. zu jedem x € I genau
ein y € J derart existiert, dafl F(x,y) = 0.

OBdA nehmen wir g—i(a, b) > 0 an (sonst wird mit —1 multipliziert). Wegen der vorausgesetzten
Stetigkeit der partiellen Ableitung gibt es dann ein Rechteck s < z < t, u <y < v, das (a,b)
enthélt und in dem p051t1V ist.

Bei jedem festen x G]s,t[ ist die einstellige Funktion y — F(z,y) auf Ju,v[ streng monoton
wachsend, denn ihre Ableitung ist strikt positiv. Das gilt speziell auch fiir die Funktion F'(a,y).
Da diese im Punkt b Null ist, muf} sie im Punkt w echt kleiner und im Punkt v echt gréfer Null
sein: F(a,u) < 0 und F(a,v) > 0.

Jetzt halten wir u fest und betrachten F'(z,u) als Funktion von x. Sie ist stetig in |s,¢[ und im
Punkt a negativ. Dann ist sie auch in einer Umgebung von a negativ. Indem wir das Intervall |s, [
notfalls nachtriglich verkleinern, kénnen wir annehmen, daf F'(z,u) < 0 fiir alle z €]s, t[. Dasselbe
Argument angewendet auf F'(z,v) erlaubt uns nach eventuellem nochmaligem Verkleinern von
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]s, t[ anzunehmen, dafl F(z,v) > 0 fiir alle 2 €]s, t[. Ich behaupte, daf} I =|s,t[ und J =]u, v[ die
verlangten Intervalle sind.

Tatséchlich ist fiir jedes © €]s, t[ die Funktion y — F(x,y) streng wachsend auf |u, v[, negativ im
Anfangspunkt u und positiv im Endpunkt v. Also gibt es genau eine Nullstelle, d.h. ein y €]u, v]
mit F(x,y) =0.

Als n#chstes wollen wir die Stetigkeit der impliziten Funktion einsehen. Da auf alle Punkte
(z, f(z)) mit z € I dieselbe Voraussetzung (ndmlich %—5 # 0) wie auf (a,b) zutrifft, gentigt es, die
Stetigkeit von f im Punkt a nachzuweisen. Die folgt aus den bereits angestellten Uberlegungen;
wir miissen uns das blofl noch klar machen. Sei € > 0 gegeben. Indem wir ¢ notfalls verkleinern,
kénnen wir u < b—e < b < b+ ¢ < v annehmen. Wegen der strengen Monotonie von F(a,y) und
F(a,b) =0, muB F(a,b—¢) < 0 < F(a,b+e¢) gelten. Die Stetigkeit von F(x,b+e) liefert dann ein
6> 0, s0daB F(z,b+e) 0 fiir z € [a — 6,a+ 6[. Fiir diese 2-Werte liegt also die Nullstelle f(x)
von F(z,y) zwischen b — ¢ und b + ¢. Mit anderen Worten: aus |z —a| < d folgt |f(x) — b| < ¢,
wie von der Stetigkeit verlangt.

Schliellich wollen wir noch zeigen, dafl die implizite Funktion f eine Ableitung besitzt, die sich
nach der angegebenen Formel berechnet. Wieder geniigt es, den Punkt a zu betrachten, weil auf
die anderen Punkte (z, f(x)) aus I x J dieselben Voraussetzungen wie auf (a,b) zutreffen.

Wir lassen h eine kleine Zahl # 0 sein und schreiben fiir f(a + h) — f(a) kurzzeitig Af. Es geht
um den Grenzwert des Differenzenquotienten % fir h — 0.

Nach Mittelwertsatz 3.3.4 gibt es fiir alle kleinen A und &, ein passendes 7 zwischen 0 und 1, so
daB

F(a—|—h,b—|—k)—F(a,b):g—i(a+7'h,b+7k)-h—!—%—};(a—&—ﬁb,b—l—rk)-k:.

Setzt man hier k¥ = Af und beriicksichtigt f(a) = b, so hat man
Fla+h,b+Af)=F(a+h, fla+h)) =0= F(a,b), also

OF OF Af 9L (g 4 7h,b+ TAf)
0=— hb4+7Af) -h+ — h,b+7Af)-A der =% =_0z .
am(a-i-T b+TAS) ht Oy (at7h,b+7Af)-Af  oder h %(a+rh,b+7Af)

(Warum ist der letzte Nenner fiir alle kleinen h von Null verschieden?) Jetzt 18t man h — 0
gehen. Dann geht A f gegen Null (Stetigkeit von f schon bewiesen) und wegen der Stetigkeit der
partiellen Ableitungen von F', ergibt sich als Grenzwert tatsichlich

9 (a,b)
flla) = —552——.
(@)= "0r, 3

Bemerkung. Die Bedingung %—5 2 0 ist hinreichend fiir die Existenz der impliziten Funktion.
Sie ist aber nicht notwendig: Die Gleichung 2% — ¢ = 0 definiert iiberall die identische Funktion.
Aber im Nullpunkt sind beide partiellen Ableitungen Null.

Bemerkung. Die Formel fiir die Ableitung kann man sich immer wieder schnell herleiten, indem
die Gleichung F(x, f(z)) = 0 nach der Kettenregel differenziert wird

OF oF / _
o0 @@+ 5o (@) - f(z) =0

und dann nach f’(x) umgestellt. Auch praktisch wird man meist so rechnen. Diese Rechnung
ersetzt den obigen Beweis allerdings nicht, denn bevor man so rechnen kann, mufi man wissen,
dafl f differenzierbar ist.
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3.4.4 Beispiele
Die Gleichung 22 + 32 +y° = 3 wird vom Punkt (1,1) erfiillt. In der Nihe dieses Punktes handelt

es sich bei dieser Niveaulinie um einen Funktionsgraphen, denn
Ol +y? +y° — 3]
Ay

(1,1) =2y + 594’(1,1) =770

Die Ableitung der entsprechenden Funktion ergibt sich durch Differenzieren der Gleichung (nach
2 ) und anschlieBendes Umstellen:

—2 o —2 2
TR speziell y'(1)

/ 4. 7 /

204+ 29y +5y°y =0~y = =5i5 - 7
Zweites Beispiel. Die Kurve'® mit der Gleichung 2> + 4> = 3axy nennt man Kartesisches Blatt.
Dabei ist a ein positiver Parameter. Wir wollen Sie im Bereich = > 0,y > 0 untersuchen. Dort
handelt es sich um eine geschlossene Kurve, bei der ein maximaler y-Wert auftreten muf}, den wir
bestimmen wollen.

Nehmen wir erst einmal an, das passiert in einem Punkt (x,%), in dem F(x,y) = 23 + y® — 3azy
die Variable y als Funktion von x definiert. Dann kann die Ableitung y’ dieser Funktion im Punkt
x ausgerechnet werden indem die Gleichung x3 + y® = 3axy nach z differenziert wird und dabei
y als Funktion von = angesehen.

322 + 3y?%y’ = 3ay + 3azy’.

Da es sich um einen Extrempunkt handelt, muf ¢’ = 0 sein, das liefert die Gleichung 32% = 3ay.
Das kann man nach y umstellen und in die Gleichung der Kurve einsetzen:

x? x?
3+ () = 3ax—— oder 2% = 22343.
a a

Da wir nur an Losungen > 0 interessiert sind, ergeben sich 0 und a+/2. Aus x = 0 folgt y = 0. Der
2
zweite Wert liefert y = % = av/4. Dieser Wert ist heifier Kandidat fiir das gesuchte Maximum.

Allerdings miissen wir noch die Kurvenpunkte untersuchen, in denen y nicht als Funktion von z

definiert wird. Das sind die Punkte wo %—Z =0, also

3y? — 3ax = 0.

Diese Gleichung kann man nun nach x umstellen, einsetzen wie oben usw. Es ergibt sich einfach
das symmetrische Ergebnis

z=aV4 yza\‘o’/i bzw. x =y = 0.
Da /2 < /4, ist der zuletzt erhaltene y-Wert kleiner, also das Maximum y = a+/4 bestiitigt.
3.4.5 Implizite skalare Funktionen mehrerer Verinderlicher
Jetzt geht es darum, eine Gleichung der Form
F(zi,z9,...,2,,y) =0

in der Néhe eines Punktes (ag, as, . .., a,, b) nach y umzustellen. Es ist im gegebenen Zusammen-
hang bequem, Punkte von R" ™ als (Z,y) zu schreiben. Das Ergebnis und sein Beweis ergeben sich
als einfache Modifikationen von 3.4.3; man braucht nur einige Querstriche anzubringen, ||z — a|
statt |« — a| zu schreiben und das offene Intervall I durch eine offene Kugel K zu ersetzen. Bei

15Korrekter: Niveaulinie.
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der Berechnung der nun partiellen Ableitungen wird jetzt Af := f(a + hé;) — f(a) betrach-
tet. Ich empfehle Thnen, den obigen Beweis noch einmal durchzugehen und die entsprechenden
Modifikationen tatséchlich vorzunehmen. Hier ist jedenfalls das Ergebnis:

F sei eine auf einer offenen Teilmenge von R™ ™! definierte C-Funktion und F(a,b) =0. Wenn
%(d,b) # 0, so definiert F' die Variable y in der Ndhe von (a,b) als implizite Funktion von Z.
Die entsprechende Funktion f : K — J ist stetig und differenzierbar (in einer geniigend klein
gewdhlten offenen Kugel K = K;(r)) und ihre partiellen Ableitungen berechnen sich als

Of 2 _ 53,1 (@)
O o (3, f(z))

3.4.6 Vorgriff: héhere Ableitungen der impliziten Funktion

Offiziell haben wir noch nicht tiber hohere partielle Ableitungen von Funktionen gesprochen, aber
spétestens beim Wiederlesen werden Sie diese Passage verstehen.

Alle Voraussetzungen und Bezeichnungen von oben bleiben in Kraft. Wenn F eine C*-Funktion
ist, so ist auch die implizite Funktion f eine C*-Funktion. Das sicht man induktiv an der Formel

Of 2 _ 5@ f(@)
O, o (7, §(z))

Da auf der rechten Seite eine stetige Funktion steht (Verkettung stetiger Funktionen und Quo-
tient mit Nenner # 0), sind die partiellen Ableitungen von f stetig, d.h. f ist mindestens C*.
Dann, frischer Blick, steht aber auf der rechten Seite eine C'-Funktion. Also sind alle 8(% stetig
differenzierbar. Damit wird f zur C?-Funktion usw. Das Argument klappt solange, wie die rechte
Seite aus soundsooft stetig differenzierbaren Funktionen zusammengesetzt ist. Das hédngt aber
nur von der Differnzierbarkeit von F' ab. Durch Anwendung der Quotientenregel entstehen zwar

Nenner, aber das sind alles nur Potenzen von %—5(@, f(@) #£0.

3.5 Implizite Funktionen 1I: der allgemeine Fall

Jetzt wollen wir die Erkenntnisse des vorigen Abschnitts auf Gleichungssysteme (in denen wieder
oBdA alle rechten Seiten Null sind)

Fl(xlv"‘ax’naylv"wym) - 0

F2(£17"',$n7y17"'7ym) = 0
(%) :

Fm(wlv"wxnaylv"wym) - 0

verallgemeinern, die nach den y; aufgelost werden sollen. Es handelt sich um m Gleichungen mit
m Unbekannten, alles andere wire wohl auch kaum sinnvoll. Kompakt kann man das System
schreiben als F(z,7) = 0 wobei F' : R™™™ — R™ ein Vektorfeld ist (das wieder C'! vorausgesetat
wird).

Im Allgemeinen wird eine globale Auflésung nicht gelingen. Wir kénnen aber hoffen, unter ge-
wissen Bedingungen in der Nihe eines gegebenen Punktes @,b mit F(a@,b) = 0 eine Funktion
f: R™ = R™ derart zu finden, da8 ﬁ(f, g) = 0und § = f(z) gleichbedeutend sind. (nimlich fiir
alle 7 € K;(¢) und g € K3(9) fiir passende positive € und 4.)

Die Funktionen f werden auch noch stetig und sogar differenzierbar sein.

3.5.1 Was ist die richtige Bedingung?

Um das herauszufinden versuchen wir die im einfachsten Fall erfolgreiche Bedingung %—5 # 0 so
umzuformulieren, daf3 das Ergebnis auch im héherdimensionalen Fall sinnvoll ist.
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F war als C! Funktion vorausgesetzt. Daraus folgt die totale Differenzierbarkeit im Punkt (a, b).
Es 148t sich also F(z,y) in der Nihe von (a,b) gut durch eine lineare Funktion approximieren. Die
Gleichung F(z,y) = 0 kann in der Nihe von (a,b) nidherungsweise durch die lineare Gleichung

F(z,y) =~ F(a,b) —|—6871;(a, b)(x —a) + %(a, b)(y —b) =0
=0

ersetzt werden. Die Bedingung %—Z(a, b) # 0 ist dann dquivalent dazu, daB sich die approximie-

rende lineare Gleichung nach y umstellen l:ft.
Die entsprechende lineare Approximation des Gleichungssystems (x) sieht so aus (alle partiellen
Ableitungen im Punkt (a,b) genommen)

gi (1 —a1)+...+ gfi (T —an) + 2511 (y1 —b1)+...+ gj; (Ym — b)) = 0
g%(xlfal)+...+gfi(xnfan) + ‘ggf(ylfbl)+...+g;:i(ym—bm) =0
G —a) 4 G —an) G = b))+ G (Y = bn) = 0

Wenn man hierbei die x; als gegeben und die y; als gesucht annimmt, so ist eine hinreichende
Losbarkeitsbedingung fiir das LGS, daf3 die Koeffizientenmatrix vollen Rang hat, bzw., daf} ihre
Determinante nicht verschwindet:

B (@) G(ab) o (a.b)
oF, Sh(a,b) %2(a,b) ... §2(ab)
det( 3 ) = . . . ) £0.
Y : : Tl :
S (a,b) G=(ab) ... FE=(a,b)

Als kompakte Schreibweise benutzt man fiir die Koeffizientenmatrix auch %—I;(d,i)). Es handelt

sich um den hinteren m x m-Teil der JAcOBI-Matrix Jz(a, b). Man spricht auch von einer partiel-
len JAcOBI-Matrix. Determinanten von derartigen Matizen werden als Funktionaldeterminanten

bezeichnet. Sie werden oft auch als % notiert. Ihr Nichtverschwinden ist iibrigens dazu
dquivalent, daf die im Punkt (@, b) berechneten partiellen Ableitungen g—i, g—i, cey 5712 linear

unabhéngig in R™ sind.

3.5.2 Der allgemeine Satz iiber die impliziten Funktionen

Ist F : R"™™ 5 R™ ein C-Vektorfeld, F(a,b) = 0 und det %5(&,5) # 0, dann gibt es offene
Kugeln K und L mit den Mittelpunkten @ bzw. b und eine Funktion f : K — R™, so daf$ fiir alle
zeKundyelL -

Fz,5)=0 <= g5=J@).

Die Funktion f ist stetig und differenzierbar in K und fir ihre JACOBI-Matriz gilt

Wir verzichten auf den Beweis. Um Ihnen den Satz schmackhafter zu machen, gehe ich aber
noch auf einen speziellen Fall ein.
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3.5.3 Raumkurven als Durchschnitte von Oberflichen

Schneidet man zwei Sphéren, so entsteht ein Kreis (im entarteten Fall auch ein Punkt), schneidet
man einen Kegel mit einer Ebene, so entsteht (von entarteten Fiillen abgesehen) je nachdem eine
Ellipse, Parabel oder Hyperbel. Allgemein sollte beim Durchschnitt zweier im Raum gelegener
Oberflachen eine Kurve (im naiven Sinn) entstehen. Der Satz iiber implizite Funktionen bestétigt
das und garantiert sogar die differenzierbare Parametrisierbarkeit der entstehenden Kurven, al-
lerdings nur stiickweise.
Dabei mufl man sogenannte Berithrungspunkte der beiden Fléachen ausschlielen, d.h. gemeinsame
Punkte mit gemeinsamer Tangentialebene (und deshalb linear abhéingigen Gradienten).
Die beiden Fléchen seien durch Gleichungen F(z,vy, z) = 0 und G(z,y, z) = 0 definiert. Der Punkt
(a,b,c) liege auf beiden Flichen, wobei grad F(a,b,c) und gr;id G(a,b, c) linear unabhingig sein
sollen. Dann ist eine der drei moglichen im Punkt (a, b, ¢) berechneten Funktionaldeterminanten
ungleich Null, etwa oF  op
oF,G) | &£ of ‘
oo | K7
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kann man daher z und z in der Nihe von a als diffe-
renzierbare Funktionen von y finden. Es gibt also stetig differenzierbare Funktionen f,g: I — R,
die auf einem b enthaltenden offenen Intervall I definiert sind und die F(f(y),y,9(y)) =
G(f(y),y,9(y)) = 0 fiir alle y € I erfiillen. Also ist der Durchschnitt der beiden Flichen in der
Nihe von (a, b, ¢) gerade die Bahn der differenzierbaren Kurve ¥(y) := (f(y),y,9(y)) mit y € I.

f'(b)
Der Tangentenvektor im Punkt (a,b,c) ist 7'(b) = 1 , wobei die beiden Ableitungen
g'(b)
b,c)f'(b) + b,c) + 2E(a,b,¢)g' (b
aus dem Gleichungssystem gg;  (@:0,0)1'(0) 35 y,(@0:¢) 32 (a,b,¢)g'(b) bestimmt

56 (a,5,0) () + 2 (a,b,) + 2C (a, b, )g'(b)
werden konnen. Das ist oft die schnellere Alternative zur orthodoxen Berechnung von

o RN (%
( 4'(b) > = - 82 aé . % rechte Seite in (a, b, ¢) ausgerechnet.

or 0z
3.5.4 Die lokale Invertierbarkeit

Definition. Ein Punktfeld f : D — R™ mit offenem n-dimensionalen Definitionsbereich heifit
bei a € D lokal invertierbar, wenn es eine offene Menge U mit a € U C D derartig gibt, daf3
V = f(U) offen in R" ist und die Einschrinkung f|U : U — V bijektiv.

Dann gibt es namlich g : V — U, so daB f(g(v)) = o fiir alle v € V und g(f(u)) = a fiir alle
u e U gilt.

Umkehrsatz. Eine C'-Abbildung f : D — R" ist bei a € D bereits dann lokal invertierbar, wenn
ihre JACOBI-Matriz J§(a) invertierbar ist, wenn also die Determinante det Jg(a) nicht Null wird.
In diesem Fall ist auch die lokale Inverse g := (f|U)™!:V — U eine C'-Abbildung und fiir alle
ueU gilt

Tg(f(u)) = (Jp(w) ™"

Diese Aussage 18t sich relativ leicht aus dem Satz iiber implizite Funktionen herleiten, nur darf
man sich nicht davon beirren lassen, dal z und gy die Rollen tauschen.

Sei f(a) = b. Die gesuchte Umkehrfunktion muf ja das Gleichungssystem f(Z) = 7 in der Nithe von
(@, b) nach Z umstellen. Das pafit in das Schema des Satzes iiber implizite Funktionen, wenn wir die
Hilfsfunktion F(z,7) = f(Z) — § benutzen. Damit das Gleichungssystem F(z,7) = 0 bei (a, b) die

Variablen Z als Funktion von ¥ definiert, mufl die partielle JACOBI-Matrix %—g(&, b) invertierbar

6Fj L(a, b) = W(a b) = afJ t(a). Also ist die Auflésbarkeitsbedingung
detaf( )#OoderdetJ (@) £ 0.
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Die Formel fiir die JAcOBImatrix der Umkehrfunktion, nennen wir sie kurz g, folgt leicht aus der
Kettenregel. f(g(Z)) = 7 also ist J§(g(¥)) - J5(z) die Einheitsmatrix J;4(7).

3.5.5 Beispiel

Die Transformation (z,y) — (e” cosy, e” siny) hat die JACOBI-Matrix

T LT o
( ex(:(.)sy i Sy >, also detJ =¢€"
e’siny  e*cosy

iiberall positiv. Die Abbildung ist also iiberall lokal invertierbar. Global ist die Abbildung nicht
invertierbar, wegen der Periodizitdt in y-Richtung. Jeder zur z-Achse parallele Streifen einer
Breite > 27 wird auf ganz R? abgebildet.

3.6 Notwendige Bedingungen fiir Extremwerte

Auf die Definitionen von lokalem/globalem Maximum/Minimum brauchen wir wohl kein Papier
zu verschwenden. Wir werden notwendige Bedingungen fiir das Vorliegen eines Extremwertes
angeben. Mehr ist im Allgemeinen mit ersten Ableitungen nicht zu machen. Wenn wir spéter auch
die zweiten Ableitungen zur Verfiigung haben, wird eine hinreichende Bedingung nachgeliefert.
Generalvoraussetzung. Alle in diesem Abschnitt vorkommenden Funktionen sollen C! sein,
auch wenn das nicht immer ausdriicklich gesagt wird.

3.6.1 Innere Extrempunkte des Definitionsbereiches

Nimmt das C*-Skalarfeld f : D — R in einem inneren Punkt @ von D C R"™ ein relatives Maxi-
mum oder Minimum an, so verschwinden alle partiellen Ableitungen in diesem Punkt: %(a) =0.
Mit anderen Worten: der Gradient ist der Nullvektor.

Beweis. Das ist klar, denn alle partiellen Funktionen ¢ — f(a1,...,a;-1,t,a;41,...,a,) nehmen
im Punkt ¢ = a; einen relativen Extremwert an, also verschwinden ihre Ableitungen.
Warnung. Wie im eindimensionalen Fall ist die Bedingung nicht hinreichend. Neben dem z3-
Effekt, gibt es von der zweiten Dimension an noch die Moglichkeit, dafl beim Durchgang durch a in
der einen achsenparallelen Richtung ein Minimum und in einer anderen achsenparallelen Richtung
ein Maximum durchschritten wird. Man spricht dann von Sattelpunkten. Das populérste Beispiel
fiir dieses Phiinomen ist die Funktion f(z,y) = 22 — y?, deren Graph die sogenannte Sattelfliiche
darstellt.

3.6.2 Extrema unter Nebenbedingungen.

Wieder ist ein Skalarfeld f : D — R mit offenem Definitionsbereich D C R™ gegeben, das
im Zusammenhang mit der Suche nach Extremwerten gern Zielfunktion genannt wird. Wieder
suchen wir relative und eventuell auch absolute Extremwerte, aber diesmal sind nicht alle z € D
zur Konkurrenz zugelassen, sondern nur solche, die gewissen sogenannten Nebenbedingungen
geniigen. Darunter wollen wir endlich viele Gleichungen ¢1(Z) = 0, ¢2(Z) =0, ..., gr(Z) =0
verstehen. Die kann man wieder zu einer vektoriellen Gleichung zusammenfassen §(z) = 0. Sowohl
f als auch § werden C! vorausgesetzt. Die Menge

F={zeR":g§z)=0}

aller Punkte, die der Nebenbedingung geniigen, sollte man sich als eine (n — k)-dimensionale
Fliche in R"™ vorstellen'® (eventuell auch eine Kurve) und gesucht werden die Extrempunkte von
f auf dieser Fliche. @ mufl zu I' gehoren und f(a) mufl groBer (kleiner) sein als f(z) fur alle
z € T', die dicht bei a liegen.

16Das ist nicht immer der Fall, aber normalerweise reduziert jede Gleichung die Dimension der Lésungsmenge
um 1. Vgl. die Dimensionsformel aus der Linearen Algebra.
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3.6.3 Beispiel

In der Ebene suchen wir den minimalen Abstand des Nullpunktes von einem Punkt des Kreises
mit Mittelpunkt (1,3) und Radius 1. Die anschauliche Lésung ist ganz klar: Der Schnittpunkt
der Strecke von (0,0) zum Mittelpunkt (1,3) realisiert das Minimum /10 — 1 = 2, 162.

Wie konnte man aber rechnen? Die Zielfunktion ist /22 + y? und die Nebenbedingung
VE-12+(y-3)2=1.

Sofort konnen wir uns das Leben erleichtern, indem wir bemerken, dafl der Abstand kleinstmdoglich
wird, wenn sein Quadrat kleinstmoglich ist und die Nebenbedingung auch quadriert werden kann.
Die Zielfunktion f(z,y) = x? + y? und die Nebenbedingung g(z,y) = (r — 1)+ (y —2)2 -1=0
sehen schon deutlich sympathischer aus.

Nullsetzen der partiellen Ableitungen bringt gar nichts: g—i =2z = 0 und %]; = 2y = 0 gilt nur
fir x = y = 0, aber der Punkt (0,0) liegt nicht auf der Kreislinie, kommt also als Losung nicht
infrage.

Cleverer ist es, die Nebenbedingung umzuschreiben. Im Fall des Kreises ist das einfach. Die Kurve
148t sich parametrisieren x = 14cost,y = 3+sint. Das setzt man in f ein und sucht das Minimum
der einstelligen Funktion (1 + cost)? + (3 +sint)? = 11 + 2cost + 6sin .

Dazu leitet man ab, setzt Null und 16st die Gleichung 0 = —2sint + 6cost. Da cost = 0 offen-
sichtlich(?) keine Losung liefert, diirfen wir dividieren und erhalten

tant =3 also t=arctan3~1,25 oder ¢=m+ arctan3 = 4,39.

Fiir diese ¢ kann man nun Sinus und Cosinus berechnen usw. Laut Taschenrechner:

V11 4 2cos(1,25) + 6sin(1,25) ~ 4,162 /11 + 2cos(4,39) + 6sin(4,39) ~ 2,162

Der zweite Wert stimmt mit /10 —1 {iberein, der erste ist +/10+ 1 und entspricht dem maximalen
Abstand.

3.6.4 Problem

Leider findet man nicht immer und schon gar keine einfachen Parametrisierungen der Fliche oder
Kurve I' als ganzer. Wenn man lokale Extremwerte sucht, geniigt es aber, diese Parametrisierungen
lokal zu finden, eventuell verschiedene fiir verschiedene Teile der Fliche. Der Satz tiber implizite
Funktionen sagt, daf das geht, solange die C'-Nebenbedingung §(z) = 0 eine JACOBI-Matrix hat,
die in jedem (eigentlich nur in jedem Extrem-) Punkt von I' vollen Rang (nédmlich k) besitzt. Das
geniale an der gleich herzuleitenden Methode besteht darin, daffi man diese Parametrisierungen
gar nicht explizit zu kennen braucht. Um auf die richtige Idee zu kommen, zunéchst eine

3.6.5 heuristische Betrachtung

Die Zielfunktion f(x,y) habe zwei Verinderliche und es gebe nur ein Nebenbedingung g(z,y) = 0.
Dann ist I' = {(x,y) : g(z,y) = 0} eine Niveaulinie. Sei p = (z¢, yo) ein relativer Extrempunkt
von f auf T" und ¢ := f(p) der extreme Funktionswert. Dann ist L := {(z,y) : f(z,y) = ¢}
eine Niveaulinie von f, die mit I' den Punkt p gemeinsam hat. Nehmen wir an, I" wiirde L
schneiden. Wenn wir dann auf I' durch den Punkt p hindurchgehen, iiberschreiten wir'” die
Grenze L zwischen dem Gebiet f < ¢ und f > c¢. Das geht nicht, wenn ¢ Extremwert ist. Also
konnen sich die beiden Niveaulinien I' und L in p nicht wirklich schneiden sondern nur beriihren.
Sie miissen also eine gemeinsame Tangente haben. Und da die Gradienten von f und g jeweils
senkrecht auf der Tangente stehen, liegen auch die Gradienten auf einer Geraden. Anders gesagt:
im relativen Extrempunkt gilt gr_éd f= )\grad g fiir ein passendes .

Machen Sie sich das gegebene Argument noch einmal an dem obigen Beispiel klar. Die Niveaulinien
der Zielfunktion f sind dort Kreise.

7Normalerweise ist das so. Sollte L eine ‘Kammlinie’ sein oder nur aus einem Punkt bestehen, ist der Gradient
Null und das Endergebnis stimmt trotzdem (mit A = 0).
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3.6.6 Die Rechnung im Falle einer Nebenbedingung

Angenommen das C'-Feld f nimmt im Punkt p einen relativen Extremwert auf der Fliche I' =
{Z € R" : g(z) = 0} an, wobei der Gradient der C'-Funktion g im Punkt p nicht verschwindet.

Dann gibt es eine reelle Zahl X mit grad f(p) = Agrad g(p).

Beweis. Wegen grad g(p) # 0 gibt es eine partlelle Ableitung von g, die in p nicht Null ist. Um
die Bezeichnungen einfach zu haben, sei das 6— Dann sagt der Satz iiber implizite Funktionen,
daf sich die Gleichung ¢(Z) = 0 in der Nihe von p mit Hilfe einer differenzierbaren Funktion nach
., umstellen 148t:

9g /-
_ . dy ai (p)
el <= z,=v@1,...,2n-1), wobei  ——(p1,...,pn1) = —5 .
O (p)
Ox,,
 liefert uns also eine lokale Parametrisierung der Fliche I'. Setzt man diese in die Zielfunktion f
ein, so hat die entstehende Hilfsfunktion h(x1,...,2n-1) = f(z1,.. ., Tn-1,0(21,...,Tn_1)) einen
relativen Extremwert im nunmehr inneren Punkt (p1,...,p,—1) ihres Definitionsbereiches. Also

verschwinden dort alle ihre partiellen Ableitungen. Die kann man aber mit Hilfe der Kettenregel
ausrechnen. Fiir ¢ = 1,...,n — 1 ergibt sich

g (=
_ 0Oh _of ,_ af dp _f . 5P of
Setzt man \ := ‘9’" Ep; so wird daraus firi=1,...,n—1
Ban
af dyg
oz, P) =5, (P):

Trivialerweise gilt das aber auch _ﬁir i = n. Also lassen sich die n Gleichungen zu der behaupteten
Vektorgleichung grad f(p) = Agrad g(p) zusammenfassen.

Die so trickreich in das Problem eingefiihrt neue Unbestimmte A heiffit nach ihrem Erfinder La-
GRANGEscher Multiplikator. Er ist mit den gesuchten Koordinaten p1, ..., p, des Extrempunktes
durch die n skalaren Gleichungen Of -(p) = A g 2 (p) verkniipft. Die Koordinaten erfiillen noch die
Gleichung ¢g(p) = 0. Man hat albo n 4+ 1 Gleichungen fiir n 4+ 1 Unbestimmte. Mit einigem Gliick
(und schlimmstenfalls der Hilfe von Computeralgebra) kann man das System 15sen.

Achtung. Die Bedingung grad 9(p) # 0 darf nicht iibersehen werden. Punkte von I, in denen
sie verletzt ist, miissen extra untersucht werden.

3.6.7 Verdichtiger = Téater?

Ich will nochmals darauf hinweisen, dafl wir nur eine notwendige Bedingung fiir Extremwerte vor
uns haben. Ob in verdéchtigen Punkten tatséichlich ein Extremwert (unter Nebenbedingungen)
vorliegt, muf} jeweils extra untersucht werden.

Bei vielen Aufgaben wird nach absoluten Extremwerten auf I' gefragt. Wenn man weif8, daf
es ein absolutes Maximum bzw. Minimum gibt, so muf dieses in einem der verddchtigen Punk-
te angenommen werden. Ob es aber Maximum und/oder Minimum wirklich gibt, bedarf einer
Extrabetrachtung. Ist ' z.B. kompakt, so weil man dafl die Zielfunktion Maximum und Mini-
mum annimmt, die entsprechenden Punkte also unter den verdéchtigen sein miissen. Im nicht
kompakten Fall kann man manchmal folgendermaflen argumentieren. Ist I' C R™ abgeschlossen,
f mindestens auf T' definiert und stetig und gilt limz_, o f(Z) = 00, so nimmt f auf I' einen
kleinsten Wert an. Dieser mufl dann in einem verdéchtigen Punkt angenommen werden. Dabei
ist lim f(Z) = oo, Kurzschreibweise fiir:

fiir alle C' > 0 gibt es R > 0 so da8 f(z) > C falls 7 ¢ Kj(R).
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Beweis. Sei @ € I' beliebig. Wihle R so daf fiir 7 ¢ Ky(R) gilt f(z) > f(a). Die Menge ' :=
I' N K(R) ist abgeschlossen (als Durchschnitt zweier abgeschlossener Mengen) und beschrinkt
(weil in der Kugel enthalten), also kompakt. Aulerhalb von I'p werden von f nur Werte > f(a)
angenommen. Deshalb muf} @ zu I'p gehéren. Wegen der Kompaktheit von I'g gibt es ein b € I'g,
so daBf(b) < f(Z) fiir alle # € T'g. Dann gilt aber fiir ein beliebiges z € T

e entweder Z € I'g, dann f(b) < f(%)
e oder Z ¢ I'g, dann f(z) > f(a) > f(b).

Es ist also f(b) der versprochene kleinste Funktionswert auf I

3.6.8 Beispiel

Wir greifen das Beispiel von oben noch einmal auf. Die Funktion f(z,y) = 22 + 32 ist unter der
Nebenbedingung g(z,y) = (x — 1)*> + (y — 3)®> — 1 = 0 zu minimieren.
Es gibt einen LAGRANGE-Multiplikator A und die drei Gleichungen lauten:

% = /\g—g 20 = A2z—1)
6%6 = 52 also 2y = A2(y—3)
glz,y) = 0 (z-1P2+(y-3°* = 1

Dieses System kann man mit wenig Miihe auflésen. Zunéchst liefern die beiden ersten Gleichungen
r—1=7%, y—3=%. Setzt man das in die dritte Gleichung ein, ergibt sich 22 4+1y? = A2, Damit
ist |A| der gesuchte minimale Abstand; wir brauchen z und y gar nicht unbedingt zu bestimmen.
Weiter kann man die erste und zweite Gleichung nach = bzw. y umstellen und das Resultat in
2% 4 y? = A\? einsetzen:

-\ —3A A2+ 9N

— — 3 — 2
=1 yil—)\ liefert TESNE A

T

also (1 — )2 =10 oder A = 1 4+ /10, damit |\| = v/10 + 1. Der Wert v/10 + 1 ist der maximale
Abstand eines Kreispunktes vom Koordinatenursprung, v10 — 1 der gesuchte minimale.
Halt! Die Gradientenbedingung mufl noch gepriift werden. Es wird aber grad g = (2(””71)

2(y73)) nur im
Punkt (1,3) Null und der liegt nicht auf T'.

Eigentlich liefert die Methode nur ‘extremwertverdichtige’ Punkte auf dem Kreis. Da aber die
stetige Funktion auf der kompakten Menge I' ein Maximum und ein Minimum haben muf3, miissen
die Verdéchtigen auch die Téter sein.

3.6.9 Anwendung: Die A-G-Ungleichung

Wir suchen zunéchst die minimale Summe s + ¢ 4+ v + v von 4 positiven Zahlen, deren Produkt
1 ist. Zielfunktion ist s + ¢ + u + v. Sie wird untersucht unter der Nebenbedingung stuv —1 =0
(auf Positivitit achten wir extra). Es gibt einen Multiplikator A und das Gleichungssystem wird
zZu

% : 1 A - tuv s = Astuv = A

? : 1 = X -suw t = Astuv =\

ol 1 = X-stv also u = Astuv = A

8@7: : 1 = X -stu v = Astuv = A
stuv = 1

Es miissen also s =t = u = v = ) sein und weiter stuv = A\* = 1. Positivitit erlaubt nur A = 1.
Also s =t = u = v = 1. Der entsprechende Funktionswert ist 1+ 1+ 1+1=4.

Damit haben wir einen einzigen verdachtigen Punkt, in dem ein Extremwert vorliegen koénnte.
Der Gradient von g im Punkt (1,1, 1,1) besteht auch aus lauter Einsen, ist also sicher nicht Null.
Uberhaupt ist gradg = 0 nur moglich, wenn eine Koordinate Null ist; das passiert nicht auf I,
d.h. neben dem gefundenen gibt es keine weiteren verdéchtigen Punkte.
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Um zu sehen, daf} es sich um das Minimum der Zielfunktion handelt, schneiden wir den Definiti-
onsbereich in Gedanken ab. Auf der kompakten Menge

{(s,t,u,v) eR*:stuv =1; 0< s <5, 0<t<5 0<u<5 0<v<5}

hat s+t + u + v ein absolutes Minimum, das < 4 sein muf.

Auflerhalb der abgeschnittenen Menge ist wenigstens eine Koordinate > 5 und daher s+t+u-+v >
5. Das heiflt, das Minimum auf der abgeschnittenen Menge ist auch globales Minimum. Da es
aber nur einen verdachtigen Punkt gibt, mufl dieser auch der Téter sein.

Folgerung. Das geometrische Mittel G = +/abed von 4 positiven Zahlen ist héchstens so grofi
wie das arithmetische Mittel A = %(a + b+ c+d). Gleichheit A = G besteht genau dann, wenn
a=b=c=d.

Zum Beweis setzen wir s = &, t = %, u=gundv = %. Dann ist stuv = % = 1, also
d

s+t+u+v24,wasgerade%240der6’§M#:Abedeutet.

Bemerkung. Offenbar kann man denselben Beweis auch fiir 5, 6, 7, ... positive Zahlen fiihren;
die A-G-Ungleichung gilt fiir beliebig viele positive Zahlen.

Noch eine Bemerkung. Die Nebenbedingung stuv = 1 148t sich sogar global nach v umstellen
und dann in die Zielfunktion einsetzen. Dann ist nur noch die dreistellige Funktion s +¢+u+ ﬁ
ohne Nebenbedingungen zu minimieren. Das geht durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen,

wird aber eher schwerer als die LAGRANGE-Methode.

3.6.10 Mehrere Nebenbedingungen

Hier gebe ich nur das Rezept an. In den Ergénzungen gibt es fiir Kenner und Liebhaber einen
Beweis in einem hinreichend allgemeinen Fall. Die beteiligten Funktionen sind (stillschweigend)
C'-vorausgesetzt. Angenommen, die Zielfunktion f : D — R nimmt im Punkt @ unter den
Nebenbedingungen g1(z) =0, ..., gx(T) = 0 einen relativen Extremwert an und die JACOBI-Matrix

(gg; (d)) hat vollen Rang. Dann gibt es Skalare Ay, ..., \x mit

grad f(a) = M\grad g1 (@) 4+ Asgrad g2(@) + . . . + Argrad gi (@),

i Koordinaten:

of
658@‘

dg1

Ogr, ,_
i (a)

8xi

(@ =M

(d) + Ao

1=1,...,n.

81’1‘

Zusammen mit den k Gleichungen g;j(a) = 0 liefern diese n Gleichungen ein System, aus dem
man (mit etwas Gliick) die k +n Unbestimmten A1,..., g, a1,...,a, bestimmen kann. Die auf-
tauchenden \; nennt man wieder LAGRANGE-Multiplikatoren.

Im Hinblick auf eine hinreichende Bedingung halten wir gleich noch fest

Zusatz. Hat man die \; und @ nach obigem Rezept bestimmt und erweist es sich, daf$ die Hilfs-
funktion h(Z) = f(Z) — Mg1(Z) — ... — Mg (T) im inneren Punkt @ ihres Definitionsbereiches
einen relativen Extremwert annimmt, so besitzt auch f im Punkt a einen relativen Extremwert
auf der Fliche T'.

Um den Zusatz zu begriinden, nehmen wir an, daf h(a) < h(Z) fir alle Z mit d(a,z) < 4.
Sei jetzt d(a,z) < § und € T'. Da auf I' die g; alle Null sind, haben wir dann

f(a) = h(a) < h(z) = f(2),

wie von einem lokalen Minimum auf I" verlangt.
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3.6.11 Ein exotischer Fall
0g; og og og
Nehmen wir an, dafl die JACOBI-Matrix (ai (a)) = ((’%cgl(a)’ 8—19:2((’1), ce 811((1)) vollen

Rang hat. Dann hat auch ihre Transponierte (grad g1(a), grad g2(a), ... ,gréd gk(d)) vollen Rang.

Solange k < n ist, bedeutet das, daf§ die Gradienten grad gi(a) linear unabhingig sind. Das ist
ganz gut zu wissen.

Ist £ > n so befindet sich unter den grad gi(a) eine Basis von R" aus ihr 1iBt sich jeder Vektor,
also auch grad f linear kombinieren. Die notwendige Bedingung ist also auf jeden Fall erfiillt
(unabhiingig von f!). Es liegt auch immer ein relativer Extremwert vor, denn (ohne Beweis) a
ist in diesem Fall isolierter Punkt von I'; es gibt in geniigender Ndhe von a gar keine weiteren
Punkte auf I' deren Funktionswerte zu iiber- bzw. unterbieten wéren. Die obige Aussage gilt also
auch dann, ist aber wertlos.

3.6.12 Beispiel

Gesucht sind Maximum und Minimum der Zielfunktion f(z,y,2) = 2z + y + 2z unter den zwei
Nebenbedingungen 2 + 4y? + 422 = 4 und (z — 1)? + y? + 2?2 = 1. Die beiden Gleichungen
definieren eine kompakte Menge (warum?), also existieren die gesuchten Extremwerte.

Die LAGRANGE-Gleichungen lauten:

2 = 22z +2u(xz—1)
1 = 8\y+2uy = (BA+2u)y
1 = 8iz+2uz = (8A\+2u)z

Die letzten beiden Gleichungen zeigen (8\ + 2u) # 0 und (daher) y = z sowie y # 0 # z. Setzt
man y = z in die Nebenbedingungen ein, erhélt man 22 + 8y? =4 und (v —1)? +2y% = 1.
Daraus z? = 4(z — 1)? oder £z = 2(z — 1), also z = 2 oder = 2. Aus z = 2 wiirde aber wegen
2% 4+ 8y? = 4 folgen y = 0, das geht nicht. Also ist # = 2 und y = z = +2.

In den beiden verdichtigen Punkten (%, %, %) und (%, f%, f%) nimmt f die Werte % und 0 an.
Wer an dieser Stelle aufhort, hat jedenfalls das Maximum der Funktion f verfehlt, denn (2,0,0)
erfiillt beide Nebenbedingungen und f(2,0,0) =4 > 3.

2z 2(x —1)
Wo werden die beiden Gradienten | 8y und 2y linear abhéngig? Entweder einer
8z 2z

von ihnen ist der Nullvektor, das passiert in (0,0,0) bzw. (1,0,0), beide Punkte erfiillen die
Nebenbedingungen nicht. Oder einer ist Vielfacher des anderen. Falls y oder z nicht Null sind,
muf der Faktor 4 sein, woraus 2x = 8(z — 1) oder x = 2 folgt. Setzt man das in die beiden
Nebenbedingungen ein, so ergibt sich 4(y? + 22) = 4 — (%)2 % und 3% 422 = %, das geht nicht.
Bleibt der Fall y = z = 0. Dann kann x beliebig sein und die Nebenbedingungen liefern den oben
schon aufgefiihrten Punkt (2,0,0), in dem also das Maximum angenommen wird.

e

3.6.13 Noch ein Beispiel mit zwei Nebenbedingungen

Gesucht sind Maximum und Minimum der Funktion f(x,y,z) = zy + yz auf der Ellipse, die
sich beim Schnitt des Zylinders 22 + y? = 2 mit der Ebene y + z = 2 ergibt. Hier haben wir
die Nebenbedingungen g(z,y,2) = 22 + y*> — 2 = 0 und h(x,y,2) = y + 2z — 2 = 0. Also gibt es
zwei LAGRANGEmultiplikatoren, die im Extrempunkt die Gleichungen grad f= /\grad g+ /,Lgrgmd h
erfiillen. Damit haben wir das Gleichungssystem:

y = 2 x4+ u0
r4+z = 2 y+upl
Y A0+ pl

I
DO

22 4 2
y+z

|
O
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Aus der letzten Gleichung sehen wir y = p. Das gestattet p zu eliminieren. Statt A fithren wir
noch die Unbestimmte a := 2\ ein. Die drei Kordinaten des Extrempunktes lassen sich dann
durch  und a ausdriicken:

rT=x Y =ax z=2—ax.
Das wird in die beiden restlichen Gleichungen substituiert:

2/(a? +2a — 1),
2/(14 a?).

r+z = ay+y ~ 2+(2—-ax) = o’r+axr oder «x
22 +y? = 2 ~> 22+ a’z? = 2 oder z?

Wenn man die erste der beiden erhaltenen Gleichungen quadriert und dann beide gleichsetzt, so
erhélt man

4 2
02120 1) =i daraus (a? +2a — 1) = 2(1 + o?) also a? + 40 — 40 — 1 = 0.

Gliicklicherweise sieht man die beiden Lésungen o« = £1 mit bloBem Auge. Nach Division durch
a? — 1 bleibt fiir die restlichen Losungen die Gleichung a? +4a+1 =0 daraus a« = —2 + /3.
Statt jetzt zu den vier gefundenen as die Koordinaten der ‘mutmaflichen’ Extrempunkte zu
bestimmen (diese sind nicht gefragt), versuchen wir die Funktionswerte in diesen Punkten direkt
aus « zu berechnen. Dazu benutzen wir die zweite LAGRANGE-Gleichung:

flz,y,2) =ylx+2) =ylay+19) = (1 +a)y? = (1 4+ a)a’z? = (1 + a)a?

1+a?
Setzt man die vier potentiellen Werte fiir « ein, so ergeben sich
3 ) 3 )
a=1:f=2 a=-1:f=0 a:\/§—2:f:§\[—§ a:—\/§—2:f:—§ 3- 3

Da die Funktion auf der Ellipse Maximum und Minimum annimmt, miissen diese unter den
gefundenen Werten sein. Daher Maximum = 2 und Minimum = —% 3— 5

Damit der letzte Schlufl stimmt, muf} allerdings noch gepriift werden, daf§ die beiden Gradienten
von g und h auf der Ellipse nicht linear abhéngig werden (sonst hétten wir eventuell Punkte
iibersehen). Das sieht man aber mit blofem Auge:

- 2z 0 B 0
gradg=| 2y | #| O und gradh= 1| 1
0 0 1

Alternative Losung. Wir Paramertisieren die Ellipse und driicken die Zielfunktion durch den
Parameter aus. Die Bedingung 22 + y? = 2 wird von = v2cost und y = v/2sint befriedigt.
Damit dann noch y + z = 2 wird, muB z = 2 — v/2sint gesetzt werden. Dann ergibt sich

f =2sintcost +V2sint(2 — V2sint) = sin 2t — 2sin ¢ + 2v/2sin .

Diese Funktion auf Extremwerte zu untersuchen ist, jedenfalls per Hand auch nicht ganz einfach.
Ein programmierbarer Taschenrechner kann sie aber plotten und dann sieht man im Intervall
[0, 27] vier relative Extremwerte, die unseren vier as entsprechen.

3.6.14 Was tun, wenn die Bedingungen nicht erfiillt sind?

Angenommen, wir sollen das Maximum einer Funktion f auf der abgeschlossenen Kugel K;(r)
bestimmen. Um iiberhaupt Differentialrechnung verwenden zu kénnen, wird von f vorausgesetzt,
dafB es sich um eine C'-Funktion handelt, die in einer offenen, die Kugel umfassenden Menge de-
finiert sein soll. Jedenfalls folgt aus der Kompaktheit von K, da8 es ein absolutes Maximum gibt.
Es zu finden, ist eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung, die allerdings nicht in unser bis-
heriges Schema pafit. Der Ausweg besteht darin, die Aufgabe in zwei zu teilen. Man sucht erstens
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nach relativen Extremwerten in der offenen Kugel K5(r) und zweitens nach relativen Extremwer-
ten auf dem Rand. Der 148t sich ndmlich durch eine Nebenbedingung, der oben behandelten Art
beschreiben: Y (z; — a;)? — 72 = 0.

Danach mufl man unter den (hoffentlich endlich vielen) gefundenen verdichtigen Punkten noch
nach dem grofiten Funktionswert Ausschau halten.

Schlimmer sieht es aus, wenn statt der Kugel ein abgeschlossener Wiirfel zu untersuchen ist. Dann
ist ndmlich der Rand nicht mehr als ganzes durch eine Nebenbedingung ¢ = 0 zu beschreiben,
sondern jeweils nur ein Stiick des Randes. Man muf} das Innere des Wiirfels und jede Seitenfléiche
extra behandeln. Das fiithrt im dreidimensionalen Fall bereits auf 146 Teilaufgaben, die hinter-
her wieder zusammengefithrt werden miissen. Schlimmer noch: die Seitenflichen bestehen selbst
wieder aus einem ‘inneren Teil’ und ihrem Rand. Das macht dann bald wirklich Miihe. Hier ist
noch ein eher harmloses

3.6.15 Beispiel

Angenommen es ist das Maximum und das Minimum der Funktion f(z,y) = zy im (schief
stehenden) Quadrat @ = {(z,y) : |z| + |y| < 1} zu bestimmen.

Die Extremwerte kénnen angenommen werden (a) im Inneren des Quadrates oder auf dem Rand.
Im zweiten Fall kénnen Sie (b) im Inneren der Quadratseiten liegen oder (c¢) Eckpunkte sein.

(a) Wird der Extremwert im Inneren von @ angenommen, so handelt es sich sicher auch um
einen relativen Extrempunkt von f (beziiglich der ganzen Ebene). Diese findet man als Lésungen
des Gleichungssystems

of _, of _
or 7 Oy

0, in unserem Fall also y =0, x =0.

Die einzige Losung (0,0) liegt auch wirklich im Inneren des Quadrates.

(b) Liegt der Extrempunkt im Inneren einer Quadratseite, so wird in ihm ein relativer Extrem-
wert der Zielfunktion auf der entsprechenden Geraden realisiert. Diese Punkte werden gefunden,
indem man f jeweils unter der Nebenbedingung (4 Teilaufgaben) y = £z 41 untersucht und nach-
sieht, ob die gefundenen Losungen im inneren der Strecken liegen. Fiir die linke obere Quadratseite
(y=x+41bzw. y — 2z — 1 =0) ergibt sich das Gleichungssystem (1 LAGRANGEmultiplikator)

y o= A 1 1 1

T = A daraus A== und x = —=,y = =, der Seitenmittelpunkt.
2 2 2

y = x+1

Analog ergeben sich die anderen drei Seitenmittelpunkte (j:%, :i:%) als verdéchtig.

(c¢) Bisher noch nicht beriicksichtigt sind die vier Eckpunkte (£1,0) und (0, £1).

Damit haben wir insgesamt neun Punkte gefun-
den, in denen die Extremwerte angenommen werden
kénnten. Von diesen liefern (3, ) und (=%, —1) den
Funktionswert i, die beiden anderen Seitenmitten
den Funktionswert —% und die fiinf anderen Punkte
0. Damit sind j:i als grofiter und kleinster Funkti-
onswert gefunden.

3.7 Abschweifung: Extremwerte von quadratischen Formen und der
Satz iiber die Hauptachsentransformation

Wir werden beweisen, dafl jede symmetrische Matrix mit reellen Eintréigen eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren besitzt. Gleichzeitig wird beschrieben, wie die Eigenwerte und Eigenvektoren
(im Prinzip) gefunden werden kénnen.
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3.7.1 Zur Erinnerung

Fiir beliebige £ und ¥ aus R" und jede quadratische Matrix A € M(n x n;R) gilt AZ oy =
7 o ATjj. Dabei bezeichnet A7 die transponierte Matrix. Ist A symmetrisch, also A = AT, so gilt
stets AZ ey =2 o Ay,

3.7.2 Nebenrechnungen

Wir betrachten zunichst irgendeine Matrix A = (a;;)7;—; € M(n x n;R) und die zugehorige
quadratische Form @ : R" — R mit Q(z) := AZ e ¥. Dabei soll ¥ = 7 der Ortsvektor des
Punktes Z sein (den wir sonst auch mit 7 (Z) bezeichnen). Bodensténdiger aufgeschrieben:

n
Q(.f) = Z QAijT;T ;-
ij=1
Weiter sei s : R — R definiert durch s(Z) = 27 + 23 + ... + 22 — 1, so daf die Nebenbedingung
s(Z) = 0 die Einheitssphére von R™ beschreibt. Schliefilich betrachten wir fiir festes b eR" das

durch gz (z) := b e Z definierte Skalarfeld.
Wir wollen die Gradienten dieser Funktionen ausrechnen. Zwei iiberblickt man sofort:

0 dgr - - -

3 - 2z; und agb =1 daher grads(Z) =27 und gradg;(Z) =0 (konstant).
T £

Bei der Berechnung von % braucht man nur die Summanden zu beriicksichtigen, in denen x;

wirklich vorkommt. Das sind aiixf sowie a;jz;x; und aj;zjz;, jeweils fiir alle j # . Daher ergibt
sich 90 . .
oz (i‘) = 2a;;T; + Z aijTj + Z a;iT; = Z Qai;T; + Z Qj;T;-
! j#i i j=1 j=1

Untereinandergeschrieben ergeben diese partiellen Ableitungen den Gradienten:

>oi—i(ary +aj1)z;
n

Zj:1(a21;+aj2)$j (44 4T3,

grad Q(z) =
Z;-Lzl(amj + ajn)T;
Bei symmetrischem A ergibt sich also  grad Q(z) = 2A%.
3.7.3 Der erste Eigenwert

Von nun an sei A eine symmetrische Matrix. Die zugehorige quadratische Form @ ist stetig und
hat daher auf der Einheitssphire S := {# € R" : s(Z) = 0} ein Maximum, das im Punkt b
angenommen werden moge.

Wegen grad s(b;) = 2b; # 0 gibt es einen LAGRANGE-Multiplikator A1, so daf

grad Q(by) = A grad s(by) also 2A4b; = A\ (2b1).
Da man durch 2 kiirzen darf, ist A\; Eigenwert und by Eigenvektor von A. Auflerdem ist
Q(El) = Agl L] 51 = )\151 051 = )\1”51”2 = Al.

Daher ist Ay gleich dem Maximum der Form @ auf S. Analog zeigt man iibrigens, dafl auch das
Minimum von @ auf S Eigenwert ist, daran sind wir aber im Moment nicht interessiert.
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3.7.4 Der zweite Eigenwert

Als néchstes lassen wir nur noch solche Punkte von S zur Konkurrenz zu, deren Ortsvektoren
senkrecht auf b 1 stehen.

Diese bilden auch eine kompakte Menge auf der @ ein Maximum (das notwendig < A; sein
muB) hat. Sei by ein Punkt in dem dieses Maximum angenommen wird und b o der zugehorige
Ortsvektor. Genauer hat ) im Punkt by ein relatives Maximum unter den Nebenbedingungen
$(z)=0 und by e =0 bzw 95, (%) = 0.

Da grad s(by) = 265 und grad 951(52) =b, orthogonal also linear unabhingig sind, gibt es zwei
LAGRANGE-Multiplikatoren, die ich mit A\ und p bezeichne:

grad Q(b2) = A; grad s(by) + p grad g;_ (b2) also  2Abg = Ao(2bs) + b 1.

Um einzusehen, dal © = 0 sein muf}; multiplizieren wir die entstandene Gleichung skalar mit bi.
Dann ergibt sich links

2A52 051 = 252 OAgl = 252 .)\151 = 2)\ng 051 =0
(wegen der Symmetrie, darf man A ’riiberwerfen) und rechts
2)\252051 +M51 051 =2X-0+p-1=p.

Kiirzt man 2Ab o = )\2(252) + 0b; noch durch 2, so folgt Agg = A\obo. Es ist also A Eigenwert
und b zugehoriger Eigenvektor, der nach Konstruktion orthonormal zu b1 steht.

Dieselbe Rechnung wie oben zeigt dann auch noch, dal Q(bs) = Az. Der Eigenwert ist also selbst
das Maximum von @ auf der verkleinerten Sphére.

3.7.5 Und so weiter

Wenn wir berei_‘gs ]f, <n —_‘1 Eigenwerte \;1 > Aoy > ... > A\; mit den zugehorigen orthonormalen
Eigenvektoren b1,bs,...,b haben, so suchen wir im k + 1ten Schritt das Maximum der Form @
unter den k£ + 1 Nebenbedingungen

S(i') :Oa gl;l(:f) :07 952(i’) :Ov LR ggk(‘,f) :07

Diese definieren eine (wegen k < n nichtleere) kompakte Menge, also gibt es darin einen Punkt
Bk+17 in dem @ maximal wird. Der zugehorige Ortsvektor b1 ist automatisch (so sind die

Nebenbedingungen gerade gewiihlt) orthonormal zu b Tyevns b k. Die im Punkt by ; ausgerechneten
Gradienten der Nebenbedingungen sind

ki1, b1, ba, ..., b
also linear unabhéngig (wegen der Orthogonalitéit), daher gibt es LAGRANGE-Multiplikatoren:
grad Q(bp11) = Apy1grad s(byo1) + pigrad 95, (bes1) + ... + ppgrad gg’k(gk—&-l)

also  2Abgi1 = 2Xey1bpp1 + b1 + ...+ prb . Skalare Multiplikation mit b1, ..., by zeigt,
daB die p1, ..., alle Null sind. Etwa fiir b; ergibt sich links

2A8k+1 Ogi = 251@-{-1 .Agl = 25k+1 OAigi = 2/\igk+1 OEi =0
und rechts
2>\25k+1.gi+ﬂlgl.gi+~-~+,U/igi.gi+-~+/1«kgk.gi =2X0-0+p1-04. . .4 pi- 14+ 4 pg-0 = py.

Es bleibt also 2Agk+1 = 2)\k+1gk+1 bzw. Al_;kH = )\k+1gk+1 iibrig. Da sich Agy; auch wieder als
Q(bk11) erweist, ist es nicht grofer als das vorherige Maximum (das auf einer grofleren Menge
gesucht wurde).
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3.7.6 Schluf}

Die oben beschriebene Prozedur 1483t sich solange fortsetzen, bis n—1 orthonormale Eigenvektoren
b1,ba,...,b,_1 gefunden sind. Zu diesen gibt es nur noch zwei orthogonale (einander entgegen-
gesetzte) Einheitsvektoren, einer davon sei b ,,. Ich zeige, daf dieser automatisch Eigenvektor von

A ist. Da die bs offensichtlich eine ON-Basis von R bilden gilt
Agn = algl + 04252 + ...+ anflgnfl + )\ngn

fiir geeignete Skalare. Wegen der ON-Eigenschaft kann man diese aber ausrechnen:

— — -

= Al_;n ogi = gn oAgi = l_;n e Nb,=\b,eb;, =0.

Daher ist Ab n= )\nl_; » und wir haben wirklich einen Eigenvektor vor uns.

AuBerdem hatte b, bei allen vorherigen Runden auch die Chance gewéhlt zu werden. Da das
nicht passiert ist, kann der Wert Q(g n) = Ab, b, = Ab, ®b, =\, nicht grofler sein als eines
der frither beriicksichtigten As. Mithin ist \,, der kleinste Eigenwert.

3.8 Hohere partielle Ableitungen

werden auf die naheliegende Weise definiert. Ich beschrinke meine Diskussion auf ein Skalarfeld
f: D — R von dem wir annehmen wollen, daf} in allen Punkten aus D die partielle Ableitung g—f
existiert. Dann definiert diese selbst wieder ein Skalarfeld, das man partiell ableiten kann. Wenn

die partielle Ableitung von é% nach z; in einem Punkt a existiert, so bezeichnet man sie statt
of
mit ‘;’”1 normalerweise mit 5 8f (@) und spricht von einer zweiten partiellen Ableitung von f.

Auch die Schreibweisen fay oder fm sind gebrauchlich.
Was man zweimal gemacht hat, kann man versuchen 6fter zu tun. Falls die entsprechenden Grenz-
werte existieren, entstehen dritte, vierte, ..., r-te partielle Ableitungen.

3.8.1 Der Satz von SCHWARZ

Die Reihenfolge in der die Ableitungen genommen werden ist im allgemeinen wichtig: %@J; kann

durchaus von % verschieden sein. In fast allen Beispielen, die im Leben vorkommen, kommt es
aber nicht auf die Reihenfolge an. Der entsprechende Satz stammt von dem Berliner Mathematiker
HERMANN AMANDUS SCHWARZ, den wir schon von der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung
kennen. In auslédndischen Lehrbiichern heifit dieselbe Aussage oft auch Satz von CLAIRAUT.

Existieren die ersten partiellen Ableitungen 8fA , 8an und die gemischte Ableitung Zg in einer

Umgebung eines Punktes a und ist letztere im Punkt a stetig, dann existiert in diesem Punkt auch

die andere gemischite Ableitung 8T~gr und ist der ersten gleich.
z; 0z,

Wir sprechen von einer C2-Funktion, falls im (offen gedachten) Definitionsbereich alle zweiten
partiellen Ableitungen existieren und stetig sind. Dann sind automatisch auch die ersten Ablei-
tungen und die Funktion selbst stetig.

Der SCcHWARZsche Satz sagt unter anderem, dafl es bei C?-Funktionen nicht auf die Reihenfolge
ankommt, in der die verschiedenen zweiten Ableitungen genommen werden.

Analog definiert man C"-Funktionen fiir gréfere r und sieht (per Induktion), dafl es nicht auf die
Reihenfolge ankommt.

Fiir solche Funktionen muss man nur angeben, nach welcher Variablen wie oft abgeleitet wurde.

Man schreibt etwa %(a, b, c) fiir jede der Ableitungen fi.z.z, frzanz, fozzaza, €5C.

In 4.4.2 werden wir einen sehr durchsichtigen Beweis fiir eine etwas schwéchere Variante des
SCHWARZschen Satzes bekommen. Einen Beweis der Vollversion gibt es in der Literatur und in
den Ergédnzungen.
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3.9 Die TAYLORsche Formel fiir Skalarfelder

wird aus der TAYLORschen Formel fiir einstellige Funktionen hergeleitet. Da n jetzt iiblicherweise
die Dimension des Raumes bezeichnet, werden wir das r-te TAYLOR-Polynom und das entspre-
chende Restglied R, untersuchen.

Wir betrachten wieder ein Skalarfeld f : D — R mit offenem Definitionsbereich, dessen r 4 1-
te partielle Ableitungen in D stetig sein sollen. @ sei ein fester Punkt von D. Wir wollen die
Funktion f(Z) durch ein Polynom in (z; — a;) approximieren, wobei sich die Koeffizienten mit
Hilfe der partiellen Ableitungen von f im Punkt a bestimmen lassen sollen. Die Formeln werden
durchsichtiger, wenn wir T als a + ¢ fiir einen passenden Vektor ¢’ schreiben. Dann soll also ein
Polynom T, (v1,ve,...,v,) r-ten Grades gefunden werden, so da f(a +v) = T,.(7) + R, (¢') und
das Restglied R, (¢') moglichst explizit bestimmt werden kann.

... und moglichst klein ist.

3.9.1 Der Trick

besteht darin den Vektor ¢ voriibergehend als fest anzusehen und die einstellige Funktion
o(t) = f(a + t¥) zu betrachten. Das funktioniert, wenn die ganze Strecke von @ nach a + ¥
im Definitionsbereich von f enthalten ist.

Wenn f eine C™"1-Funktion ist, dann ist auch ¢ 7 + 1-mal stetig differenzierbar und es gilt
(TAYLORsche Formel mit LAGRANGE-Restglied; die Potenzen 1% weggelassen)

1

I et (€)

(4) #(1) = 9(0) +£/(0) + 52" 0) + ...+ 0 + o

2
fiir ein geeignetes £ zwischen 0 und 1. Setzt man fiir ¢ wieder f ein, erhélt man daraus f(a+7) =
f(@) + .... Um den Ausdruck der fiir ... steht ansprechend und sachgerecht aufzuschreiben,
miissen wir noch iiberlegen, wie sich die Ableitungen von ¢ durch die partiellen Ableitungen von

f ausdriicken lassen. Die erste Ableitung von ¢ also %f(al + tvy, ag + tua, ..., an + tv,) ergibt
sich nach der Kettenregel:
af d of . . d af d
t t — tv) - — t — t n +tu,
8x1( a+1t7)- - (a1 + U1)+ax2(a+ V) (a2 +tvz) + .. +8xn( a+17) - - (an + tvn)
of of of ..
=L L (a+t it =L (@ + tT)vy,.
8x1(a+ )1+82(a—|— T )vg +3$n(a+ 7))

Um die zweite Ableitung zu bestimmen, mufl man jeden Summanden (a—l—tv )v; nach t ableiten.
Das geht nach demselben Schema und liefert

dt?f( t7) = a%lg—;(a—f—tv)vlvl + 622 88%; (@+t0)vivg + ...+ %%(d—&—tﬁ)vwn
+ a%lg—(athv)vgvlJr Fos Das (@+t0)vovg + ...+ gﬂ 8872(?1+t17 VaUp,

+

+ 371 52 (@ +t0)vpvr + BzQ aaf (@+t7)vpvs + . .. + 2= 2L (@ + t7)v, vy,

Mit Summenzeichen wird es kurz und {ibersichtlich: Z?jzl %(d + t0 ) v;v;.

; 0T
Fiir die hoheren Ableitungen verfihrt man schrittweise genauso. Das allgemeine Resultat kann
man so aufschreiben:

(k) Vs Ve -0
p() = t’f f z:1 z:1 Z 8.%‘“ 896@2 .0z, prar raer Pl GRS
11 12 ’Lk

Diese immer ldnger werdenden Summen kann man nun in () einsetzen und erhélt die TAYLORsche
Formel. Ich will das nicht allgemein machen, weil das Resultat ein Wust von Summenzeichen wird,
aus dem nicht viel hervorgeht. In der Praxis kriegen Sie das bei Bedarf schon hin.
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… und möglichst klein ist.


Wegen der C™t! Voraussetzung diirfen die partiellen Ableitungen in der Reihenfolge vertauscht
werden. Also kann man von den n* Gliedern der oben aufgeschriebenen ¢*)- Summe noch viele
zusammenfassen, ndmlich jeweils alle, in denen gleich oft nach x1, xo usw. abgeleitet wurde, wenn
auch in verschiedenen Reihenfolgen. Auch das schreibe ich nicht allgemein auf. Die Koeffizienten
sind dieselben, die entstehen, wenn die Summe (z1 + z2 + ... + xn)k ausmultipliziert wird. Ich
beschrinke mich auf

3.9.2 Die TayLORsche Formel fiir Funktionen von zwei und drei Variablen

Fiir zweistellige Funktionen kann man alles einigermaflen iibersichtlich sortieren. Zunéchst ergibt
sich bei den Ableitungen eine vollsténdige Analogie zum Binomischen Satz.
Fir ¢(t) = f(a + tu, b+ tv) gilt

©(0) = J;(a,b) Lo
') = % <a bu+ G (a, v
©"(0) = (%2 (a b)u? +2818y (a, b)uv+ o 2(a b)v?
©"(0) = ZL(a,b)ud +3Way (a,b)u? v+3awy (a,b)uv? + £ Sh(a, bp?
k ) k k k
(p(k) (O) = %uk + kazi)*{t?yukilv + (IQC) 8x3*J8y2 ut= %y oot %Uk

_ k. _9*f _pogq
= Zp+q:k plgl dzpoya VU7

wobei 0z° bedeuten soll, da8 nach = nicht abgeleitet wurde. Die Binomialkoefﬁzienten(k) zéhlen
ja gerade, wieviele k-Tupel aus Ixen und Ypsilons es gibt, bei denen p mal x und ¢ = k — p mal
y auftaucht (bzw umgekehrt).

Nun ist (Z) = o ;! und in der TAYLORschen Formel wird die k-te Ableitung durch k! geteilt.
Dann ergibt sich nach einsetzen in (*) folgendes:

fla+u,b+v) = f(a,b) + Z L oy (a,b) - uPv? + R, (u,v).

1. q! POy4
Sz, P! 0xPOy
Wer nicht davor zuriickschreckt, kann auch f(a,b) = 5 aﬁ) gy (a,b)u®v? in die Summe einbezie-

hen. Das Restglied ergibt sich als

1 ot
R (u,v) = Z » 'axpﬁfq (a+ &u, b+ &v) - uPol.
o= P a0y

Ganz analog ergibt sich das TAYLORpolynom (und das Restglied) in héheren Dimensionen. Ich
schreibe noch den Fall von drei Verinderlichen auf (danach braucht man Indizes mit Indizes,
wodurch die Sache nicht viel klarer wird):

Z 1 ap+q+s f

Tr(uv v, ’LU) = p' . q' . sl axpayqazs

(a,b,c) - uPviw®
ptqts<r

Voraussetzung fiir die Giiltigkeit ist C"*! und da die Funktion f auf der ganzen Strecke
von a nach a + U definiert ist.

3.9.3 Die Restgliedabschitzung im allgemeinen Fall

Wir nehmen immer noch an, unser Skalarfeld ist C™*'. Dann sind alle 7 + 1-ten partiellen Ablei-
tungen stetig und also in einer abgeschlossenen Kugel mit Mittelpunkt a beschriankt, etwa durch
die Konstante M. Das Restglied R,.(7') bei der TAYLOR-Formel ist eine Summe aus n(r“) dieser
partiellen Ableitungen, geteilt durch Fakultdten und multipliziert mit jeweils r + 1 Faktoren v;.
Wegen |v;| < ||7]], kénnen wir jeden Summanden durch M -||7||" ™" abschéitzen. Da es nur endlich
viele Summanden sind, ergibt sich folgendes.
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Das Restglied R, der TAYLORentwicklung eines C"t'-Skalarfeldes f in einem inneren Punkt a
des Definitionsbereiches kann fiir alle geniigend kleinen Vektoren v durch C - ||17||TJrl abgeschdtzt

R
werden, wo C von f und a aber nicht von U abhdngt. Speziell ist lim |T_,(|1|)T) =0.
70 ||V

Das ist, im Gegensatz zur oben angegebenen LAGRANGE-Form, die PEANO-Form des Restgliedes:

fla+7)=T.(0) + p(@) - |7]|", wobei  lim p(7) = 0.

7—0

3.10 Hinreichende Bedingungen fiir Extremwerte

Essei D CR™ f: D — R eine C?-Funktion und @ ein innerer Punkt von D, in dem der Gradient
von f verschwindet (sogenannter kritischer Punkt). Um zu untersuchen, ob in a tatsiichlich ein
lokaler Extremwert angenommen wird, werden wir jetzt die zweiten Ableitungen von f heranzie-
hen, genauer die aus ihnen gebildete quadratische und (wegen C? nach SCHWARZ ) symmetrische
sogenannte

3.10.1 HEssE-Matrix

0%f /= 8%f (= 22f -
aia;f(a) Ox10xo (CL) e Ox10x, (a)
*f (o 2f(a 2f (&
Hf(@) _ dz2071 (a) da2 (a) SRR o I (a)
82f. . 82f. i N 82f. i
Oz, 011 ( ) Ox20x2 ( ) to Ox2 (a’)

Zu dieser Matrix gehort eine quadratische Form, die fiir den Vektor v € R" nach der Vorschrift

(Hy(a)v) o0 bzw. ausfiihrlich

berechnet wird. Bis auf den Faktor % ist die HESSE-Form der quadratische Teil des in a entwickel-
ten TAYLOR-Polynoms

n 6 1 n 62
f@+ Y oL@+ f
i=1 v

Ist a@ kritisch, so wird der lineare Teil 0 und das Verhalten von f in der Néhe von a 148t sich meist
aus dem Verhalten des quadratischen Teils beurteilen. Dessen positive/negative (semi-)Definitheit
ist ausschlaggebend fiir den Charakter des Punktes a. Bevor ich das genauer formuliere eine kurze

3.10.2 Abschweifung: positiv definite quadratische Formen

Definition. Man nennt eine quadratische Form Q(v) = HU e ¢ positiv definit, wenn Sie aufier
fiir den Nullvektor nur strikt positive Werte annimmt. Positiv semidefinit bedeutet, dal Q(7) > 0
fiir alle ¥. Entsprechend wird negativ (semi) definit definiert. Quadratische Formen, die sowohl
positive als auch negative Werte annehmen, nennt man indefinit.

Fiir jede symmetrische quadratische Matriz H mit zugehériger quadratischer Form Q(U) = HU oU
sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Q ist positiv definit.

(2) Alle Eigenwerte von H sind positiv.
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(3) Alle ‘Eckdeterminanten’ (vornehm ‘Hauptminoren’)

hii B hii hia his
hi1, 1 12 , hot hos hog |, ..., detH
Par oz h31  hzz has

stnd positiv.
Die Aquivalenz (1) <= (3) nennt man Kriterium von SYLVESTER.

Fiir eine symmetrische 2 x 2-Matrix ( “ lc) ) fithren beide Kriterien auf

b

a>0 und ¢>0 und ac>b?

(wobei ¢ > 0 aus a > 0 und ac > b* folgt).

Wenn man der Matrix die negative Definitheit ansehen will, braucht man nur ihre entgegengesetz-
te auf positive Definitheit zu untersuchen. Da bei den Eckdeterminaten die —1 aus allen Spalten
herausgezogen werden kann, ergibt sich je nach Spaltenzahl die Forderung eines positiven oder
negativen Vorzeichens. Genauer: Hv o ¥ ist genau dann negativ definit, wenn alle Figenwerte
negativ sind, bzw. die Eckdeterminanten alternierende Vorzeichen haben (mit — beginnend).

Beweis der Aquivalenzen.

Fiir die symmetrische Matrix H gibt es eine ON-Basis b 1, b 2y e b » von R™ aus Eigenvektoren.
Die Numerierung soll (schon im Hinblick auf die Anwendung unten) so vorgenommen sein, dafl
die zugehorigen Eigenwerte wachsen: A\ < Ao < ... < A\,

Sei jetzt Q positiv definit, dann ist 0 < Q(gz) —Hb,eb; =\b;eb; = \;.

Sind umgekehrt alle As positiv und # gegeben, so kénnen wir & = > | Bil_; i schreiben und

errechnen . .
QF) = HT o7 = (Y BiHb:) o (3 5:) = > Mif >0,
auBer alle 8; sind null, d.h. fiir # = 0. Damit ist (1) <= (2) bewiesen.

Fiir (1) = (3) sei Q positiv definit. Da die Determinante von H gleich dem Produkt der Eigenwerte
ist, folgt aus obiger Aquivalenz sofort det H > 0. Mit Q ist auch die auf R¥ definierte Form
U = Q(vy,...,vk,0,...,0) positiv definit. Die Determinante der zugehérigen Matrix, also der
k-te Hauptminor von H ist dann auch positiv.

Es bleibt (3) = (1) zu sehen. Das geht induktiv nach n und der Fall n = 1 ist trivial. Nehmen
wir an, die Aussage wiire fiir symmetrische (n —1) x (n — 1)-Matrizen richtig. Sei H' das Resultat
der Streichung von letzter Zeile und Spalte in der Matrix H. Dann sind alle Hauptminoren von
H’ auch Hauptminoren von H, daher positiv und die Induktionsvoraussetzung besagt, dafl die
zugehérige Form Q' positiv definit auf R™ ™! ist. Wenn wir R" ! mit dem Unterraum U von R"™
identifizieren, der aus allen Vektoren mit letzter Koordinate 0 besteht, dann ist @ auf diesem
Unterraum mit @' identisch: Q( ) =Qu1, ..y Up— 1,0) =Q (ul, oyUp_1) >0 falls U 5@ # 0.
Sei weiterhin V := span{bl, 2} Dann gilt fiir v = 51 1+ ﬂgbz IS V wie oben, daf

Q(T) = MBT + A2B3 < Aa(B5 + B3) = Ao|T°.

Der n — 1 dimensionale Unterraum U und der zweidimensionale Unterraum V haben einen min-
destens eindimensionalen Durchschnitt. Sei @ # 0 in diesem Durchschnitt. Dann gilt

0< Q) wegen W € U und QW) < \ow||* wegen @ € V.
Das zeigt Ay > 0. Wegen der angenommenen Ordnung der Eigenwerte sind dann auch As, ..., A,
positiv.

Nach Voraussetzung ist aber auch das Produkt aller As positiv (némlich det H als Hauptminor).
Dann mufl auch A; und mithin alle Eigenwerte positiv sein.
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3.10.3 Uber den Charakter von kritischen Punkten
Mit den Bezeichnungen von oben:

(1) Wenn f im kritischen Punkt @ ein lokales Minimum annimmt, so ist die zur HESSE-Matrix
Hy(a) gehirende quadratische Form positiv semidefinit.

(2) Ist die zu Hy(a) gehorende Form positiv definit, so liegt in @ ein striktes lokales Minimum
vor.

Analoge Aussagen gelten fiir lokale Maxima und negative (semi-)Definitheit.

Beim Beweis beider Aussagen ist wieder folgende einstellige Hilfsfunktion ¢ niitzlich, die nach
Fixierung eines Vektors ¢ # 0 gebildet wird (eigentlich miisste man ¢z schreiben):

o(t) :== f(a+1t7).

Da @ ein innerer Punkt des Definitionsbereiches von f ist, ist ¢ mindestens in einem kleinen
Intervall | — 4, 6[ definiert, das 0 enthilt. Da f als C2-Funktion vorausgesetzt wurde, ist auch ¢
zweimal stetig differenzierbar und die Ableitungen lassen sich nach der Kettenregel bestimmen
(vgl. die Rechnungen im Zusammenhang mit der TAYLORschen Formel):

—

cp’(t):Z af_(d+t17) v, =grad f(@a+t0)eT

und
" o
v (t) B = 3acj8xi

7,i=1

(a+t0)vv; = (Hp(a+t0)0) o T

Zu Aussage (1). Wenn f in @ ein lokales Minimum annimmt, dann nimmt ¢ in 0 ein lokales
Minimum an. Nach unseren Erkenntnissen aus dem vorigen Semester ist dann ¢’(0) = 0 und
©"(0) > 0 (letzeres weil sonst ¢ in 0 ein striktes lokales Maximum annehmen wiirde). Weil
¢"(0) = H(a)7 e ¥ > 0 unabhiingig von also fiir alle 7 # 0 gilt, muB die zu H(a) gehorende
Form positiv semidefinit sein.

Zu Aussage (2). Sei jetzt die zu Hy(a) gehdrende Form positiv definit. Um a als striktes lokales
Minimum nachzuweisen, suchen wir ein positives r so dafl f(a + @) > f(a) fir alle ¥ mit 0 <
[T <.

Die positive Definitheit von H (@) macht sich an der Positivitit der Eckdeterminanten der Matrix
Hy(z) im Punkt Z = a fest. Diese Determinanten sind Summen von £ Produkten von zweiten
Ableitungen von f und daher nach Voraussetzung stetig. Wegen der Robustheit des Vorzeichens
stetiger Funktionen, bleiben die Eckdeterminanten von Hy(Z) auch in einer Umgebung von a
positiv. Es gibt also ein r > 0, so daf fiir alle z € K, () € D und alle 7 # 0 gilt (H;(Z)7)e7 > 0.
Dieses r ist wie gewiinscht. Sei némlich 0 < ||| < r. Wir benutzuen die TAYLORsche Formel fiir
die (ausgehend von diesem @' gebildete) Hilfsfunktion ¢:

p(1) = ¢(0) + ¢/(0) + 5 (6),

wobei 0 < £ < 1. Oben hatten wir die Ableitungen von ¢ ausgerechnet. Setzt man das Ergebnis

ein, ergibt sich
1

f@a+7) = f(a)+grad f(a) o7 + = (Hy(a+£(0)T) o0

[\

Nun ist aber grad f(@) = 0 und wegen ||¢7]| = £||7]| < ||7]| < r auch (Hf(a+&0)v) @0 > 0.
Daher f(a+ ¥) > f(a), wie gewiinscht.

Bemerkungen. Wie gesehen, ist positive Semidefinitheit der HESSE-Form notwendig fiir das
Vorliegen eines lokalen Minimums. Sie ist aber nicht hinreichend. Beispiel ist die Funktion

f(x,y) = y? — 2. Positive Definitheit ist umgekehrt auch nicht notwendig: f(z,y) = 2* + y*
hat in (0,0) ein absolutes Minimum, aber die HESSE-Form ist dort die Nullform.
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3.10.4 Der Spezialfall zweier Verinderlicher

Gilt fiir die Funktion f(xz,y) im inneren Punkt (a,b) ihres Definitionsbereiches

of O 2f Pf, . f 02f ’
a—x(a, b) = a—y(a, b) =0 und @(a, b) >0 und w(a, b) 87y2(a/7 b) > m(@,b) ,
so hat f in (a,b) ein striktes lokales Minimum. Die Bedingung

of . _Of 0 f Pf, . Of O f ’
D (a,b) = 9y (a,b) =0 und 92 (a,b) <0 und 92 (a,b) 952 (a,b) > 920y (a,b) |

ist hinreichend fiir ein striktes lokales Mazximum.

Wenn die Determinante der HESSE-Matrix negativ wird, ist die entsprechende Form indefinit.
Als Ubungsaufgabe koénnen Sie das im Fall von zwei Variablen beweisen und anschlieBen daraus
folgern, daff im Fall grad f(a,b) = 0 und det Hy(a,b) < 0 ein Sattelpunkt vorliegt, d.h. es gibt
dann zwei (aufeinander senkrecht stehende) Einhritsvektoren () und (1), so daB f(a+tu, b+tv)
fiir t = 0 ein striktes Minimum und f(a + tp, b+ tq) ein striktes Maximum annimmt.

3.10.5 Beispiel

Wir untersuchen die Funktion z+y+ xiy auf Extremwerte im (offenen) Definitionsbereich z,y > 0
Nullsetzen der ersten Ableitungen liefert

1 0 1
—: 1——=0,alsoz’y=1 und —: 1—— =0, alsoay®=1.
ox 2y 0y xy?

Dividert man die Gleichungen durcheinander, so folgt £ = 1, also y = x. Eingesetzt 2 = 1 und
daher z = y = 1. Das ist der einzige verdachtige Punkt. Ob wirklich ein Extremwert vorliegt und
welcher Natur er ist, ergibt sich durch Untersuchung der HESSE-Matrix. Die zweiten partiellen

Ableitungen sind
02 2 02 2 ud 9? 1
_— _— = — u

ox?  yx3’ Oy?  y3zx’

dxdy 2242

Daher ist die HESSE-Matrix im Punkt (1, 1) gleich . Nach dem oben genannten Krite-

2 1
1 2
rium ist sie positiv definit, also liegt ein striktes lokales Minimum vor.

4 Integrale

4.1 Darstellung von Funktionen durch Integrale

Gegeben sei eine zweistelige Funktion f(z,t) die (mindestens) auf einem Rechteck [a,b] X [c, d]
definiert sein soll. Wir nehmen an, da8 fiir jedes fixierte = € [a, b] die einstellige Funktion

[e,d] = R mit ¢+ f(z,t)

integrierbar ist. Unten wird diese Bedingung immer deshalb erfiillt sein, weil f auf dem Rechteck
zumindest stetig ist. Das Integral fcd f(z,t) dt hingt von dem festgelassenen x ab; wir bezeichnen
es mit F(x). Man sagt, dal die neue Funktion F : [a,b] — R durch das Integral fcd fz,t)dt
dargestellt wird. Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, wie sich Eigenschaften von f auf F'
iibertragen. Die eben beschriebenen Voraussetzungen und Bezeichnungen sind bis auf Widerruf
fest und werden nicht dauernd wiederholt.
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4.1.1 Vorbemerkungen
Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert folgende Formeln:

of

=g swa  wa D[ e a= e

c

Das sieht man sofort, wenn man bei festem x die Hilfsfunktion ¢(t) = f(z,t) einfiihrt. Die zweite

Formel gilt fiir stetiges f; die erste setzt die Stetigkeit von % voraus.

4.1.2 Stetigkeit
Satz. Ist f stetig auf dem Rechteck [a,b] X [c,d], so ist F stetig auf dem Intervall [a,b].

Wir werden sogar die gleichméflige Stetigkeit nachweisen und schétzen dazu ab:

d d
/ f(xl,t)dt—/ f((EQ,t)dt =

Wegen der Stetigkeit auf dem kompakten(!) Rechteck ist f sogar gleichméiBig stetig. Es gibt also
fiir jedes vorgegebene positive € ein § > 0, so daf fiir alle a < x1,22 < bund ¢ < ty,t5 < d aus
V(1 —29)2 + (t1 — t2)? < § folgt |f(z1,t1) — f(xg,t2)| < 5= Gilt also |21 — 2| < 6, so ist
der Integrand des letzten Integrals iiberall < daher

d d
fen0) ~ flazt)de] < [ 17(ont) - Saait) at

o)

|F(z1) — F(z |</ |f(z f(z )|dt</d€dt—g<5
2 17 2) . 2(dfc) _2 )

wie verlangt.
Wenn man die Stetigkeit mit Hilfe von Grenzwerten ausdriickt, kann man die gerade bewiesene

Aussage auch als
b b
lim / flz,t) dt = / f(zo,t) dt
Tr—>To a a

4.1.3 Verallgemeinerung auf variable Grenzen

schreiben.

Manchmal braucht man Integraldarstellungen etwas allgemeinerer Art:
h(z)
Flz) = / Fo.t)dt.
9(x)

Dabei soll fiir die Funktionen g, h : [a,b] — R stets g(z) < h(z) gelten und f(z,t) mufl mindestens
auf der Menge {(z,t) : a <z < bund g(z) <t < h(z)} definiert sein.

Satz. Wenn f,g und h stetig sind, so ist auch F' stetig.

Das fithrt man am elegantesten durch eine Variablentransformation (Substitution) auf den Fall
mit festen Grenzen zuriick. Bei festem x € [a, b] fithrt man die neue Integrationsvariable u mit

t=g(2) +u(h(@) — g(x)) und dt = [h(x) - g(x)] du
ein. Dann variiert u zwischen 0 und 1 und das Integral wird zu
= | (@) + u(h@) - o@)) - o) = g(a))

Jetzt steht rechts ein Integrationsintervall mit festen Grenzen und der Integrand héngt in [a, b] x
[0,1] stetig von x und u ab. Nach dem vorigen Satz ist F(z) also stetig.
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4.1.4 Differenzierbarkeit; LEIBNIZ-Formel
Wir betrachten jetzt wieder den Fall fester Grenzen.

Satz. Angenommen f ist auf einer das Rechteck umfassenden offenen Menge definiert und
besitzt eine stetige partielle Ableitung nach x. Dann ist F (stetig) differenzierbar und es gilt die
von LEIBNIZ stammende Formel

d d
’(m)=%/ f(:v,t)dtz/ %(x,t)dt

Man sagt dann, dafl Integration und leferentlamon vertauschbar sind. Fiir C!'-Funktionen f ist
die Voraussetzung stets mehr als erfiillt. Falls allerdmgs unstetig ist, braucht die Formel nicht
zu gelten.

Zum Beweis formen wir den Differenzenquotienten von F um, wobei der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung die &s liefert. Sie hiingen jeweils von (h und) ¢ ab, was durch den Index
angedeutet werden soll. Jedes &; liegt zwischen x und z + h.

PEh=f@ = 3 [ f (et hot) ~ f(o L[ O e
= [l H@nd + f( (&1) (,t)) dt.

Es bleibt zu sehen, dafl der zweite Summand mit h gegen Null geht. Sein Betrag ist kleiner oder
gleich

(% et~ Zao|

C

)

Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von (% I auf dem Rechteck wird der Integrand kleiner als =
sobald & — x| < |h] < einem passenden ¢ wird.
4.1.5 Anwendungsbeispiel

Wir wollen das Integral foa t? cost dt berechnen. Die folgende Methode stellt eine Alternative zur
partiellen Integration dar. Richtig gut funktioniert sie nur fiir spezielle Integrale. Thre eigentliche
Kraft entfaltet sie bei der Berechnung uneigentlicher Integrale. Die Idee besteht in der Einfiihrung
eines neuen Parameters. Wir berechnen foa t2 cos(xt) dt und setzen hinterher x = 1.

t=a

N

N ¢ A d? [sin(tx)
2 = — = —— = — —
/0 t* cos(at) dt = /0 (3 5 cos(tx)) dt e /0 cos(tx) dt e [ .

_ & [sin(az)] _ [2sin(ax) 2acos(ax) a®sin(ax)
= |

da? x 3 B x? B x
Fiir x = 1 ergibt sich

a
/ t? cost dt = (a® — 2)sina + 2acosa.
0

4.1.6 Die Verallgemeinerung auf variable Grenzen

ist diesmal etwas lénglicher zu begriinden; ich deute das nur an. Ergebnis ist die Formel

d h(z) h(z) 6f / ,
dx /g(z) fla,t)dt = /g(z) %(x,t) dt + f(x, h(z)) - B (x) — f(x,9(x)) - ¢' (),

wobei die Existenz und (sicherheitshalber) Stetigkeit aller Funktionen und Ableitungen auf der
rechten Seite vorausgesetzt werden mu$.
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Man erhélt sie, indem man die Transformation aus 4.1.3 vornimmt und dann 4.1.4 anwendet.
Das Ergebnis hat zuniichst keine Ahnlichkeit mit der angestrebten Formel, kann aber mit parti-
eller Integration (riickwérts gelesen) auf diese gebracht werden. Das ist etwas unangenehm, aber
machbar (Ubungsaufgabe).

Ein anderer Weg zu dieser Formel, mit dessen Hilfe man sich das Resultat auch schnell wieder
herleiten kann, besteht in der Betrachtung der dreistelligen Funktion G(z,y,z) = fyz f(z,t)dt
und der Berechnung ihrer partiellen Ableitungen

oG ) oG oG
Fwva- [ Lena Ly --twn.  Fews-iwe)

Y

Bei der Ableitung von G nach z werden ja die Integrationsgrenzen y, z fest gelassen, also ist
4.1.4 anwendbar. Die beiden anderen Ableitungen kommen vom Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung. Anschlieflend kann man F(x) = G(z, g(x), h(z)) nach der Kettenregel ableiten

F () = G (0,9(0). () + G (0,9(0),ble) - ' (0) + G (o g(a), (o) - (0),

und erhélt durch Einsetzen die gewiinschte Formel.

4.1.7 Integration; der Satz von FUBINI

Wir gehen aus von einem stetigen f. Dann hatten wir F' als stetig erkannt, also existiert
f; F(z) dx. Ausfiihrlich sieht dieses sogenannte iterierte Integral so aus

/ab (/Cdf(sc,t) dt) da.

Meist werden wir die inneren Klammern weglassen und nur f: fcd f(z,t) dt dz schreiben.
Mit demselben Recht kann man aber x und ¢ die Rollen tauschen lassen und bekommt dann ein

iteriertes Integral
d b
/ (/ flx,t) dac) dt

Der Satz von FUBINI sagt, daf bei stetigem f die beiden iterierten Integrale gleich sind, also nicht
auf die Reihenfolge der Integration geachtet werden muf. Ist der Integrand unstetig, so kann das
iterierte Integral sehr wohl von der Reihenfolge abhingen.

Wir beweisen formal allgemeiner, daf fiir alle u € [¢, d] gilt

/cu (/abf(x,t)dx> dt:/ab (/ff(x,t)dt) dzx.

Nennen wir die linke Seite g(u) und die rechte h(u). Beide sind differenzierbare Funktionen auf
[c d] mit den Ableitungen

/ f(z,u) dx nach Hauptsatz (und 4.1.2) und

b
B (u) :/ [au/ flx,t) dt} dx:/ f(x,u) dv  nach LEIBNIZ und Hauptsatz.

Die Ableitungen von g und h sind also gleich. Da beide Funktionen fiir u = c¢ iibereinstimmen
(nédmlich beide Null ergeben), stimmen sie fiir alle u {iberein, was zu beweisen war.
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4.1.8 Verallgemeinerung auf mehr Variable

Die bisherigen Integraldarstellungen lieferten eine einstellige Funktion ausgehend von einer zwei-
stelligen. Mit demselben Ansatz kann man aber auch mehrstellige Funktionen darstellen. Die
Formel liest sich dann

d
F(x1,...,2,) :/ flz1, ..., xn,t)dt.

Dabei soll f auf einem ‘Zylinder’ D X [¢,d] definiert sein, wobei D C R". F wird eine Funktion
D — R. Die oben bewiesenen Resultate iibertragen sich sinngeméfl auf diesen Fall:
Ist f eine C'-Funktion so wird F stetig und C', wobei

F:z a/f —af(t)dt

c axJ

Auch der Satz von FUBINI iibertrigt sich auf beliebige Quader:

Ist f stetig auf dem Quader [a,b] so existiert das (n-fach) iterierte Integral

/ / : f(xl,mg,...,xn)dxldxg ... dx,
An—1 ai

und ist nicht von der Reihenfolge der Integrationen abhdingig.

Um die letzte Aussage als Formel aufzuschreiben, sei (i1,i2,...,i,) ein Tupel, in dem jede der
Zahlen 1,2,... n genau einmal vorkommt (eine sogenannte Permutation der Folge 1,2,...,n).
Dann gilt

fan fa .. fal f(x1,2,...,2,)dry des ... doy (Standardreihenfolge)

fa: fa ...fa: f(z1,22,...,xy) dzyy dxyy ... dz;,  (permutierte Reihenfolge)

4.2 Integrale iiber Rechtecke

Gegeben sei eine Funktion (Skalarfeld) f : D — R und eine in D C R" enthaltene kompak-
te Menge B, auf der f beschriinkt sein soll. Wir wollen das RIEMANNsche Integral | p [ oder
ausfiihrlich f 5 f(Z)dZ definieren. Ein gangbarer Weg beginnt mit der Integration iiber Quader
und fiithrt die allgemelneren Integrationsbereiche dann auf Quader zuriick. Die erste Hilfte die-
ses Programms ist weitgehend parallel zum eindimensionalen Fall (Unterteilungen, RIEMANNsche
Summen, etc.). Deshalb werde ich mich relativ kurz fassen. Da das Wesentliche des Verfahrens
schon bei zweistelligen Funktionen klar wird und dieser Fall den Vorteil hat sich sehr durchsichtig
hinschreiben zu lassen, z.B. weil man keine Doppelindizes braucht, werde ich zunéchst relativ
ausfiihrlich beschreiben, wie zweistellige Funktionen f(x,y) erst auf Rechtecken und spéter auch
auf allgemeineren Mengen integriert werden.

Ein Rechteck R = [a,b] X [¢,d] € R? ist fiir den Rest dieses Abschnittes fixiert.

4.2.1 Zerlegungen des Rechtecks

werden bei uns immer dadurch entstehen, dafl man beide Intervalle durch jeweils endlich viele

Punkte unterteilt: @ = 29 < 21 < 22 < ... < 2p =bundc =y < y1 < ... < yYqg = d.
Dadurch entstehen p - ¢ Teilrechtecke (auch ‘Késtchen’ genannt) R;; = [z;—1, ;] X [y;-1,y;] fur
i=1,...,p; j =1,...,q. Anschaulich stelle man sich einen Blechkuchen vor, der durch endlich

viele achsenparallele Schnitte in Kuchenstiicke zerschnitten ist. Die Stiicke miissen durchaus nicht
gleich grof8 sein. Unten brauchen wir Namen fiir Zerlegungen. Wie im eindimensionalen Fall
benutze ich Skriptbuchstaben, meist Z. Formal ist das das Paar, dal aus den beiden Folgen
(zi)j—o und (y;)j_y besteht. Die Vereinigung aller Kastchen ist R. Die Flicheninhalte |R;;| =
(x; —xi—1) - (y; — yj—i) der Késtchen addieren sich zum Flécheninhalt |R| = (b —a) - (d — ¢) des
gesamten Rechtecks.
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4.2.2 Unter- und Obersummen

Ist auBerdem eine beschrinkte Funktion (Skalarfeld) f gegeben, die mindestens auf R definiert
ist, so wollen wir setzen

M = sup{f(z,y): (z,y) € R} m = inf{f(z,y): (z,y) € R}
Mi; = sup{f(z,y): (z,y) € Ri;} my; = inf{f(z,y): (z,y) € Ri;}
OS(f,2) = > ; M- |Ril US(f,2) = 32 ,;mij-|Ril,
wobei jeweils iiber ¢ = 1,...,pund 5 = 1,...,q, d.h. iiber alle Késtchen summiert wird. Die

letzten beiden Zahlen heiflen die zu f und Z gehorende Ober- bzw. Untersumme.

Da nach Definition stets m < m;; < M;; < M gilt, folgt nach Multiplikation dieser Ungleichungen
mit |R;;| und anschliessender Addition

D ome|Ri| <> miy - Ry <Y M- |Rij| <> M- [Ryl,
i i i i

also

() m-|R| <US(f,Z) < OS(f.Z) < M- |R].

4.2.3 Unteres, oberes und RIEMANNsches Integral

Die Ungleichung (x) zeigt, dafl alle Untersummen bei allen denkbaren Zerlegungen Z eine durch
M |R| nach oben beschrinkte Menge bilden. Folglich gibt es ein endliches Supremum, das als
unteres Integral der Funktion f definiert wird. Ich'® bezeichne es mit

Lf/ f=sup{US(f, Z): Z Zerlegung von R }.
R
Analog ist die Menge aller Obersummen nach unten beschrénkt. Thr Infimum heifit oberes Integral:
0/ f:=inf{OS(f, Z): Z Zerlegung von R }.
R

Wenn unteres und oberes Integral zusammenfallen, so nennt man die Funktion f auf dem Rechteck
R = [a,b] X [¢,d] RIEMANN-integrierbar und definiert ihr RIEMANNsches Integral durch

Bemerkung zur Schreibweise. Besonders wenn man konkrete Integrale ausrechnet und die
Funktion irgendwie beschreiben mu8, ist es praktisch statt [, f ausfiihrlicher [[ f(z,y) d(x,y)
zu schreiben. Die beiden Integralzeichen sind Geschmackssache; ich benutze sie gern, um anzu-
deuten, dass es sich um ein Flichenintegral handelt. Im dreidimensionalen Raum schreibe ich

dann [[[ etc.

4.2.4 Nicht alle Funktionen sind integrierbar

Die Beschréinktheit der Funktion f ist fiir die Definition des Integrals notwendig, weil sonst
Obersummen oder Untersummen gar nicht gebildet werden kénnten. Aber nicht jede beschrénkte
Funktion ist auch integrierbar. Das Beispiel der DIRICHLET-Funktion aus dem letzten Semester
iibertragt sich sofort auf Rechtecke. Ist

1, x rational

flz,y) = { 0, sonst

18Das ist nicht allgemein iiblich.
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so sind alle Untersummen 0 und alle Obersummen gleich |R|. Also unterscheiden sich unteres und
oberes Integral.

Unser néchstes Ziel ist ein Integrierbarkeitstest. Er kann wortlich aus dem ersten Semster abge-
schrieben werden, nur daf} sich die Zerlegungen damals auf das Integrationsintervall bezogen und
jetzt auf das Rechteck. Auch der Beweis lauft letztlich wie im eindimensionalen ab. Ich skizziere
nur und beginne mit

4.2.5 Verfeinerungen

Alle Zerlegungen sind solche von R.

Die Zerlegung U heifit Verfeinerung der Zerlegung Z, wenn sie durch die Hinzunahme weiterer
Punkte auf der z- oder y- Achse entsteht. Offensichtlich gelangt man von Z zu jeder Verfeinerung,
indem man schrittweise jeweils einen weiteren Unterteilungspunkt hinzunimmt.

Was passiert mit Ober- und Untersummen, wenn die Zerlegung verfeinert wird? Angenommen,
es kommt ein Punkt « auf der z-Achse hinzu (machen Sie ein Bild!):

Z: a=20<x1 <..<Tp1 <Tp<...<Tp=0b c=yo <y <...<y,=d
U: a=2p< 1< .. <ZTr1<u<z,<...<x,=b c=yo <y <...<y,=d.

Das Z-Kastchen R,; = [z,—1,2,] X [yj—1,y;] zerfdllt in die Vereinigung der beiden U-Késtchen
R = [vr—1,u] X [yj-1,;] unq Ry, = [u,x;] X [y;j-1,y;]. Dementsprechend wird der Sumand
My - |Ryj| von US(f, Z) beim Ubergang zu US(f,U) durch die Summe
myy - [Regl +my; - | RY|
ersetzt, wobei mit
my; = inf{f(z,y): (z,y) € R,;} und m; :=inf{f(z,y): (z,y) € R;}

gemeint sind. Da auf der umfassenderen Menge R,; jeweils mehr (also potentiell kleinere) Funk-
tionswerte angenommen werden als auf R.; bzw R, gilt m;; > m,.; baw m;; > m,;, daher

Mg Ryl s - [REG| = meg - (R |+ g - |RY | = mej - ([ Ry |+ [RY]) = ma - Ry
D.h. die gegeniiber der Z-Untersumme verdnderten Sumanden der U-Untersumme liefern jeweils
einen mindestens genauso groflen Beitrag. Also wird durch Hinzunahme eines Unterteilungs-
punktes auf der xz-Achse die Untersumme hochstens grofer. Derselbe Effekt tritt ein, wenn die

Verfeinerung durch Hinzunahme eines Punktes auf der y-Achse entsteht. Nimmt man mehrere
Punkte hinzu, kann die Untersumme in jedem Schritt nur groBer werden.

Fazit. Ist U Verfeinerung von Z, so ist US(f,Z) < US(f,U). Dual dazu wird die Obersumme
bei Verfeinerungen hdchstens kleiner.

Einfach aber wichtig ist folgendes Lemma. Zu je zwei Unterteilungen gibt es eine gemeinsame
Verfeinerung. Man nimmt einfach alle an wenigstens einer der beiden Unterteilungen beteiligten
Punkte zusammen und ordnet sie in wachsender Reihenfolge neu.

4.2.6 Jede Untersumme ist kleiner als jede Obersumme.

Sind namlich Z; und Z, beliebige Zerlegungen, so erlaubt das Lemma, eine gemeinsame Verfei-
nerung U zu wihlen. Mit ihrer Hilfe schéitzen wir ab:

US(f, Z21) <US(f,U) <OS(f,U) <OS(f, Z2).

Die beiden dufleren Ungleichungen bestehen, weil U jeweils Verfeinerung ist; die innere nach (x)
aus 4.2.2.

Geht man in der Ungleichung US(f, Z1) < OS(f, Z3) erst links zum Supremum und dann rechts
zum Infimum {iber, erhélt man die wichtige Ungleichung

u/Rféo/Rf.
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4.2.7 Integrierbarkeitstest

Die beschrankte Funktion f ist genau dann integrierbar, wenn fir jedes € > 0 eine Zerlequng Z
gefunden werden kann, so dafs  OS(f,Z2)—-US(f,Z) < e.

In der Formel
OS(f,2) —US(f, 2) = 3 (My; — mi;) - | Ry
2]
sind die jeweiligen Differenzen M;; —m;; und |R;;| und daher alle Summanden stets positiv. Das
ist eine fiir das Hantieren ganz niitzliche Hintergrundinformation, die demnéchst stillschweigend
benutzt werden wird. Ebenso die oben schon benutzte offensichtliche Beziehung », [R;;| = |R|.

Beweis des Kriteriums. Nehmen wir zunéchst an, daf§ f integrierbar ist. Wegen sup{US} =
[ [ =inf{OS} gibt es Z1 und Z mit [, f — 5 <US(f,21)) < [ f < OS(f, Z2) < [ [+ &.
Ist dann Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z5 so gelten diese Ungleichungen erst recht
fiir Z und also haben wir OS(f, 2) —US(f, Z) < e.

Wenn umgekehrt die Bedingung erfiillt ist, so muf3 f integrierbar sein, denn ansonsten wére

€:=o0 f—1/f>0

(nach 4.2.6) und dieses € konnte wegen

US(1.2) <uf £ <of £<05(7.2)
von keiner Differenz OS — U S unterboten werden.

Auch der

4.2.8 Rest der Integrationstheorie

zweistelliger Funktionen auf Rechtecken ist dem eindimensionalen Fall sehr analog; die Beweise
aus dem vorigen Semester {ibertragen sich mit offensichtlichen Modifikationen (Ubungsaufgaben!).
Ich liste nur noch einige Ergebnisse auf'®

Die Menge der auf R integrierbaren Funktionen ist ein Vektorraum, auf dem das Integral eine
monotone und lineare Abbildung ist. Mit f ist auch |f| integrierbar und es gilt URf| < [rIfl
Produkte von integrierbaren Funktionen sind integrierbar.

4.2.9 Integrierbarkeit vererbt sich auf Teilrechtecke

Sind Ry € R C R? Rechtecke und ist die Funktion f auf R integrierbar, so ist sie auch auf Ry
integrierbar. Der Beweis ist eine einfache Ubungsaufgabe.

4.2.10 Das Integral ist als Funktion des Rechtecks additiv.

Damit ist folgendes gemeint. Sind Ry und Ry zwei in einem groflen Rechteck R, enthaltene Recht-
ecke, die keine inneren Punkte gemeinsam haben aber eventuell eine Seite oder einen Eckpunkt)
und ist die Funktion f: R — R auflerhalb R; U Ry gleich Null, so gilt

Jo= e

in dem Sinne, dafl die Existenz jeweils einer Seite die Existenz der jeweils andern und die Gleichheit
nach sich zieht. Fiir den Fall, da} Ry und Rs eine gemeinsame Seite haben, ist R; U Ry selbst

Rechteck und es gilt
[oa=[ e s
R1UR> Rq Ro

Auch den Nachweis dieser (trotzdem sehr wichtigen) Eigenschaft iiberlasse ich Thnen.

19Sie sind trotzdem ganz wichtig, die Linearitéit wird gleich angewendet.
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4.2.11 Diinne Mengen sind Integralen egal

Etwas wissenschaftlicher ausgedriickt: Unterscheiden sich zwei beschrankten Funktionen R — R
nur auf einer dimnen Menge, so sind sie gleichzeitig integrierbar oder nicht integrierbar und haben
dieselben Integrale. Dabei soll eine Teilmenge A C R? diinn?° heifien, wenn sie sich durch endlich
viele achsenparallele Rechtecke iiberdecken 143t, deren summarischer Fldcheninhalt beliebig klein
gemacht werden kann. Genauer: fiir jedes € > 0 muf} es endlich viele Rechtecke A; derart geben,
daB A C Uk Aj und Zk |Ag| < e.

Beispiele fiir diinne Mengen sind achsenparallele Strecken (offensichtlich), Graphen integrierbarer
Funktionen [a,b] — R (das ist gerade das Integrierbarkeitskriterium aus dem letzten Semester)
und Bahnen regulidrer Kurven (etwas knifflig).

Beweis. Wir betrachten zunéchst einen Spezialfall. f : R — R sei beschrinkt und iiberhaupt
nur auf der diinnen Menge A von Null verschieden (die zweite Funktion kommt nicht explizit
vor; sie ist konstant Null). Wir zeigen, da f integrierbar ist und | rf =0.Sei dazu S eine feste
Schranke fiir |f| auf R. Dann ist bei jeder Zerlegung

(*) -5 < mij < Mij < S fiir alle Zj mit Rij NA 7é (Z) und mi; = Mij =0 falls Rij NA= @

Sei € > 0 vorgegeben. Weil A diinn ist, gibt es endlich viele Rechtecke Ay = [ag, bx] X [ck, di]
mit k=1,..., N, die A iiberdecken und Y5, |A| < 5 erfiillen. Diese Ay wollen wir ein wenig
aufbldhen. Fiir § > 0 setzen wir A}i = [ag — 0, bg, + 0] X [cx — 0,dy, + J].

Der summarische Flicheninhalt aller A9 ist Zf::l |A9] = Zszl(bk —a+20) - (dr — ¢ +20) hingt
quadratisch von ¢ ab. Fiir § = 0 stimmt er mit ) |Ay| iiberein und ist deshalb kleiner als 5.
Wegen der stetigen Abhéingigkeit von 4, bleibt Z;le |A2| fiir alle hinreichend kleinen positiven
d kleiner als 5. Ein derartiges § > 0 nehmen wir uns her und wéhlen eine Zerlegung Z von R,
bei der alle Kéastchen R;; Kantenlingen < ¢ haben.

Jedes Z-Késtchen R;;, das A schneidet, schneidet (erst recht) ein Ay und ist deshalb in Ai

enthalten (Bild!). Es ist also

(#x) die summarische Fléche der Z-Kistchen R;;, die A schneiden, héchstens so gro, wie die
summarische Fldche der Ai, also < 5.

Die Obersumme 148t sich in zwei Teile aufspalten:
OS(f,Z) =3, Mij - |Ri| = >0 Mij - [Rij| + Y20 Mij - | R,

wobei in 3" diejenigen R;; berticksichtigt werden, die A schneiden, in 5" der Rest.
Dann folgt mit (%) und (#:):

0S <3S+ |Rij| +X"0-|Rij| = 8- X |Ryj| <S- 3, [A}| <S55 =5
Analog sieht man US(f,Z) > —5. Dann ist aber OS — US < &, womit die Integrierbarkeit
bewiesen ist.
Wegen —5 < US < fRf < 0OS < §, folgt nun auch fRf = 0, indem man ¢ gegen Null gehen
1a8t. Damit ist der Spezialfall bewiesen. Der allgemeine Fall folgt daraus wegen der Additivitat
von Integrierbarkeit und Integral (4.2.8). Ist f; integrierbar und unterscheidet sich fo von f;
nur auf einer diinnen Menge, so ist fo — fi nur auf dieser diinnen Menge von Null verschieden,
also integrierbar und mit Integral Null. Daher ist fo = f1 + (f2 — f1) als Summe integrierbarer

Funktionen integrierbar und [}, fo = [ f1 + [(fo — f1) = [ f1-

4.2.12 Jede auf R stetige Funktion ist integrierbar.

Im néchsten Abschnit werden wir ein allgemeineres Resultat beweisen; die folgenden Betrachtun-
gen haben eher propadeutischen Wert. Ich werde auf eine Weise argumentieren, die einen anderen
Aspekt des RIEMANNschen Integrals aufblitzen lét. Dazu brauchen wir noch einen neuen Begriff.

20Das Wort ist nicht allgemein iiblich.
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Als Feinheit oder Maschenweite einer Unterteilung Z bezeichnet man den groften Durchmesser
eines Késtchens, d.h. die Zahl

W(Z) = max{ @ — w2+ ) =L g =1 }
Satz. Ist f eine auf R stetige Funktion, so gibt es zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 mit

OS(f,2)—-US(f,Z2)<e sobald p(Z) <.

Daraus folgt die Integrierbarkeit der stetigen Funktionen dann sofort. Da das Rechteck R =
[a,b] x [c,d] kompakt ist, muB jede stetige Funktion beschrinkt sein. Wenn man OS —US < ¢
machen mochte, 1dfit man sich vom Satz ein passendes 0 geben und wiéhlt dann eine Zerlegung
mit Maschenweite < & (z.B. dquidistant: z; := a+ % (b—a);y; :=c+ %(d—c); i,j=0,1,...,N
fiir ein geniigend grofies N).

9

Der Beweis des Satzes beruht auf der gleichmifBiigen Stetigkeit der auf dem kompakten(!)
Rechteck stetigen Funktion f. Sie liefert zu dem gegebenen ¢ > 0 (und der im Hinterkopf

gebildeten ebenfalls positiven Zahl ﬁ) ein 6 > 0, so daB |f(u,v)— f(u/,v")] < ﬁ, falls

V(w—u)?+(v—v)2 < §. Hat nun Z eine Maschenweite < &, so haben alle Késtchen R;;
einen Durchmesser kleiner §, also so kann die Funktion f auf den Késtchen R;; um hochstens

Q‘ER‘ schwanken. Daher M;; — m;; < ﬁ und die Differenz von Ober- und Untersumme wird

3 9 9
E M;; —mi; i'SiE il = 577 1] = 5 <¢§

ij
wie verlangt. Hier gleich der versprochene neue Aspekt.

4.2.13 Integrale stetiger Funktionen als Grenzwerte RIEMANNscher Summen

Wir bekommen eine etwas einfachere Moglichkeit der Integralberechnung. Dabei werden die
lastigen Suprema und Infima durch Grenzwerte ersetzt. Eine zur Funktion f und Zerlegung Z
gehohrende RIEMANNsche Summe ist eine Summe der Art

D flusgyvig) - | Rigl
B

wobei die Punkte (u;;, v;;) jeweils zu R;; gehéren. Da wir nicht ernsthaft damit arbeiten werden,
erlaube ich mir die Abkiirzung RS(f, Z), die unvollstéindig ist, weil sie die markierten Punkte
(wij,i; ) nicht erwahnt.
Bei stetigem f sind sowohl OS als auch US spezielle RIEMANNsche Summen, denn M;; und m;;
werden auf R;; als Funktionswerte angenommen. Allgemein gilt

ey < f(uijmij) < Mij und daher US(f, Z) < RS(f7 Z) < OS(f, Z)

Satz. Fiir eine beliebige Folge (Zn)7_o von Unterteilungen des Intervalls [a,b], deren Feinheit
gegen Null geht, und alle stetigen Funktionen f gilt

/ f= lim RS(f,Zn).
R N—oo
Man schreibt den Satz auch in der Form

lim RS(f,z)z//Rf(m,y)d(x,y)-

w(Z)—0
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Beweis. Sei ¢ > 0 vorgegeben und dazu ein § wie im vorigen Satz bestimmt. Die hinreichend
spiten Glieder der Folge (Zy) haben nach Voraussetzung Maschenweiten < §. Also gilt fiir sie
OS—-US <e. Wegen US < fR <OSund US < RS < OS folgt daraus dann

/Rf — RS(f,2Zn)| < OS(fZx)—-US(f,Zx) <.

In 4.3.9 kommen wir noch einmal auf die Idee der RIEMANNschen Summen zuriick, werden dann
aber etwas liberaler sein und nicht nur Rechtecke in den Zerlegungen zulassen.
4.2.14 Riickfiihrung auf iterierte Integrale

Bisher sind wir ausgehend von der Definition kaum in der Lage, irgendwelche Integrale iiber
Rechtecke auszurechnen. Das &ndert sich jetzt schlagartig.

Wenn f auf R integrierbar ist und fiir jedes feste x € [a,b] das Integral fcd f(z,y) dy existiert
und die entstehende Funktion x — fcd f(z,y) dy auf [a,b] integrierbar ist, so gilt

J[ s e = [ [ s ava

Natiirlich gilt auch die symmetrische Aussage:

//Rf(x,y) d(x,y)/cd/abf(:r,y) da dy,

sofern beide Seiten existieren. Speziell ist das fiir stetige Funktionen erfiillt. Fiir diese sind also
die in beiden Reihenfolgen berechneten iterierten Integrale beide gleich dem Flichenintegral und
daher untereinander gleich. Damit haben wir einen neuen, natiirlicheren Beweis des Satzes von
FuBINL

Beweis. Es geniigt fiir beliebige Zerlegungen Z von R nachzuweisen, daf}

b d
US(f, Z) < / / f(z.y) dy dz < OS(f, Z).

Dann folgt nédmlich

/ /R f@.9) da.y) = sup{US} < | b / " H(w.) dy d < mf{0S) = / /R f(z, ) d(z, )

und also die Gleichheit des Fldchenintegrals mit dem iterierten.

Beide Ungleichungen gehen vollig analog; ich beschrinke mich auf die rechte. Sei Z gegeben. Fiir
jedes feste = € [a, b] zerfiillt das Integral

Xq:/y f(z,y) dy.

j=17Yi-1

d
/ f(z,y) dy in die Summe

Wenn wir die entsprechenden Funktionen aus psychologischen Griinden mit F(x) bzw Fj(x)
bezeichnen, haben wir also F(z) = > %_, Fj(x) und daher f: F(z) de = 31, ff Fj(z). Alle

j=1
fab—Integrale zerfallen ihrerseits in die Summen Y37, [ . Dann ist also

q9 P

/abF(x) dx:jz:/aij(a:) da::ZZ/

T
Fj(x) dx
j=1i=1"%i-1

oder, wenn man die urspriingliche Bedeutung resubstituiert,
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(+) /ab (/Cdﬂx,y)dy) di =

Jetzt halten wir ein Indexpaar (7, j) fest. Wie oben soll M;; das Supremum von f auf R;; sein.
Dann ist fiir alle 2 € [z;_1,2;] und y € [y;_1,y;| die Ungleichung f(z,y) < M;; erfiillt. Diese
Ungleichung kann man nun zuerst fiir festes @ € [z;_1, ;] nach y integrieren:

q

>/ ( Y dy> .

j=1i=1"%i-1 3

Yj

Yj
f(z,y) dy < / M;; dy = Mij(y; — yj—1)

Yji—-1 Yi-1

und dann das Resultat (die rechte Seite héngt nicht von x ab) nach :

g Yj T
/ ( f(z,y) dy) dx < / Mij(y; —yj—1) dv = Mij(y; —yj—1)(xi — xi—1) = Myj |Riz] .
Ti_1 Ti1

i— Yj—1

Das gilt fiir alle (4, 7). Aufsummiert iiber alle 4, j, ergibt sich fiir die rechte Seite von (x), daf

b d P T4 Yj
/ (/ f(z,y) dy> dxzzl / ( f(z,y) dy> dngZMij |Ri;| = OS(f, 2),

j=141 Yji—1 j=11i=1

wie versprochen.

4.3 Integration zweistelliger Funktionen iiber krummlinig begrenzte
Gebiete

Im Gegensatz zu einstelligen Funktionen, bei denen Intervalle die einzigen natiirlichen Integra-
tionsbereiche waren, mochte man in der Ebene sicher auch iiber andere Bereiche als Rechtecke
integrieren. Den ‘uneigentlichen’ Fall lassen wir vorerst aufen vor und beschrinken uns auf be-
schriankte Mengen, auf denen auch die zu integrierenden Funktionen beschrinkt sein sollen. Die
Idee besteht darin, eine solche Menge, etwa B, in ein grofles Rechteck R einzuschliefen, die Funk-
tion f so abzuéndern, daf} sie auflerhalb B Null wird und dann die modifizierte Funktion iiber R
zu integrieren, wie das im vorigen Abschnitt besprochen wurde.

/ f wird definiert als / /B
B R

wobei R D B ein Rechteck ist und fp(z,y) = f@y), (z.y) €B gesetzt ist. Die

0, sonst
Abhéngigkeit von R ist nur scheinbar. Es gibt immer ein minimales Rechteck, in das G hineinpaft.
Wird iiber ein grofleres R integriert, macht das aber auch nichts, weil fg in dem iiberfliissigen
Teil konstant Null ist (vgl. 4.2.10).
Diese Idee funktioniert fiir einfache B und ziemlich stetige f. Wir werden die Grenzen der Methode
nicht exakt ausloten, sondern den wichtigsten Fall beschreiben und etwas ndher untersuchen.
Vorher jedoch noch einmal offiziell die

4.3.1 Integraldefinition

B C R? sei beschrinkt. Eine mindestens auf B definierte und dort beschrinkte Funktion f
heifit auf/iiber B RIEMANN-integrierbar, wenn die Funktion fp auf einem/jedem B umfassenden
Rechteck im Sinne des vorigen Abschnittes RIEMANN-integrierbar ist. Die von R O B unabhéngige
Zahl [, fp wird dann mit [}, f oder [[, f(z,y)d(x,y) bezeichnet und RIEMANNsches Integral von
f iber B genannt.
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4.3.2 Einfache Eigenschaften

Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes bekommt man ohne Miihe die folgenden Verallge-
meinerungen:

Die Menge der auf B integrierbaren Funktionen ist ein Vektorraum, auf dem das Integral eine
monotone und lineare Abbildung ist. Mit f ist auch |f] integrierbar und es gilt |fB f| < [5If]-
Produkte von integrierbaren Funktionen sind integrierbar.

Anderungen auf dimnen Mengen haben keinen Einfluff auf Integrierbarkeit und Integrale.

Das Integral ist als Funktion des Integrationsbereiches additiv: Sind A und B zwei disjunkte
beschrinkte Mengen auf denen die Funktion f jeweils integrierbar ist, so ist f auch auf AU B
integrierbar und es gilt

o o=l

Das liegt daran, dal faup = fa+ fp und man ein Rechteck wahlen darf, das von vornherein beide
Mengen umfafit. Tatséichlich diirften sich A und B sogar auf einer diinnen Menge iiberschneiden.

4.3.3 Gutartige Bereiche

Die Sprechweise ist nicht allgemein gebrduchlich. Jeder Autor beschreibt und benennt die ihm zur
Integration besonders geeignet erscheinenden Mengen auf seine Weise. Das Wort ‘Normalbereich’
ist relativ verbreitet (aber auch ziemlich nichtssagend).

Wir nennen eine Teilmenge von R? einfach gutartig, wenn sie durch ein abgeschlossenes Intervall
auf einer der beiden Achsen und zwei stetige(!) Funktionen beschrieben werden kann. Je nachdem
auf welcher Achse das Intervall liegt gibt es zwei Typen (Skizze!):

G={(r,y):a<z<byg(x)<y<h(r)} und H={(z,y):c<y<dig(y) <x<h(y)}

Eine Menge ist gutartig wenn sie durch endlich viele achsenparallele Schnitte in einfach gutartige
zerlegt werden kann. Formaler: Eine Menge B soll gutartig heiflen, wenn es endlich viele ein-
fach gutartige Mengen Bq, Bs, ..., By gibt, die paarweise hichstens eine achsenparallele Strecke
gemeinsam haben, und deren Vereinigung B ergibt.

Man bemerke, daf} einfach gutartige Mengen abgeschlossen und beschréankt also kompakt sind.
Da sich diese Eigenschaft auf endliche Vereinigungen {ibertrigt, gilt das auch fiir gutartige.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts besagt, dafl die oben erlduterte Idee fiir stetige Funktionen
auf gutartigen Mengen funktioniert. Ausserdem lernen wir, das Integral || p [ auf eine Summe von
iterierten Integralen zuriickzufiihren.

4.3.4 Integration stetiger Funktionen iiber einfach gutartige Mengen

Wir beginnen mit einer einfach gutartigen Menge G = {(z,y) : a < 2 < byg(z) < y < h(x)}
(stillschweigend, wird iiberall g < h vorausgesetzt) und einem sie umfassenden Rechteck R =
[, v] X [¢,d] (Skizze!). Weiter sei eine Funktion f : R — R gegeben, die auf G stetig sein soll und
auflerhalb G konstant Null (Prototyp ist natiirlich fg fiir ein auf G stetiges f).
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Eine derartige Funktion f ist auf R integrierbar und ihr Integral kann nach der Formel
b h(z)
[ e iew= ([ " taydy) i
R a g(x)

Beweis. Falls u < ¢ und b < v so zerfillt das Rechteck R in drei:

berechnet werden.

R =[u,a] x [¢,d] U [a,b] X [¢c,d] U [b,v] X [e,d].

Auf den beiden dufleren ist f (auBer auf einer Seite, die aber fiir Integrierbarkeit und Integral keine
Rolle spielt) konstant gleich Null. Daher ist f auf den beiden dufleren Rechtecken integrierbar mit
dem Integral 0. Also brauchen wir uns nur um das mittlere Rechteck [a,b] X [¢,d] zu kiimmern.
Wir werden von nun an annehmen, dafl es mit R iibereinstimmt, d,h, u = a und v = b setzen.
Das Hauptproblem ist die Integrierbarkeit von f auf R.

Wir lassen uns € > 0 vorgeben und miissen eine Zerlegung finden, fiir die OS — US < ¢ wird
(tatséchlich wird nur eine Konstante mal £ herauskommen, aber das ist nicht schlimm). Indem
wir die gleichméBige Stetigkeit von f (auf G) und g, h (auf [a,d]) benutzen, kénnen wir derart
feine Unterteilungen a = z¢9 <1 < ... <xp=bund c=yg < y1 < ... <yp = d wihlen, dal

(1) g und h auf jedem Teilintervall [x;_1, ;] um hochstens € schwanken,
(2) f auf jeder Menge R;; N G um hochstens € schwankt und
(3) die Hohen |y; — y;_1] aller Késtchen R;; kleiner als ¢ sind.

Die Funktion f ist auf der kompakten Menge G beschrinkt, weil stetig. Da auflerhalb der Wert
0 angenommen wird, ist f auf ganz R beschriinkt und wir finden K so daf |f| < K auf R. Aus
technischen Griinden, nehmen wir K > ¢ an, was sicher kein Problem ist.

Wir werden zeigen, daf} die gewihlte Zerlegung Z

0S(f,2) -US(f,2) < (|R[+6K(b—a)) €

erfiillt. Dann sind wir fertig, da diese Zahl mit € beliebig klein wird.
Die Summe

0OS-US = Z (M;j; — my;) - |Rij
iJ

zerfallt in einen unproblematischen und einen problematischen Teil. Unproblematisch sind al-
le R;;, die entweder G gar nicht schneiden, fiir die ist M;; = m;; = 0 und der entsprechende
Summand 0, oder die ganz im Inneren von G liegen, dann ist M;; —m,;; < e nach (2). Die unpro-
blematischen Summanden lassen sich alle durch ¢ - |R;;| abschétzen, ergeben daher aufsummiert
hochstens € - |R|.

Problematisch sind die R;j, die G schneiden aber nicht in G enthalten sind. Sie enthalten Punkte
in denen f Null wird und (normalerweise) solche, wo f nicht verschwindet. Die Differenz Mz —my;
kann hier maximal K werden (warum nicht 2K7), und das haben wir nicht unter Kontrolle. Wir
werden aber sehen, dafl die problematischen Summanden keinen groflen Anteil an der Gesamt-
summe liefern.

Fixieren wir dazu zunéchst ein ¢ < p. Dann haben sowohl g als auch A auf dem abgeschlossenen
Intervall [x;_1,z;] ein Minumum und ein Maximumm, etwa g_ und g4 bzw. h_ und h . Nach
Bedingung (1) sind die beiden Differenzen g, — g— und hy — h_ hochstens e. Problematisch
kénnen nur Késtchen R;; sein, bei denen die vertikale Seite [y;_1, ;] eine der beiden Strecken
[9—,9+] oder [h_, hy] schneidet. Von der ersten Sorte gibt es eines, das g_ und eines (eventuell
dasselbe) das gy enthélt. Wegen (3) haben beide eine Hohe < e. Bei eventuell vorhandenen
weiteren problematischen Kéastchen muf [y;_1,y;] dann ein Teilintervall von [g_, g4] sein. Ihre
Gesamthohe kann daher g4 — g nicht iibersteigen. Die Gesamthohe aller bei fixiertem ¢ ‘wegen
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g’ problematischen Késtchen R;; ist also hochstens e 4 ¢ 4 = 3. Dasselbe gilt fiir die ‘wegen h’
problematischen. Also ist die Gesamththe der bei festem ¢ problematischen R;; héchstens 6e.
Der Beitrag dieser problematischen Kistchen an der Summe Y 7_, (Mj; — my;) |Rij| ist also
héchstens K - 6e - (x; — x;—1). Summiert man daher den Beitrag aller problematischen Késtchen
iiber alle ¢ (d.h. die ganze Breite von [a, b]) so kann hochstens 6 Ke - (b — a) herauskommen. Damit
haben wir als Summe der unproblematischen und problematischen Summanden die versprochene
Abschétzung
0S-US< (|R| +6K(b—a)) e,

eingesehen und sind fertig; f ist also integrierbar.

Es bleibt die Formel
b h(z)
[ s e | ( Y dy> da
R a g(x)

einzusehen. Die Existenz des iterierten Integrals auf der rechten Seite ist unproblematisch, denn
das innere Integral ist von uns frither als stetige Funktion von & nachgewiesen worden. Bei festem
x ist f(x,y) in den Intervallen [c, g(z)[ und |h(x), d] konstant Null. Diese Teile leisten also keinen
Beitrag zum (eindimensionalen, ganz gewohnlichen) Integral fcd flz,y)dy = fcg(:c) + fg};.(f)) + f;l(x).
Daher kénnen wir die angestrebte Formel auch in der Form

//Rfu,y)d(x,y):/ab/cdf(x,y)dy .

aufschreiben. Da beide Seiten existieren, ist die Gleichheit aber bereits in 4.2.14 etabliert worden.

Ein ganz analoges Resultat gilt fiir Funktionen auf einfach gutartigen Mengen des anderen Typs:
Ist f: R =a,b] x [e,d] = R stetig auf H = {(x,y) : c <y <dund g(y) <x < h(y)} C R und
Null auferhalb von H, so ist f auf R integrierbar und es gilt

o[ ([ o) o

4.3.5 Integrale stetiger Funktionen iiber gutartige Mengen

Ist f stetig auf der gutartigen Menge B = B1 U Bo U. ..U By, mit einfach gutartigen B;, so ist die
Modifikation fp auf jedem B umfassenden Rechteck integrierbar. Das Integral fR fB hingt dann
nicht von R ab und ist gleich der Summe der Integrale Zle fR IB, = Zf:l fB,- f

Letztere lassen sich als iterierte Integrale ausrechnen.

Der Beweis besteht in einer einfachen Riickfithrung auf das vorige Resultat. Bis auf die end-
lich vielen achsenparallelen Schnittstrecken, in denen sich zwei oder mehrere der B; vielleicht
iiberlappen ist fp die Summe der fp,. Wir hatten aber gerade gesehen, daf$ alle Summanden fp,
iiber R integrierbar sind und daf ihr Integral nicht vom umfassenden Rechteck abhéingt. Dasselbe
gilt dann fiir die Summe.

Bemerkung. Eine gutartige Menge kann normalerweise auf verschiedene Weisen in einfach gut-
artige zerlegt werden (probieren Sie etwa einen Kreisring). Unsere Art das Integral auszurechnen
h#ngt von der Zerle%ung ab: Die Zerlegungen B = By UBsU...UBy = Ay U Ay U... Ay, fiihren
auf die Summen ) ; B, f und Z?:l / A, f. Beide Summen miissen aber gleich sein, denn sie

sind, wie gerade bewiesen, gleich dem Integral [, f.
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4.3.6 FEin echter Schonheitsfehler

der Methode besteht darin, dafl wir sie auf Unterteilungen in (viele kleine) achsenparallele Recht-
ecke griinden. Wenn die Menge B und die Funktion f in einem anderen Koordinatensystem
beschrieben werden, sind ganz andere Rechtecke achsenparallel. Hoffentlich kommt trotzdem das-
selbe Integral heraus. Rechtecke werden ja iiberhaupt nur aus Bequemlichkeit benutzt, weil sich
ihre Flécheninhalte so einfach hinschreiben lassen und die Riickfithrung auf iterierte Integrale iiber
Intervalle so durchsichtig wird. Eine Zerlegung in kleine Dreiecke hitte aber zum Beispiel den
Vorteil, dal man dann iiber jede geradlinig begrenzte Figur (Polygon) sofort integrieren kénnte
und nicht auf das gréBlere Rechteck fortsetzen miifite. Manchmal scheint auch eine Zerlegung in
viele kleine Segmente von Kreisringen passend, z.B. wenn B rotationssymmetrisch ist und f sehr
durchsichtig von r, ¢ abhingt.

Die gute Nachricht zuerst: alle Methoden, den Integrationsbereich in (halbwegs regulire)
kleine Stiicke zu zerlegen, entsprechende Ober- und Untersummen . sup f(A;)|A;] bzw.
o inf f(A;) |A;] zu betrachten und deren Infimum = Supremum als Integral zu definieren,
sind (jedenfalls fiir anstéindige Funktionen) gleichwertig?! zu unserer. Wir werden das spiiter als
heuristisches Prinzip benutzen.

Die schlechte Nachricht: Die zugehorige ‘seritse’ Integrationstheorie ist eher schwer und liefert
dem Physiker nicht unbedingt neue Einsichten, so dafl wir darauf verzichten (bis auf 4.3.9).

4.3.7 Der Flicheninhalt einer ebenen Figur,

den wir durch Betragsstriche bezeichnen, kann als Integral [[; 1 d(z,y) definiert werden. Fiir
einfach gutartige Mengen 148t er sich nach der Formel

B|:/ab/g:;r)1dy dx:/ab[h(x)—g(x)] do

ausrechnen. Das kann uns allerdings nicht iiberraschen, denn diese Formel war ja im vorigen
Semester quasi die Motivation fiir die ganze Integralrechnung: ‘Integral = Flidche unter dem
Funktionsgraphen’. Bei gutartigen Mengen wird zerschnitten, integriert und dann addiert.

Nicht jede ebene Menge hat einen Flicheninhalt, wie man schon an der Menge unter dem Gra-
phen der DIRICHLET-Funktion sieht. Sie besteht aus abzéhlbar vielen Strecken, die ganz dicht
nebeneinander liegen.

4.3.8 Mittelwertsatz der Integralrechnung

B C R? sei kompakt und zusammenhdngend, f: B — R stetig. Wenn B einen Flicheninhalt hat
und fB f existiert, so gibt es einen Punktb € B mit

/Bf=f<6>-|B|.

Der Beweis geht genauso wie im letzten Semester: Als stetige Funktion hat f Maximum und
Minimum:  f(b1) < f(z,y)) < f(ba) fiir passende b; und by und alle (z,y) € B. Diese Un-
gleichungen darf man integrieren und den konstanten Faktor herausziehen:

f60) [ vate) = [ sedan) < [ e < [ e = 162 [ 1iy.

Ist [B] = 0, so folgt [ f =0 und jedes b € B leistet das Verlangte. Ist |B| # 0, so darf man in
den Ungleichungen dividieren und erhélt

_ 1 _
160 < o5 /B f < f(b).

21Hier sind natiirlich haufenweise Probleme versteckt: was bedeutet ‘halbwegs regulir’ und was ist |A| wenn A
etwas komplizierter ist und noch kein Integralbegriff vorhanden ist, mit dem man die Fliche ausrechnen kann.
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Wegen des Zusammenhangs liefert der Zwischenwertsatz ein b € B, so daf8 f(b) = ﬁ [ f- Dieser

Punkt ist wie verlangt.

Dieses Argument war sehr allgemein: es benutzt nur die Monotonie des Integrals und den Zwi-
schenwertsatz fiir stetige Funktionen auf zusammenhéingenden Mengen. Daher gilt der Mittel-
wertsatz auch fiir alle anderen Typen von Integralen, die noch kommen.

4.3.9 Integrale als Grenzwerte RIEMANNscher Summen

B C R? sei kompakt und gutartig f : B — R sei stetig.lDann wissen wir schon, dafl B einen

Flicheninhalt hat und [, f existiert.
Wir denken uns B zerlegt in viele kleine Teilflichen B;, die kompakt und zusammenhéngend sein
sollen und nur unwesentlich iiberlappen (in dem Sinne, dafi der Teil den ein B; mit den anderen

Teilflichen gemeinsam hat, den Flicheninhalt Null besitzt: ’Bi nyY ;i Bj| =0 fiir alle i.)

Wahlt man nun in jedem B; einen Punkt ¢; so nennt man ), f(¢;) | B;| eine RIEMANNsche Summe
fiir das Integral [ p [+ Man hofft, dafl diese RIEMANNschen Summen das Integral immer besser
approximieren, je feiner die Zerlegung ist.

Um einzusehen, dafl das so ist, benutzen wir die Additivitsit?? des Integrals und den Mittelwertsatz

/B o) ) =3 /B ) de) = 310151

wobei die b; € B; vom Mittelwertsatz gelieferte Punkte sind. Das Integral ist also sogar genau
gleich einer RIEMANNschen Summe, die zur Zerlegung gehort.

Ist nun die Zerlegung hinreichend fein, d.h. haben alle B; einen hinreichend kleinen Durchmesser,
so unterscheiden sich die zugehtrigen RIEMANNschen Summen beliebig wenig. Da eine von ihnen,
wie gesehen mit dem Integral {ibereinstimmt, unterscheiden sich die anderen auch nur beliebig
wenig vom Integral.

Genauer: Ist ¢ > 0 vorgegeben, so gibt es wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f auf B eine
positive Zahl 6, so daf | f(b) — b(¢)| < & sobald d(b,¢) < 6. Haben dann alle B; einen Durchmesser
< 4, so gilt

‘/B f(z,y) d(z,y) — Zf(éi) | Bl

Zf(gi) |Bi| — Zf(éi) | Bil

4.4 7Zwei kleine Zusitze
4.4.1 Bemerkung,

von der ich nicht weif, wo ich sie sonst unterbringen soll. Sind ¢ : [a,b] — R und h : [¢,d] = R
einstellige integrierbare Funktionen, so ist f(z,y) = g(z) - h(y) auf R = [a, b] X [c, d] integrierbar

und es gilt , .
/ /R o) hio) () = [ gla)de- [ hy)dy

Setzt man beide Funktionen als stetig voraus, so ist das nach dem vorangehenden trivial. Sind
aber g und h nur integrierbar (im Sinne des vorigen Semesters), dann wird es eine nette kleine
Ubung.

4.4.2 Schwacher SCHWARZ

Aus der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Integrationen bei iterierten Integralen kann man
auf die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der partiellen Differentiationen schlieflen.

22Hier wird ein wenig geschummelt; wir haben sie nur fiir nicht iiberlappende Zerlegungen bewiesen. Die B;
diirfen (miissen sogar) iiberlappen, aber nur am Rand.
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< Z |f(bi) = f(@)||Bi| <e|BJ.

NO6606, wissen wir
noch nicht. Oben
war das noch ange-
nommen worden.


Nööö, wissen wir
noch nicht. Oben
war das noch ange-
nommen worden.


Genauer leiten wir jetzt aus FUBINI die folgende (zugegeben etwas schwache) Version von
SCHWARZ her.

Angenommen f D — R ist auf einer offenen Menge D C R? definiert und die beiden gemischten

Ableztungen Bmay und 8‘15; sind stetig auf D. Dann stimmen sie tberein.

Wir fiithren die gegenteilige Annahme zum Widerspruch. Sollten sich die beiden Ableitungen
irgendwo unterscheiden, so géibe es einen Punkt, in dem oBdA

0% f 0% f
6$6y (an yO) > ayax (x()vyO)

gilt. Zwischen die beiden Zahlen passen zwei weitere, etwa u > v. Wegen der Stetigkeit beider
Ableitungen gelten die Ungleichungen nicht nur in dem einen Punkt, sondern setzen sich auf
eine Umgebung fort. Wir finden also ein (vielleicht nur kleines aber das macht nichts!) Rechteck
R = [a,b] X [¢,d] so daB fiir alle (z,y) € R gilt

0% f 0% f

//aw (2,7) >v\R|>u|R|>//aa d(z, ).

Andererseits kann man die Integrale iiber R auf iterierte Integrale zuriickfithren und nach Haupt-
satz ausrechnen:

// 63083/ :/C ( 38 §§ > dy—/c [(;z( Y) = gz( y)} dy = f(b,d)—f(b,¢)—f(a,d)+f(a,c)

// 2L = [ (/ d(%gidy> w= [ S - P @0 do = 10,0~ 0. )= 10,4100

Beide Male kommt derselbe Wert heraus, Widerspruch.

Dann ist aber auch

4.5 Integration im R"

Fiir n > 2 geht man im Prinzip genauso vor, wie im zweidimensionalen Fall, nur da8 aus den
Rechtecken Quader werden. Auch die Beweise sind praktisch dieselben nur schreibt sich alles viel
unangenehmer auf??3.

4.5.1 Integration iiber Quader

Zunéchst lernt man, beschrinkte Funktionen, iiber Quader zu integreieren. Das macht man mit
Hilfe von Zerlegungen in viele kleine Teilquader und die zugehorigen Ober- und Untersummen.
Die Obersumme ist etwa definiert als

Z Supremum von f auf dem Teilquader mal dessen Volumen,

wobei iiber alle Teilquader der Zerlegung summiert wird. Dabei ist das Volumen eines Quaders
definiert als Produkt seiner Seitenldngen also

fir Q@ = [a1,b1] x [az,b2] x ... X [an, by] als Q] := (b1 —a1) - (b2 —az) - ...+ (bn — an).

23Es sei denn, man fiihrt clevere Bezeichnungen ein, die aber vorher auch erst gelernt und verdaut werden
miissen.
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Eine auf @ definierte beschrénkte Funktion f heifft RIEMANN-integrierbar, wenn das Supremum
der Menge aller Untersummen (bei allen moglichen Zerlegungen in Teilquader) gleich dem Infi-
mum der Menge aller Obersummen ist, wobei die Zahl sup = inf dann Integral genannt und mit
fQ f oder f 0 Z) dx bezeichnet wird. Um die Dimension anzudeuten, schreibt man manchmal
n Integralzelchen hintereinander: [ .. fQ ) dz. In R?® werde ich wahlweise d(z,y, z) oder dV
schreiben (und dann, wie es die Physiker gern tun vom ‘Volumenelement’ sprechen).

Der Integrierbarkeitstest bleibt wortlich erhalten und mit seiner Hilfe zeigt man, dafl alle stetigen
Funktionen auf allen Quadern integrierbar sind. Die entsprechenden Integrale lassen sich als (n
fach) iterierte Integrale ausrechenen.

b1 pba bn
// / / / flxy, @, ... @) day, . . . daxodxy.

Hier ist ein Induktionsbeweis fillig, die Idee kann man 4.3.4 entnehmen.

4.5.2 Integration iiber allgemeinere Mengen

Nachdem man eine Integrationstheorie iiber Quader hat, macht man sich an allgemeinere be-
schrinkte Gebiete. Integrierbarkeit und Integral werden mit demselben Trick wie in der Ebene
definiert: Das Gebiet B wird zu einem groflen Quader @) erweitert und nachgesehen, ob fp auf
@ im bisherigen Sinne integrierbar ist. Wenn ja, so nennt man f auf B integrierbar und definiert

I [ als fQ fB.

Die Frage welche Funktionen auf welchen Bereichen integrierbar sind ist wieder heikel aber man
beweist, mit denselben Schritten wie in der Ebene, daf stetige Funktionen auf gutartigen Mengen
integrierbar sind.

Gutartig bedeutet wieder, dafl man die Menge durch endlich viele Schnitte in einfach gutartige
zerlegen kann. Die Definition von einfach gutartig wird rekursiv gegeben.

Die eindimensionalen einfach gutartigen Mengen sind die abgeschlossenen Intervalle.

Eine n-dimensionale einfach gutartige Menge G entsteht aus einer n—1 dimensionalen einfach gut-
artigen Menge H, zwei auf H stetigen Funktionen g, h und der Auswahl einer Koordinatenachse
nach folgendem Schema:

G={z=(a,y,v) € R": (4,9) € H und ¢(@,v) <y < h(a,?)}

4.5.3 Riickfiihrung auf iterierte Integrale (von innen)

Jede stetige Funktion f ist auf jeder einfach gutartigen Menge G integrierbar und das Integral
laft sich auf das iterierte Integral

///f dx_/ /(/g:uuv) (a,y,0 )dy> d(u,v)

zuriickfiihren. Das #uere Integral |, y 1Bt sich nun seinerseits wieder als iteriertes Integral
schreiben. In n Schritten kommt man zu ganz normalen Integralen iiber Intervalle herunter,
die man mit Gliick und BRONSTEINs Hilfe ausrechnen kann. Das wird vielleicht durchsichtiger an
einem

Beispiel. Im dreidimensionalen kénnte eine einfach gutartige Menge so aussehen:
G=A{(z,y,2): (z,y) € H und g(z,y) < z < h(z,y)},
wobei H = {(z,y) : a <y <bund p(y) < x < q(y)}. Ausfiihrlich aufgeschrieben ist
G={(z,9,2): a <y <bund p(y) < < q(y) und g(z,y) < z < h(z,y)}
und das Integral ([, f(x,y, z)d(x,y, z) wird zu

h(z, y) b a(y) h(z,y)
// / f(zyy,2)dz | d(x,y) = / / / f(zyy,2)dz | dx | dy.
9(z,y) a p(y) 9(z,y)
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4.5.4 Riickfithrung auf iterierte Integrale (von auflen); Prinzip des CAVALIERI

Stellen wir uns diese Riickfithrung bis zum Ende ausgefithrt vor. Dann steht ganz auflen ein

Integral {iber ein Intervall mit festen Grenzen. Im letzten Beispiel fab ...dy Wenn wir einen y-
Wert zwischen a und b fixieren, so verwandelt sich ... in ein (n — 1)-fach iteriertes Integral, im

Beispiel f;((;) (f =:9) flz,y,2) dz) dx, das der Integration iiber einen n—1-dimensionalen einfach

gutartigen Raumberelch entspricht, ndmlich dem der aus G entsteht, wenn die y-Koordinate den
fixierten konstanten Wert bekommt.
Das ist der Hintergrund des folgenden Verfahrens, das mit dem Namen CAVALIERI verbunden ist.
Wir beschreiben es unabhingig von den bisherigen Betrachtungen noch einmal von vorn.
Wir wollen das n-dimensionale Integral | p fdT berechnen (Existenz vorausgesetzt). Seien @ und b
der grofite und der kleinste Wert, den die Koordinate x,, in Punkten der Menge B annehmen kann.
Fiir t € [a,b] bezeichne B' den n—1 dimensionalen Schnitt von B in Hohe ¢. Mit selbsterkldrenden
Bezeichnungen

B'={yc R"':(y,t) € B}.

Weiter sei f!: BY — R durch f!(y) = f(y,t) definiert. War f stetig, so ist auch jedes f* stetig.
War B gutartig, so auch jedes B!. Also existiert fiir jedes ¢ das n — 1-dimensionale Integral
Jae f g J(7) dy und stellt eine stctlge Funktion von ¢ dar (bei Quadern ist das ganz klar; auf einen
allgemelnen Beweis verzichten wir). Fiir diese gilt schlieflich:

[ i ] it~ [ (][, o)

In Anwendungen mufl man nicht unbedingt die letzte Koordinate herausgenommen werden, das
schreibt sich nur leichter auf.

4.5.5 Beispiel: das Volumen der n-dimensionalen Kugel

24

Ist B C R" so nennen wir die Zahl [ p 1 dT sofern sie existiert, das Volumen=* von B und schreiben

dafiir wieder mal |B|. Hier soll das Volumen der n-dimensionalen Kugel
Ki(ry={z e R": Zaﬁf <r?}

berechnet werden. Wir bezeichnen es mit &, () und schreiben, solange eventuell mehrere Dimen-
sionen im Spiel sind, kurzzeitig Kg ().

Die Kugel vom Radius r entsteht aus der Einheitskugel durch Aufbldhen oder Schrumpfen. Dabei
wird das Volumen mit 7" multipliziert: k,(r) = r™k,(1). Das ist geometrisch ziemlich plausibel
und folgt im Ubrigen aus der Transformationsformel des nichsten Abschnitts, angewendet auf
die Aufblihungsabbildung (x1,...,2z,) — (rz1,...,rz,). IThre JACOBI-Matrix ist das r-fache der
Einheitsmatrix, hat also die Determinante ™.

Deswegen geniigt es, k(1) zu berechnen, das Volumen der Einheitskugel. Kugeln sind sicher
so gutartig, wie es nur geht. Wir haben also zwei Moglichkeiten das Problem auf ein iteriertes
Integral zu reduzieren. Versuchen wir es zunéchst ‘von innen’:

Kg(l):{(yj)e R":y € K27'(1) und —\/l—y%—...—gﬁkl <t< \/1—y%—...—y21}
liefert die Darstellung

kn(l):/ / 1dtd§:/ 2\/1—y%—...—yfl_1d§.
Kty J -y K21(1)

Dieses Integral kann nun weiter aufgedroselt werden. Eine geeignete Rekursionsformel ist aber
erstmal nicht in Sicht.

24Notfalls das n-dimensionale Volumen. 1-dimensionales Volumen ist Lénge, 2-dimensionales Flicheninhalt.
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Das klappt besser beim Versuch ‘von auflen’. Alle Koordinaten variieren zwischen —1 und 1. der
Schnitt von K7(1) in Hohe tist {7 e R" "t yf +...y2_, +12 <1} = Kg_l(\/l —12). Also

kn(1)—/11 </"'/Kg—1(m)1dg> dt—/llkn_l (\/ﬁ) dt.

Wegen k,_1 (\/1 - t2) = (\/1 — tz)n_l kn—1(1) und mit der Substitution ¢ = sins, dt = cossds
folgt fiir das Kugelvolumen weiter

k(1) :knl(l)-/l (V1 —tz)"_l dt:knl(l)-/g cos™ s ds.

-1 -z

Wenn wir das Integral von cos™ mit ¢, abkiirzen wird das zu: k, (1) = ¢pk,—1(1). Im Abschnitt
iiber partielle Integration hatten wir im letzten Semester rekursiv die Stammfunktion von cos™ s

bestimmt:
1
/cos” sds = — <cos”_1 ssins+ (n—1) /cos”_2 s ds) .
n

Daraus ergibt sich fiir ¢,, die Rekursionsgleichung ¢,, = "T_lcn,g.

Die ersten beiden ¢’s rechnen wir direkt aus:

T
01:/ cossds = 2 02:/ C0528d825.
-% -%

Danach lauft die Rekursion:

w3
VB

2 4 3 3w 4 4 4
G3=-C1==, C4=—-C=——, (5=—-C3=—"=
3 3 1 37 4 4 2 4 27 5 5 3 5 37
Diese Formeln fiithren auf die Vermutung ¢, - ¢,—1 = 27“, die man mit der obigen Rekursionsglei-
chung leicht induktiv bestétigt. Das bringt dann
2
kn(l) =Cp " knfl(].) = Cp " Cp—1" kn,Q(l) = ;knfg(].)

Die Volumina fiir n = 1,2 kennen wir aus der Schule: die eindimensionale Kugel ist einfach das
Intervall [—1,1] und hat das eindimensionale Volumen (Linge) k1 (1) = 2. Die zweidimensionale
Kugel ist der Einheitskreis mit der Flidche ko(1) = m Danach kommen rekursiv

2

W) = Fh()=in ) = ) -2,
k(1) = Zhy(1) = fa? Ro() = k(1) = 4,
2n+1ﬂ_n ' an
kont1(1 kon(l) = —
zn1(1) 135ty || W n!

Insgesamt folgt die unerwartete Tatsache, dafl lim,, oo kn (1) = 0.

Solange 2™ > 1 steigen die Volumina (gerader und ungerader Dimension). Ab n = 7 beginnen sie
zu fallen. Also sind ks = 572 und kg = $7° die beiden Kandidaten fiir das maximale Kugelvo-
lumen. Der Taschenrechner zeigt, dafl k5 etwas grofer ist. Unter allen Einheitskugeln hat also die

fiinfdimensionale das grofite Volumen.

4.6 Die Transformationsformel

Eine wichtige Methode, eindimensionale Integrale auszurechen besteht in der Variablentransfor-
mation, die auf der Substitutionsformel
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/ f(g )du/gj:)) f(z)dx

beruht. In diesem Abschnitt Wollen wir das hoherdimensionale Analogon dieser Methode ken-
nenlernen. Ein Integral [, f(Z) dZ soll auf ein Integral [, ... da einer umgerechneten Funktion
iiber einen anderen n- d1mens1onalen Bereich zuriickgefiihrt Werden. Um auf die richtige Spur zu
kommen, beschiiftigen wir uns noch ein wenig mit (x).

4.6.1 Interpretation der Substitutionsformel

Wir stellen uns zwei Geraden vor, auf denen die Koordinaten u bzw. z etabliert sind?®. Eine
Transformation g eines geniigend groflen Stiickes der einen Achse auf ein Stiick der anderen
Achse rechnet u-Koordinaten in z-Koordinaten um: x = g(u). Das Ganze soll bijektiv passieren
und in beiden Richtungen differenzierbar. Dann ist g entweder streng monoton wachsend (die
Orientierung kleiner/grofler der beiden Geraden bleibt erhalten) oder streng monoton fallend
(die Orientierung dreht sich um). Ein abgeschlossenes Intervall [a,b] auf der u-Achse wird von
g in ein abgeschlossenes Intervall [c, d] auf der a-Achse iiberfithrt. Ist f(z) auf [c,d] gegeben so
entsteht durch Umrechnung die Funktion f(u) := f(g(u)) auf [a, b)].

Die Substitutionsformel sagt uns nun, wie das Integral fc f(z) dez umgerechnet werden muf. Fiir
wachsendes g ist ¢ = g(a) und d = g(b) daher

/f dx—/g(b) da;—/f

Fiir fallendes g ist ¢ = g(b) und d = g(a), daher

/Cdf(fc)dxz/gj:)f(m)dxz/baf(u).g’(u)du:—/abf(u) du_/ Flu w)| du,

weil ¢’ jetzt negativ ist und daher —g’ = |¢’|. Im wachsenden Fall ist ¢’ durchgéingig positiv,
daher schadet das Einfiigen des Betrages nichts und die Formel

/f dac—/f u)| du

ist immer richtig. Neben dem f-spezifischen Teil f kommt der fiir alle f giiltige zur Koordinaten-
transformation gehdrende Umrechnungsfaktor |¢'| ins Spiel.

4.6.2 Heuristik fiir den mehrdimensionalen Fall

Jetzt betrachten wir eine (Koordinaten)transformation g : U — V, die eine offenen Teilmenge
U C R” bijektiv und in beiden Richtungen stetig differenzierbar auf eine offenen Teilmenge
V C R" abbildet. Am besten stellt man sich verschiedene Kopien von R™ vor. In der ersten
mogen die Koordinaten @ heiflen, in der zweiten . Angenommen wir sind an einem stetigen
Skalarfeld f : C' — R interessiert, das auf einer gutartigen Teilmenge von V' definiert ist. Seine
Beschreibung in @- Koordinaten ibt ein Skalarfeld f : B — R, wobei B C U und f(u) = f(g(u)).
Ausgerechnet werden soll fc ) dz durch Transformation in ein Integral von f iiber B.

Der eindimensionale Fall lehrt, daﬁ eine Formel der Art

/C f(z) dz = /B f(@)

zu erwarten ist. Wir wollen herausbekommen, was anstelle der ... zu stehen hat.

25Die beiden Geraden kénnen auch dieselbe sein; dann haben wir zwei Koordinatensysteme vor uns. Die Vor-
stellung mit zwei Geraden ist aber anschaulicher.
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Dazu stellen wir uns eine Zerlegung von B in viele kleine héchstens am Rande {iberlappende
gutarige Teile vor: B = Uf\il B;. Diese wird von g in eine analoge Zerlegung von C iiberfiihrt.

Mit C; := g(B;) haben wir C = Ufil C;. Das Integral iiber C' zerféllt dann in die Summe der
Integrale iiber die C; und jedes von diesen kann nach dem Mittelwertsatz umgeschrieben werden:

N
[ t@ria =3 1@ o

fiir einen jeweils geeigneten Punkt ¢; € C;. Klar, kommen diese Punkte via g von Punkten b; € By:
¢; = g(b;). Damit wird das Integral zu

|Ci
. 1B;

Bis auf den noch zu bestimmenden Faktor, ist das eine RIEMANNsche Summe fiir ein Integral
iiber B.
Betrachten wir ein festes ¢ und stellen uns fiir den Moment vor, g wire auf B; linear

N B N L
[ r@de =Y fae) 101 = 3 Fb)-

26:
g(@) =¢ + A; - (u—1b)

fiir eine geeignete Matrix A;. Fiir derartige Abbildungen hatten wir im ersten Semester gelernt, wie
sie auf das Volumen wirken: es wird mit der Determinante multipliziert. Da wir hier am absoluten,
nicht vorzeichenbehafteten Volumen interessiert sind, mufl der Betrag der Determinante benutzt
werden. Wir hiitten also |C;| = |det A;| - |B;|. In Wahrheit ist nun g nicht linear. Wegen der
Differenzierbarkeit ist die Transformation aber in einer Umgebung jedes Punktes gut durch eine
lineare Transformation approximierbar:

g(ﬂ) ~C; + Jg(i)l) . (’l] — B,) also |Cz| ~ |d€t Jg(i)l)’ . |Bl|

umso genauer, je kleiner die Menge B; ist. Fiir das Integral heifit das
N ~ —
/Cf(j) dz ~ Z F(bi) - |det J5(b)| - |Bil,
i=1

je genauer, je feiner die Zerlegung von B ist. Im Grenzwert wird daraus eine Gleichheit und die
RIEMANNsche Summe rechts verwandelt sich in das angestrebte Integral iiber B.

Diese Betrachtungen machen das folgende Resultat plausibel. Ein wasserdichter Beweis ist
schwierig. Ich empfehle, in das Buch von JANICH zu schauen. Dort sind dieselben Plausibi-
litdtsbetrachtungen mit vielen netten Bildern garniert.

4.6.3 Das exakte Resultat liest sich mathematisch folgendermafen:

g : U — V sei eine bijektive, in beiden Richtungen stetig differenzierbare (Koordinaten-) Trans-
formation der offenen Menge U C R" auf die offenen Menge V C R™. Ist B C U kompakt und f
eine auf der (automatisch ebenfalls) kompakten Teilmenge C = G[B] C V integrierbare Funktion,
so ist auch die auf B definierte Funktion fog - |det Jg| integrierbar und es gilt

/ £(&) dz = / £(5(@) - |det Jy(@)] da
C B

Das sieht sehr abstrakt und vielleicht verwirrend aus. Daher schreiben wir die

26Was die Analytiker so linear nennen; eigentlich sollte man affin sagen.
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4.6.4 zweidimensionale Variante mit Koordinaten

2,y bzw. u,v auf und geben auch die Transformation koordinatenweise an, etwa als (u,v) —
(g(u,v), h(u,v)) bzw. klassisch = g(u,v) y = h(u,v). Dann steht da

[ e = [ ftatwonnwon- o (00 G0 )| )

Ganz klassisch schreibt man die Koordinatentransformation einfach als zé:j’g))
. . . . L . O,y)
und bezeichnet die sog. Funktionaldeterminante gu  gu mit
242U A (u,v)
ou ov ’

Setzt man noch f(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)), so wird unsere Transformationsformel zu

/ /C f(a,y) d(z,y) = / /B Fun) [20:0)

A(u,v)
Wir gehen jetzt die drei haufigsten Koordinatentransformationen durch und rechnen jeweils die
Funktionaldeterminante aus.

d(u,v).

4.6.5 Polarkoordinaten

Hier spielen r und ¢ die Rolle von u und v. ro= reose
y = rsing
(z,v) gl gi cosp —rsing
hat die Funktionaldeterminante =5 o |=| o =7
a(r, v) or b sinp rcose

Damit wird die Transformationsformel zu

//c f(z,y) d(z,y) = //B Fr, o) - rd(r, ),

wobei B das Gebiet der (r, p)-Ebene ist, das dem (z, y)-Gebiet C' entspricht. Man mufl aufpassen,
da B in einem Streifen enthalten ist, auf dem die Transformation eineindeutig ist; die Punkte
von C' diirfen nicht doppelt iiberdeckt werden?7!

Beispiel. Die Funktion f(z,y) = soll iiber den Viertelkreisring C: a? < 22 + y? < b?

3
sz + y2
x,y > 0 integriert werden.

Das wird in z,y-Koordinaten eher unangenehm, ist aber mafigeschneidert fiir die Umrechnung:
flr,o) = T% und der (z,y)-Kreissausschnittssektor wird durch das (r, ¢)-Rechteck B: a < r <

b; 0<p< g beschrieben.

//Cf(m,y)d(x,y)z//Brz-rd(r,w)Z/Og/abig d@:g.<i_z>.

27S0 will es jedenfalls die reine Lehre: Bei der Berechnung von Integralen machen ‘diinne’ Stérungen nichts aus.
Will man etwa iiber einen Vollkreis C integrieren, so darf man getrost das Rechteck B = [0, R] x [0, 27| benutzen.
Auch wenn die ganze Unterkante {0} x [0, 27] auf den Kreismittelpunkt abgebildet werden und auch die Punkte
(r,0) und (r,27) jeweils auf demselben Punkt des Kreises liegen. Dagegen darf man kein groferes Rechteck, etwa
[0,7] x [0, 3] als Integrationsgebiet benutzen. Hier werden zu viele Punkte des Kreises doppelt iiberdeckt und das
fallt schon ins Gewicht. Ich will keine Regel aufschreiben; in der Praxis wird das selten falsch gemacht.

87



4.6.6 Anwendung: die LEIBNI1Zsche Sektorformel

r = f(¢) sei die Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten und ¢; < ¢o zwei Winkel, die
héchstens 27 auseinanderliegen. Dann beschreiben diese Daten ein krummliniges Dreieck C' (vor-
nehm: einen Sektor), dessen krumme Seite der Kurvenbogen von ¢1 bis s ist. Der dritte Eckpunkt
ist der Koordinatenursprung. Gesucht ist der Fldcheninhalt dieses Sektors.

C' ergibt sich als Bild von B = {(r,¢) : 1 < ¢ < ¢2;0 < r < f(¢)} bei der oben schon
betrachteten Abbildung (r, ) — (r cos @, rsin ¢) mit der Funktionaldeterminante r. Also

w2 pf(e) w2,
|C\:/1d(x,y):/rdrga / / rdrdp = / o
c P1

Das ist die sogenannte LEIBNIZsche Sektorformel, die klassisch als |C| = f #2172 dp geschrie-
ben wird, ohne die Funktion f explizit zu erwihnen. In Anwendungen geht 'es meist um zu
geschlossenen Kurven entartete Sektoren; entweder f(y1) = f(¢2) = 0 oder f(¢1) = f(p2) und
Y2 = ©1 + 2m.

Als konkretes Beispiel betrachten wir die Herz-

kurve r = a(1 — sin¢). Nach Obigem umschlieit sie

eine Fléche von

(9) 1 e
do== [ f(p)?

0 2@1

1 2 (12 27 2 27 CL2 3
f/ a*(1—sinp)?dp = — / 1dcp—2/ sin ¢ d<p—|—/ sin o dp| = — 274+ 0 + 7] = a7

4.6.7 Zylinderkoordinaten

sind dreidimensional und durch die Formeln x = rcos ¢, y = rsiny, z = z gegeben.
Die Funktionaldeterminante errechnet sich zu

cosep —rsing 0
sing rcosp 0 |=r.
0 0 1

Die Formel fiir das Integral sieht bis auf die Dreistelligkeit aus wie bei Polarkoordinaten:

// f(z,y,2)d(z,y, = // f(reosg,rsing, z) -r d(r, ¢, 2).

4.6.8 Kugelkoordinaten

Hier wird die Lage des Punktes P bestimmt durch seinen Abstand r vom Koordinatenursprung
und seiner Lage auf der Spére S;j(r), die wiederum durch zwei Winkel beschrieben wird. Aus
der Geographie kennt man Léngen- und Breitengrad, die konnte man benutzen. Traditionsgemé&f
nehmen die Mathematiker meist zwei andere Winkel. ¢ ist die Polarkoordinate der Projektion
in die z,y-Ebene und 6 der Winkel zwischen dem Ortsvektor des fraglichen Punktes und der
positiven z-Richtung.

Es sind also (standardméBig) » > 0, 0 < ¢ < 27, 0 < § < 7 und die Umrechnung in kartesische
Koordinaten erfolgt nach der Vorschrift:

x=rcospsinf y=rsinpsind z=rcosl
Daraus ergibt sich die Funktionaldeterminante

cospsinf —rsinpsing rcosycosf

ggf’iz’gg = sinpsin®  rcospsinf rsingpcosd
cos 0 —rsinf
= cosf(—r?sinfcosf) — rsinf(rsin® §) = —r?sin h
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4.7 Beispiel: Integration iiber einen Torus

Wir wollen jetzt eine kurze Pause einlegen und die bisherigen Integrationstechniken auf eine
konkrete dreidimensionale Menge beziehen, nédmlich einen Torus. Dieses Wort ist, dhnlich wie
Kreis und Kugel, zweideutig; es bezeichnet sowohl einen Korper als auch dessen Oberfléche.
Im Moment meine ich den Koérper, den man der Deutlichkeit halber manchmal auch ‘Volltorus’
nennt. Anschaulich gesprochen handelt es sich um einen Autoreifen (Vollgummi) oder Donut.
Mathematischer ist es ein Rotationskorper, der entsteht, wenn ein Vollkreis um eine auflerhalb
gelegene Achse rotiert. Er wird durch zwei Radien beschrieben: r = Radius des rotierenden
Kreises und R= Radius des Kreises den der Kreismittelpunkt bei der Rotation beschreibt. Weil
die Achse den Kreis nicht schneidet, ist stets R > r. Wir fixieren jetzt diese Daten und nennen
den entstehenden Torus 7. Spétestens ab hier miissen Sie Bilder malen; da ich dazu nicht fihig
bin, habe ich am Rand Platz gelassen.

4.7.1 Darstellung in kartesischen Koordinaten; 7T als
gutartiger Korper

Wir benutzen die z-Achse des Koordinatensystems als Rotations-
achse und legen den rotierenden Kreis in die (z, z)-Ebene mit Mit-
telpunkt (R, 0).

Als Projektion von T auf die (z, y)-Ebene ergibt sich ein Kreisring
mit den beiden Radien R £ r, d.h. die Menge

H:={(z,y) eR*:R—r<va2+y><R+r}
Fiir (x,y) € H gehort (z,y, 2) zu T, falls
2
22+ (\/:172 + 42 — R) <72
T ist also der zwischen den Funktionsgraphen von

2
:I:\/ r2 — (\/xQ +y? - R) auf H eingeschlossene gutartige
Bereich. Als Formel

T= {(x,y,z) €R®: (z,y) € H und |2| < \/7“2— (\/x2+y2—R>2 }

Diese Darstellung, erlaubt, Integrale {iber T als iterierte Integrale darzustellen:

//Tf(z,y,z) (z,y,z // (/g;j xy,z)dz> d(z,y),

2
wobei ich \/7‘2 - (\/a?2 + 42 — R) mit g(z,y) abgekiirzt habe. Will man speziell das Volumen

von T bestimmen, so wird 1 integriert und man erhélt

IT| = /// 1dzdxy—2//\/ Vi +y? —R)2 d(z,y),

ein Integral iiber den Kreisring, das man mit Polarkooordinaten berechnen kénnte. Ich iiberspringe
das.
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4.7.2 Integration iiber T ‘nach CAVALIERI’

Der grofite und kleinste Wert von z auf T' sind £r. Schneidet man
T in Hohe z, so entsteht ein Kreisring, iiber dessen Radien man
sich am schnellsten mit einer kleinen Skizze klar wird.

T? = {(m,y):R—\/r2—22 < Va2 +y? <R+ \/T2—22}

Ein Integral {iber T 143t sich also auch als

[ s« ([ s

berechnen. Speziell fiir die konstante Funktion 1 ergibt sich innen
der Flidcheninhalt des Kreisrings |T%|, den man auch ohne zu in-
tegrieren hinschreiben kann (Differenz der beiden Kreisflichen).
Das liefert fiir das Torusvolumen die Formel

/_iw((RJr\/my—(R— r2—z2)2) dz:/;MR\/mdz

Das Integral von v/r2 — 22 erkennen wir als halbe Fliche des Kreises vom Radius r also iy

2
Daher wird das Torusvolumen )

7| = 47TR% = 2% Rr2.

4.7.3 Beschreibung von 7' durch Zylinderkoordinaten

Da der Buchstabe r fiir den kleinen Radius vergeben ist, benutze
ich jetzt ¢ fiir die Zylinderkooordinaten: (¢, ¢, z). Da t den Abstand
des dargestellten Punktes von der z-Achse mifit, variiert dieser
Wert fiir Punkte aus T zwischen R—r und R+r. Die z-Koordinate
des zugehérigen Punktes hingt nur von ¢ ab (das ist immer so bei
Rotationskorpern) und zwar gilt, wie oben, 22 + (t — R)? < r?.
Damit ergibt sich die Darstellung

Tz{(tcosgo,tsinga,z):goe[0,277], R—r<t<R+r |z|< T2—(t—R)2}.

Bei der Integration iiber T mittels dieser Darstellung kommt der fiir Zylinderkoordinaten giiltige
Korrekturfaktor ¢ (statt r!) ins Spiel und das Integral wird zu

27 R+r
/ / / t , 0, 2) -t dz dt dp.

Speziell fiir das Torusvolumen erhalten wir

27 prR+r 27 prR+r R+r
/ / / 1-tdz dt dp = / / t24/72 — (t — R)? dtdg0:27r/ t2y/72 — (t — R)? dt.

-T

Mit der Substitution s =t — R wird daraus
47r/ (s—l—R)mdSZZLWR V2 —s?ds,

wie oben (der erste Summand ist eine ungerade Funktion, die, auf einem symmetrischen Intervall
integriert, 0 ergibt).
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4.7.4 Toruskoordinaten

SchlieBlich gibt es noch eine spezifische Moglichkeit den Torus
darzustellen (zu parametrisieren, Koordinaten einzufiihren), die
dem ‘geographischen’ Vorgehen der Kugelkoordinaten analog ist.
Man benutzt zwei Winkel o, und einen Abstand ¢. Um deren
Bedeuting zu verstehen, stellt man sich am besten noch einmal
den rotierenden kleinen Kreis vor. Auf ihm 148t sich die Lage
eines Punktes durch Polarkoordinaten beschreiben (¢, ). ¥ gibt
dann an, um welchen Winkel der kleine Kreis gedreht wurde um
den zu beschreibenden Punkt zu erreichen. Das liefert dann den
Zusammenhang:

x=(R+tcosp)costyy, y=(R+tcosp)siny, z=tsiny,

wobei t € [0,7] ¢,% € [0,27]. Im (¢, ¢, 1) Raum entspricht dem Torus also ein Quader, iiber den
es sich besonders angenehm integrieren 1a8t. Dafiir kommt jetzt allerdings ein Korrekturfaktor
ins Spiel, den wir neu ausrechnen miissen. Es ist der Betrag der Funktionaldetetminante

(v, 2) cospcosty —tsingpcosyy —(R+tcosp)siny
a’iy’ =| cospsiny —tsingsinyg (R4t cosp)costy | = —t(R +tcosy).
(t0,9) sin ¢ tcos p 0

Wegen ¢ < r < R ist R+ tcosy immer positiv. Daher wird der Korrekturfaktor ¢(R + ¢ cos )
und Integrale in Toruskoordinaten berechnen sich so:

27 2m s
/0 /0 /0 f(t, 0, 0) - t(R + tcos ) dt dy de.

Benutzt man diese Koordinaten zur Volumenberechnung, so entsteht das Integral

27 27 r 27 27 7‘2 7‘3
/ / / t(R+ tcosy) dtdwdgo:/ / (R+cos<p> dip dp =
0 0 0 0 0 2 3

2 2 3 2p
/ o (LR + T cos @ | dp= 4r?m 2 —op2py2,
0 2 3 2

4.8 Zwischenspiel: Flichen in R?; Tangentialebene und Normalenvektor

Als Hohepunkt unserer Integrationstheorie wollen wir iiber Oberflichen integrieren. Die Mathe-
matiker behandeln ganz allgemein k-dimensionale Gebilde, die irgendwie schief und ausgebeult
im n-dimensionalen Raum liegen. Wir haben schon & = 1 (Kurven) fiir beliebige n betrachtet.
Ansonsten schriinken wir uns aber auf £ = 2 und n = 3 ein: normale Flidchen im normalen Raum.
Das macht die ganze Theorie viel anschaulicher und ist der fiir die Physik wichtigste Fall. Dieser
Abschnitt dient dazu, uns erst einmal iiber Flichen in R® zu verstiindigen.

Wir werden nicht versuchen zu erkliren, welche Punktmengen in R® man sinnvollerweise als
Flachen bezeichnen kann. Wir gehen sofort davon aus, dafl die Flichen, mit denen wir zu tun
haben wollen, durch differenzierbare Funktionen dargestellt werden kénnen. Mit einer Art der
Darstellung haben wir es bei den Nebenbedingungen schon zu tun gehabt: Niveaufidchen von
Abbildungen

I ={(z,y,2) € R*: G(z,y,2) = ¢}

fiir eine Funktion G und einen Wert c. Der zweite Prototyp sind die Funktionsgraphen
I'={(z,y,2): (x,y) € Bund z = g(z,y)} = {(z,y,9(z,y)) : (z,y) € B},

wobei g die Funktion ist, um deren Graphen es sich handelt und B C R? ihr Definitionsbereich
(oder ein Teil davon). Der Satz tiber implizite Funktionen sagt, dal man eine Niveaufléche lokal als
Funktionsgraph schreiben kann, allerdings nicht unbedingt mit x,y als unabhéngigen Variablen,
sondern eventuell x, z oder vy, z, je nachdem, welche partielle Ableitung von G gerade # 0 ist.
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4.8.1 Beschreibung

Das allgemeinere Konzept eines parametrisierten Flichenstiicks geht aus von einem gutartigen
(platten) Bereich B einer Parameterebene (deren Koordinaten zur Unterscheidung u, v heifien)
und einer Funktion?® @ die dieses B gekriimmt und verzogen aber nicht verklebt (also injektiv)
in R? legt. Die parametrisierte Fliche ist I' = ®(B). Von der Funktion ® setzen wir voraus, daf
sie auf einer B umfassenden offenen Menge definiert und stetig differenzierbar ist. Thre JACOBI-
Matrix Jg(b) soll in jedem Punkt vollen Rang (d.h. Rang 2) haben. Das wird garantieren, da8 in
jedem Punkt von I eine Tangentialebene existiert (s. unten). Spéter, wenn wir iiber Flichenstiicke
integrieren wollen, werden wir auch noch voraussetzen, daf3 der ebene Bereiche B einfach ist;
vorerst spielt das keine Rolle. Wir werden nur solche Flichen betrachten, die sich als endliche
Vereinigungen von (eventuell iiberlappenden) parametrisierten Flidchenstiicken schreiben lassen.
Die Gleichung (z,y, z) = ®(u,v), welche die Parametrisierung beschreibt, wird koordinatenweise
als x = ®1(u,v),y = Pa(u,v), 2 = P3(u, v) geschrieben. In der klassischen Mathematik hatte die
Funktion ® oft auch gar keinen Namen, man schrieb z = z(u,v), y = y(u,v) z = z(u,v). Viele
Praktiker und Physiker tun das heute noch.

Die Funktionsgraphen von C!'-Funktionen fallen natiirlich unter das Schema: dann ist ®(u,v) =
(u,v,g(u,v)). Der Satz iiber implizite Funktionen sagt, daf (sofern gradG # 0) auch Ni-
veaufldchen unter das Schema fallen, wobei allerdings eventuell gestiickelt werden mu$.

Ein anderer Aspekt desselben Sachverhalts: durch ® werden auf der Fliche I' Koordinaten ein-
gefiihrt; jeder Punkt ®(u,v) von I' ist durch das Zahlenpaar (u,v) eindeutig bestimmt. Ohne
priziser zu werden, sollte ich hier die Ausdriicke (lokale) Karte und Atlas erwihnen. Die Paare
(B, ®) bilden die Karten; sie beschreiben Teilbereiche (Stiicke) der Fliche. Ihre Gesamtheit ist
ein Atlas.

4.8.2 Beispiel Sphire

Als Niveauflache wird sie durch
I'={(z,y,2): 2* +9* + 2* = R?*}

dargestellt. Sie zerfillt in die noérdliche (I'y; z > 0) und siidliche (T'_; z < 0) Hemisphére, die sich
am Aquator (z = 0) iiberschneiden. Beide sind Funktionsgraphen. Fiir beide kann als Parameter-
bereich der Vollkreis B = {(x,y) : 22 + y?> < R?} in der ,y-Ebene gewiihlt werden. Die beiden
Parametrisierungen sind

<I>+(x,y):(x7y, VR2_J;2_y2) bzw. <I>,(:U,y)=(x,y,—vRQ—x2—y2).

Wenn man genau hinguckt, sieht man aber, dafl nicht alle oben gemachten Voraussetzungen erfiillt
sind. Die Funktionen @ sind nicht in einer B enthaltenden offenen Menge definiert und auch nicht
auf ganz B differenzierbar. Die gleich zu besprechenden Tangentialebenen und Normalenvektoren
konnen mit dieser Parametrisierung nur fiir innere Punkte von B also Sphérenpunkte auflerhalb
des Aquators bestimmt werden.

Der Ausweg besteht darin, stéirker zu stiickeln, etwa die westliche und 6stliche Hemisphére (und
zwei weitere) einzubeziehen. Dann fillt jeder Punkt in ‘die Mitte’ eines Flichenstiicks, wo die
entsprechenden ®’s stetig differenzierbar sind.

Ein anderer Versuch, die Spére zu parametrisieren, kénnte (wie in der Geographie) von einem

Rechteck B = [, 7] x [=F, §] der ¢, 9-Ebene ausgehen und

O(p, 1)) = (Rcospcost), Rsinpcosty, Rsiny)

benutzen. Hierbei ist ® sogar wie verlangt auf einer grofieren offenen Menge differenzierbar. Aber
auch diese Parametrisierung ist nicht ganz im Rahmen der oben skizzierten Theorie, weil zuviele
Punkte des Rechtecks identifiziert werden: Nordpol, Siidpol und die Punkte der Datumsgrenze
haben jeweils mehr als ein Urbild auf dem Rechteck.

28Rigentlich sollten wir ® schreiben, aber da ® nur in dieser Bedeutung vorkommt, werde ich mir das sparen.
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4.8.3 Tangentialebene und Tangentialraum

Sei jetzt ein durch die Funktion ® : B — R® parametrisiertes Flichenstiick I' gegeben, b =
(ug, vo) ein (sicherheitshalber) innerer Punkt von B und p = ®(b) = (¢, ¥o, 20) der entsprechende
Punkt auf der Fliche. Wir wollen die Tangentialebene an die Fliche im Punkt definieren und
beschreiben. Wenn der Punkt Z diese Tangentialebene durchlduft, so durchlauft der Vektor ¥ =
T — p einen gewissen zweidimensionalen Unterraum von @3, den man Tangentialraum nennt und
mit TpI" bezeichnet. Umgekehrt ergeben sich alle Punkte der Tangentialebene als p + ¥/, wobei
v € TpI'. Tangentialebene und -raum kodieren sich also gegenseitig, aber letzterer erweist sich als
leichter zugénglich. Die Idee besteht wieder darin, Kurven vorzuschicken. Verlauft eine Kurve ganz
in der Flache I' und geht sie durch den Punkt p, so liegt die Kurventangente in der Tangentialebene
an die Fliche, ihre Ableitung (als Richtungsvektor dieser Tangente) also im Tangentialraum. Alle
7(0) fiir ganz in T verlaufende Kurven mit 7(0) = p, sind also sicher in 7,I". Wenn wir uns noch
davon iiberzeugen, dafl diese Vektoren einen zweidimensionalen Unterraum von R3 bilden, wird
die Definition
T,0' = {3(0) : 7: —¢,e[= T und 5(0) = p}

gerechtfertigt sein. Bei dem folgenden kleinen Argument werden wir gleich noch eine Basis fin-
den, die uns nachtriglich von der Betrachtung der Kurven wieder befreit. Man bemerke, dafl die
Parametrisierung von I' in diese Uberlegungen gar nicht eingegangen ist. Verschiedene Parametri-
sierungen fithren deshalb automatisch zum selben Tangentialraum. Allerdings héngen die gleich
zu bestimmenden Basen von TpI" sehr wohl von der Parametrisierung ab.

Fiir beliebige ¢1,c2 € R definiert die Festsetzung ¥(t) = ®(b + t(g)) = ®(ug + c1t,v0 + cat)
fiir gentigend kleine [t| eine differenzierbare Kurve die gezwungenermafien innerhalb I' = ®(B)

verlduft und zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch den Punkt 5(0) = ®(b) = p geht. Thre Ableitung ergibt
sich nach der Kettenregel als

Das zeigt, daf§ jedenfalls alle Linearkombinationen der beiden Vektoren g—f(l;) und g—f(f)) von der
Form #(0) sind.

Umgekehrt 148t sich jede zuléssige Kurve 7 in der Form 7(t) = ®(a(t)) schreiben, wo & = (o, ara)
eine Kurve in B ist, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch b geht?. Die Kettenregel zeigt,

5(0) = 61(0) 2 (@(0)) + (0) 20 (@(0)) = 41 (0) 00 (B) + 2(0) 20 (5).

Tatséchlich sind also alle Tangentenvektoren von Kurven durch p Linearkombinationen der beiden
partiellen Ableitungen. Damit ist die oben angegebene Definition gerechtfertigt und wir haben so-
gar eine Basis des Tangentialraumes gefunden. Die beiden partiellen Ableitungen g—é und %—f sind

— u

néamlich gerade die Spalten der JACOBI-Matrix Jg(b) und die hatte nach unserer Voraussetzung

vollen Rang. Also
0P - 0P -

Die Frage was mit Punkten ist, an denen die JACOBI-Matrix keinen vollen Rang hat (die Ma-
thematiker nennen sie singulir, im Gegensatz zu den bisher betrachteten reguldren Punkten),
miissen wir aus Zeitgriinden unbeantwortet lassen. Fiir unser eigentliches Ziel, die Integration
iiber Flichen, spielen sie normalerweise keine Rolle, weil es so wenige sind, daf3 die Integrale gar
nichts davon merken.

4.8.4 Normalen

Wir betrachten dasselbe Flichenstiick wie eben und den Punkt p = ®(b). Jeden # 0 Vektor, der
auf 751" senkrecht steht, nennt man normal im Punkt p. Tragt man die normalen Vektoren an den

29Das ist jedenfalls sehr plausibel; beweisen will ich es nicht.
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Punkt p an, so fiillen sie zusammen mit p eine Gerade aus, die auf der Tangentialebene senkrecht
steht. Das ist spezifisch fiir zweidimensionale Flichen im dreidimensionalen Raum?3°.

Ebenso spezifisch dreidimensional ist die Moglichkeit, einen Normalenvektor sofort hinzuschrei-
ben. Da er senkrecht auf den beiden Basisvektoren von T3I" stehen soll, nimmt man einfach das

Vektorprodukt?!:

0P - 09 -

—(b) x —(b).

5y (0) X 5, ()
Alle anderen Normalenvektoren sind skalare Vielfache von diesem. Speziell gibt es zwei Nor-
malenvektoren der Lénge 1, die sogenannten Normaleneinheitsvektoren, die sich im Vorzeichen
unterscheiden und auf die eine oder andere Seite des Flichenstiicks zeigen.

Definition. Eine Fliche heif3t orientierbar oder zweiseitig, wenn man auf stetige Weise in jedem
Punkt durch Angabe eines der beiden Normaleneinheitsvektoren eine Seite auszeichnen kann.
Anders gesagt, wenn es ein auf " definiertes stetiges Vektorfeld 77 derart gibt, dafl in jedem Punkt
pel
li()Il=1  und  (p) LTI

Die iiblichen Flichen, die einem so einfallen, sind orientierbar. Sie haben ein natiirliches
oben/unten bzw. innen/auflen. Das bekannte MOBIUsband ist das populérste Beispiel einer nicht
orientierbaren Fléche.

4.8.5 Gleichung der Tangentialebene

Kennt man einen Normalenvektor N im Punkt P so kann man die Gleichung der Tangentialebene
sofort hinschreiben. Sie besteht aus allen Punkten z, fiir die £ — p senkrecht zu N steht:

—

N e (Z—p)=0 ausfithrlich N;-(z—p1)+ Na-(y—p2)+ Ns-(z2—p3)=0.

4.8.6 Spezialfall Funktionsgraphen

Ist die betrachtete Fliche Graph der Funktion g(z,y) iiber der Menge B. Dann benutzt man
natiirlich auch x,y als Parameter. Seien b = (xg,yo) € B und p = (0, Yo, (0, %0)) € I' gegeben.
Die Abbildung ®(z,y) ist definiert als (z,y, g(w,y)) und die obigen Formeln werden zu folgenden

(alle partiellen Ableitungen im Punkt b = (xq,yo) ausgerechnet):
Basis des Tangentialraumes T;I".

1 0
0 und 1
99 g
ox oy
Normalenvektor:
1 0 —9%
0 1 9
X =| —%
ag 99 0
Ox oy
Die Gleichung der Tangentialebene im Punkt p lautet, wenn man oben formal einsetzt

9 7]
_(%,(x_xo)—afz'(y—y0)+1-(z—g(xo7yo)):0-

Das kann man nach z umstellen und findet, gar nicht verwunderlich, auf der rechten Seite die
lineare Approximation von g in der Nihe von (zg, yo) wieder:

0 0
2= g0, o) + 50 (0,40) - (2 = 20) + 5 (0. 90) - (4~ o)

Funktionsgraphen sind immer orientierbar, es gibt eine sinnvolle Unterscheidung von oben und
unten, vermittelt durch die z-Achse.

30Dje bisherigen Betrachtungen iiber Tangentialriume wiirden dagegen ganz analog auch fiir andere Kombina-
tionen von k£ und n durchgehen.
31Dje wichtigsten Eigenschaften stehen noch einmal in 4.8.9.
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4.8.7 Spezialfall Niveauflichen

Sei p = (x0,Yo0,20) ein Punkt auf der Niveaufliche ' = {(x,y,2) : G(x,y,2) = c¢}. Bei dieser
Darstellung hat der Tangentialraum keine kanonische Basis (aber natiirlich, wie jeder Vektor-
raum viele Basen, s. auch unten). Dafiir werden wir im Normalenvektor einen alten Bekannten
wiedertreffen.

Stellen wir uns zunichst einen Tangentialvektor 4(0) vor, wobei 7 eine in I' verlaufende Kurve
ist, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch unseren Punkt p geht. Die Funktion G(5(t)) ist dann konstant
gleich ¢ also verschwindet ihre Ableitung:

0= 26(3)(0) = srad G(p) #5(0).

Mithin steht der Gradient von G senkrecht auf 4(0). Da der Tangentialvektor beliebig war, ist
grad G(p) als Normalenvektor der Niveaufldche identifiziert, jedenfalls solange er # 0 ist, was ich
stillschweigend voraussetze. Die Gleichung der Tangentialebene ergibt sich dann als grad G(p) e
(Z — p) = 0 oder koordinatenweise

oG oG oG
%(330790’ 20) (% — x0) + afy(l‘o,yo, 20)(y — yo) + a(ﬂfovyo, 20)(z — 20) = 0.

Niveauflichen sind immer orientierbar; es gibt Innen {G < ¢} und Auen {G > c}.

Wenn man eine Basis des Tangentialraumes braucht, sucht man sich beliebige zwei Vektoren, die
a
linear unabhingig sind und auf dem Gradienten senkrecht stehen. Ist etwa grad G(p) = b
c
mit a,b # 0, so kann man z.B.

—b a —b —ac
a und b X a = —be
0 c 0 a® + b?

benutzen.

4.8.8 Abschweifung: LAGRANGE-Multiplikatoren aus geometrischer Sicht

Wir wollen die relativen Extremwerte der Zielfunktion f(z,y,z) auf der Niveaufliche I' :=
{(z,y,2) € R*: G(z,y,2) = 0} finden. Beide Funktionen werden als C'' vorausgesetzt.
Hintergrund ist die Beobachtung, dafl in Extrempunkten alle Richtungsableitungen in Tangenti-
alrichtungen verschwinden. Um das genauer auszufithren sei p € I' der Extrempunkt von f und
grad G(p) # 0 (Regularititsbedingung). Jeder Einheitsvektor & € T;I" 148t sich als 7(0) schreiben,
wobei 7 eine in T" verlaufende Kurve mit 4(0) = p ist. Die Funktion f(5(¢)) nimmt dann fiir ¢ = 0
einen relativen Extremwert an, also verschwindet ihre Ableitung nach ¢:

d R ) . P
0= @f@(t)) — grad f(7(0)) e ¥(0) =grad f(p) e € = 8765(15).
Da nun € ein beliebiger Einheitsvektor aus T5I" war, folgt aus grgmd f(p)ee =0, daBl grad f(p) auf
T5I senkrecht steht. Das tun aber nur die Vielfachen des Gradienten von G, daher grad flp) =

)\grad G(p), fiir ein passendes .

4.8.9 Anhang: Vektorprodukt und GrAMsche Determinante

Im Laufe dieses und des néchsten Abschnittes werden das Vektorprodukt und die GRAMsche
Determinante eine Rolle spielen. Zu Threr Bequemlichkeit habe ich das Wichtigste noch einmal
kurz zusammengestellt.
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Jede Meteorologin ist seit dem ersten Semester mit Vektorprodukten vertraut:

a by azbs — azby
ao X bQ = a3b1 — a1b3
as b3 a1b2 — a2b1

Diese Formel 148t sich leicht merken, wenn man die rechte Seite formal als Determinante schreibt,
in deren erster Spalte die kanonischen Basisvektoren stehen:

51 aq b1
€2 azx bo
€3 az b3

Die wichtigsten Eigenschaften sind Ihnen sicher auch vertraut:

1 (aa—i—aa’)xb:a(d’xg)+a'(é”x5) und axb=-bxa

l

3

(1)

(2) @ xb=0 <= @,b lincar abhiingig

(3) Das Vektorprodukt steht senkrecht auf den Faktoren.
(4)

4) Seine Lénge ist gleich dem Flédcheninhalt des von den Faktoren aufgespannten Parallelo-

@ x || =1a- e -sin /(@5

gramins :

(6) (@ xb)eé =det(@,b,é) (Spatprodukt)

Die GrAMsche Identitédt. Wir brauchen noch eine andere Formel fur die Norm des Vektorpro-
duktes bzw. den Flicheninhalt des von den beiden Vektoren @ und b im Raum(!) aufgespannten
Parallelogramms.

SIS

@ xB|| = al - [F)P - (ae8) =

QL Q

QL
o o
QL
o o

Um das nachzurechnen, nennen wir den von @ und b eingeschlossenen Winkel a.. Dann folgt alles
aus der obigen Formel (4) und einem Additionstheorem:

= " 12 17 . 112 17 S112 17 S112 00
lé > b = lla@[|" b ]|*sin® o = [|a@[]" [[b]|* (1 — cos® @) = [|@|" 1o |* = [|a@]|” b |* cos® .

(G b )2

4.9 Der Inhalt einer gekriimmten Oberfliche im Raum

Wir betrachten eine Oberfliche I' im Raum und wollen ihr, wenn méglich, eine nicht-negative reel-
le Zahl zuordnen, die man mit einiger Plausibilitdt als Fldcheninhalt ansehen kann. Speziell sollen
Polyeder, d.h. aus lauter platten Polygonen (Dreiecke geniigen) zusammengeklebte Oberfléichen,
die iiblichen elementargeometrischen Flicheninhalte zugeteilt bekommen.

Bei gekriimmten Fléchen besteht die Idee darin, diese durch Polyeder zu approximieren und die
Polyederfliche als Approximation an die gesuchte Fliche zu betrachten. Diese ergibt sich dann
durch einen Grenziibergang. Das Ausfithren dieser Idee macht im Vergleich zum Verfahren bei
Kurven, wo durch Polygonziige approximiert wurde, erhebliche Schwierigkeiten. Ich will das nur
auf heuristischem Niveau diskutieren.
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4.9.1 Der Fliacheninhalt als Integral

Es wird bequem sein, eine Bezeichnung fiir Dreiecke zu haben: A(a, b, ¢) ist das Dreieck mit den
Eckpunkten a, b, ¢ entweder in der u, v-Parameterebene oder im x, 7, z-Raum in dem die Fliche
I' liegt. Wie schon friiher ist ’A(d,l_), 6)| der Fliacheninhalt des Dreiecks, den wir ohne weiteres
verstehen und berechnen kénnen, auch wenn das Dreieck im Raum liegt.

Wir nehmen jetzt an, dafl unsere Oberfldche eine stetig differenzierbare Parametrisierung ® be-
sitzt, die auf dem Parameterbereich B der u, v-Ebene definiert ist. Um nebenséchlichen Problemen
von vornherein aus dem Weg zu gehen, setzen wir B als Polygon voraus (etwa ein Rechteck). Dann
148t sich B bequem in Dreiecke zerlegen, die paarweise jeweils hochstens eine Seite gemeinsam
haben: B = Ufil A; (man spricht von einer Triangulierung). Mittels ® werden die Eckpunkte
der A; auf die Fliche transportiert. Sie bestimmen ein (rdumliches) Dreieck, das ich A nennen
werde. Zusammen bilden die ‘hochgehobenen’ Dreiecke eine Polyederfliche Uf\il A?, die wir als

Approximation an I' auffassen. Thr Flicheninhalt ist Efil |Af" und wir wollen {iberlegen, was
passiert, wenn N — oo geht und gleichzeitig die beteiligten Dreiecke A; immer kleiner werden.

Die Idee besteht in der zunéchst trivialen Umformung Zf\il |AR| = fv LA -|A;| und in der

Interpretation der rechten Seite als RIEMANNscher Summe El 1 P(5:)|A;]  fiir eine (noch zu
bestimmende) Funktion p: B — R und jeweils passend gewéihlte Punkte §; € A;.

Bei dem oben beschriebenen Grenziibergang gehen die RIEMANNschen Summen dann in das
Integral [ p(u,v) d(u,v) iiber. Die Funktion p ist eine Art Dichte. Ich werde sie als den zu ®
gehorenden Verzerrungsfaktor bezeichnen, was insofern nicht ganz korrekt ist, als dafl dieser nicht
konstant ist, sondern vom Punkt abhéngt.

4.9.2 Die Bestimmung des Verzerrungsfaktors

wére nun vorrangige Aufgabe. Ich will aber weder die Vorlesung noch das Skript damit belasten,
sondern verweise auf die Literatur, bzw. die Ergdnzungen und Zuséitze im Netz. Dort habe ich
sogar drei verschiedene Herleitungen skizziert. Ergebnis ist die Formel

iy ://BHZZIZ(“’” <22 (u0)

Der Verzerrungsfaktor ist bemerkenswerterweise der Flidcheninhalt des von den kanonischen Ba-
sisvektoren von Ty, I" aufgespannten Paralleleogramms, das sich (dreidimensionaler Zufall) als
die Norm des oben ausgerechneten Standardnormalenvektors berechnen 148t.

| duo).

4.9.3 Spezialfall Funktionsgraphen

Der Verzerrungsfaktor ergibt sich als Norm des in 4.8.6 ausgerechneten Normalenvektors

Joe () ()

4.9.4 Alternative Form des Verzerrungsfaktors

Die Norm eines Vektorproduktes hatten wir im ersten Semester schon einmal durch eine andere
Formel ausgedriickt (GRAMsche Identitéit), die im gegebenen Zusammenhang manchmal beque-

mer ist:
00 0w\ (00 ob\ (0% o0\’
8u.8u . 811.81) B 8u.8v

Die traditionelle Schreibweise hierfiir ist vV EG — F2, wobei
00 02 _ (02 2 09,\? [0®5)\2 0 02 _ (02 2 09,\? [0®5)3

o o1\, 2\ 3 G — L) 4 2\ 4 3
8u du  \ du ou ou av v\ ov ov ov

97

H(‘)(b e




wd g0 0008 0% 0By 0%y 0By 0%,

ou Ov ou  Ov ou  Ov du  Ov
gesetzt ist. Die zweite Variante hat gegeniiber dem Vektorprodukt den Vorteil auch fiir zwei-
dimensionale Flidchen zu gelten, d1e in hoherdimensionale Riéume eingebettet sind: denn das

von zwei Vektoren @ und b aus R" aufgespannte Parallelogramm hat immer den Flidcheninhalt

-

\/(6 ed)-(beb)—(deb)? (Wurzel aus der GRAMschen Determinante).

4.9.5 Der hohere Standpunkt

Die aus den beiden Spalten und 84’ der JACOBI-Matrix von @ geblldete GRAMsche Determi-
nante kann man auch als Determmante des Matrizenproduktes (Jq>) - Jo schreiben. Dann wird
der Verzerrungsfaktor zu /det ((Jg)T - Jp). Das mag im Moment abgehoben erscheinen, ist aber
von einem allgemeineren Standpunkt aus gesehen die richtige Form. Sie hat den Vorteil, auch
zur ‘Volumen’berechnung von k-dimensionalen Gebilden im n-dimensionalen Raum zu taugen.
Sei B C R* der Parameterbereich und ® : B — I' C R" die Parametrisierung eines derartigen
Gebildes®?, so wird fiir die ‘Volumen’berechnung von I' gerade das Integral

/B Vet (Jo (@) - Jo (@) du

benutzt. Fiir £ = 2, n = 3 haben wir das gerade diskutiert. Fiir n = k ist die Matrix Jg quadratisch

us 1/det (JL - Jp) wird 4/det JL - det Jp = det Jg)2 = |det Js|, der Korrekturfaktor aus der
o o

Transformationsformel. Fiir £ = 1 und beliebiges n handelt es sich um eine Kurve ® = 7, deren
JAcoBI-Matrix der Geschwindigkeitsvektor 7 ist. Aus (Jo)? - Jp wird die 1x 1-Matrix mit dem
einzigen Eintrag 4 ¢ 4 und der Verzerrungsfaktor wird zu /7 e ¥ = ||7]|, wie bei der Berechnung
der Kurvenlénge gelernt.

4.9.6 Beispiele

Wir wollen die Plausibilitdt der gefundenen Formel nachpriifen, indem wir einige Flicheninhalte
ausrechnen. Zunéchst fiir die Sphiére vom Radius R. Wir benutzen die Zerlegung in die
nordliche und siidliche Hemisphére, die beide denselben Flécheninhalt haben. Es geniigt also
einen von ihnen zu berechnen: S, ist Graph der Funktion g(z,y) = y/R? — 22 — y? auf dem
Definitionsbereich B = {(z,y) : 2% + y* < R?}. Die partiellen Ableitungen dieser Funktion sind

dg —x dg -y

und

e — S — d
Ox R2 — 22 — 42 dy R2 — 22 — 2 b

Daher der Flicheninhalt der oberen Halbkugel

_ 2
/NH St e = [ A Y

Die . .. fiillen Sie vielleicht selbst aus, durch Umwandlung in ein iteriertes Integral oder Einfiihrung
von Polarkoordinaten. (Haben Sie bemerkt, daf es sich um ein uneigentliches Integral handelt?
Die Funktion ¢ ist am Rand nicht ganz koscher.)

Nochmal die Spire vom Radius R: Diesmal wéhlen wir die Parametrisierung, die auch den
Kugelkoordinaten zugrunde liegt (die ist zwar auf den Randpunkten des Parameterrechtecks nicht
injektiv, aber die spielen fiir das Integral keine Rolle):

B =[-m, 7| x[0,7] und ®(p,0) = (Rcospsinb, Rsingsind, Rcosb).

32 Auf Feinheiten kommt es hier nicht an.
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Als Basisvektoren des Tangentialraumes ergeben sich

9 —Rsingosip& 0 chsapcosﬁ
90 = Rcospsing |, 50 = Rsinpcosf |,
v 0 —Rsind

daraus E = R?sin?0, G = R?, F =0 und der Verzerrungsfaktor

VEG — F2 = v/ R4sin? 0 = R%sin6,

denn der Sinus ist fiir die zugelassenen Thetas immer positiv Also ist der Flécheninhalt der ganzen
Sphiére jetzt

27 T T
/ / R?sin 6 df dp = 21 R? / sinf df = 47 R?,
o Jo 0
wie es sich gehort.

Ein Torus ist anschaulich ein aufgeblasener Autoreifen. Seine Grofle wird bestimmt durch zwei
Radien r < R. Dabei soll r der Radius des Schlauches sein und R der Radius des in der Mitte des
Schlauches gedachten Kreises (der sogenannten Seele des Torus). Aus dieser Beschreibung ergibt
sich leicht die folgende Parametrisierung

x=(R+rcosp)cosyy, y=(R+rcosyp)siny, z=rsing

wobei (¢,%) € [0,27] x [0,2x]. Wieder ist das nicht ganz injektiv, denn die Rénder des Pa-
rameterrechtecks werden miteinander verklebt. Aber das ist fiir das Integral unerheblich. Als
Tangentialvektoren ergeben sich

—7rsin @ cos Y —(R + rcosp)siny
0 . . 0
o — 7 sin sin %: (R+rcosp)cosyy |,
® T COS (© 0
daher 5 5 5 5 P P
_9,9 _ > _9,9 _ 2 _ 949 _
7&,0.&,0 re, awoaw (R+rcosp), F 3<p.8¢ 0.

Der Fléacheninhalt des Torus ist gleich dem Integral f02 " 0% VEG — F? dpdy

2 2m 2T
/ / |r(R 4 rcos )| depdip = 27rr/ (R + 7 cosp)dp = 2nr2n R = 47*rR
o Jo 0

(wegen R > r ist R + 7 cos ¢ immer positiv).

4.10 Oberflichenintegrale

gibt es zwei Typen je nachdem ob Skalar- oder Vektorfelder integriert werden sollen. Es besteht
eine Analogie zu den zwei Typen von Kurvenintegralen f’v fds bzw. f7 f eds. Wir beginnen mit
der Integration von Skalarfeldern.

4.10.1 Wie man zum Integral kommt

I sei eine Oberfliche in R? und f : ' — R eine darauf definierte skalare Funktion, die integriert
werden soll. Man macht das Ubliche. Die Fliche I' wird in viele kleine paarweise hochstens am
Rand iiberlappende Teilflichen zerlegt. Dann bildet man RIEMANNsche Summen, indem jeweils
ein Funktionswert f(p) der auf dem Teilstiick angenommen wird mit dem Flidcheninhalt des
Teilstiicks multipliziert wird und dann iiber alle Teilstiicke aufsummiert. Wenn diese Summen bei
immer feiner werdenden Zerlegungen der Fliache I' gegen einen Grenzwert streben und dieser nicht
von der Art und Weise der Zerlegung abhéingt, dann nennt man ihn Integral der Funktion f iiber
die Oberfléiche I" und schreibt [ f. Zur Betonung wird manchmal auch etwas wie [ f(z,y, z)dF
geschrieben.
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4.10.2 Anforderungen an die Fliche

Wenn schon bei der Integration iiber platte zweidimensionale Gebiete Anforderungen an die
Fliche (hauptsiichlich ihren Rand) gestellt werden miissen, so ist das bei Oberflichen umso mehr
der Fall. Wie bei anderen Arten von Integralen werden wir erlauben zu stiickeln. Die Integrale
sollen sich stiickweise ausrechnen lassen und werden dann addiert. Also kommt es darauf an, sich
mit der Definition des Integrals auf einem geeigneten Flichenstiick zu befassen.

Die Flédchenstiicke sollen so sein, wie im vorigen Abschnitt besprochen, also eine Parametrisierung
® : B — I haben mit einem stetig differenzierbaren ®, dessen JACOBI-Matrix in jedem Punkt
von B Rang 2 hat. Der ebene Parameterbereich B soll jetzt gutartig sein, so dafl die normale
Integration stetiger Funktionen iiber B jedenfalls keine Schwierigkeiten macht.

Inoffizielle Zwischenbemerkung. Hinsichtlich der im vorigen Abschnitt geforderten Injektivitdt der
Parametrisierung ® sind wir nur in der Theorie streng. In der Praxis ist es nicht so schlimm, wenn manche
Punkte aus I' viele Urbilder haben. Wichtig ist nur, dafl die Menge der verklebten Punkte in B diinn ist
(etwa eine Vereinigung von endlich vielen Strecken) und beim Integrieren iiber B nicht ins Gewicht fillt.
Ahnlich groBziigig kénnen wir sein, was den Rang der JAcoBI-Matrix angeht. Offiziell werden wir darauf
bestehen, daB er iiberall zwei ist. Wenn der Rang aber auf einer diinen Menge von Punkten aus B kleiner
als 2 ist, so merken die Integrale das gar nicht.

Diese Schummelei ist in der Praxis bequem, weil sie erlaubt mit einem oder doch wenigen Fliachenstiicken
auszukommen. Um die reine Lehre zu retten, kann man die Flichen meist in mehrere (viele) Stiicke
zerschneiden, fiir die alle Bedingungen erfiillt sind.

4.10.3 Definition

Nun stellen wir uns vor, dal die in 4.10.1 beschriebene Zerlegung von I' dadurch entsteht, dafl
eine Zerlegung von B mittels ® auf die Flidche hochgehoben wird. Wenn die dazu benétigten
Teile von B nur klein genug sind, so unterscheidet sich der hochgehobene Flicheninhalt von dem
seines Urbilds in der Ebene um einen Verzerrungsfaktor, den wir im vorigen Abschnitt ausfiihrlich
diskutiert hatten.

Setzt man diesen Faktor ein, so verwandelt sich die Integralsumme der Funktion f iiber I' in
eine Integralsumme einer korrigierten Funktion iiber B. Das entsprechende Integral wird als
Oberflachenintegral von f definiert.

Formale Definition.

//fxy, )dF = //f (u,v) H&I) oe

wobei

dtwo) = [[ 1) VEG=F? d(u.o),

od 00 o 09 o 09

= ou " ou’ “ o ou  Ov’
Dieser Zugang hat den Nachteil, dafl das definierte Integral zunéchst von der Parametrisierung
abhéingt. Man mufl nachweisen, da§ in Wahrheit jede Parametrisierung denselben Wert liefert.
Wir werden das nicht tun.
Den formalen Ausdruck Hg—‘f X %—f” d(u,v) bzw. VEG — F? d(u,v) werden wir Ober-
flichenelement nennen und als dF notieren (so wie ds Standardnotation fiir das Bogenelement
war).

4.10.4 Wenn I ein Funktionsgraph ist

wird die Formel fiir das Oberflachenintegral einfacher. Angenommen

I'={(z,9,9(z,9)) : (z,y) € B}.

Dann haben wir den Verzerrungsfaktor in 4.9.3 ausgerechnet und setzten ihn nun ein:

[ s am= [ stz (2) + (2) s
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Klassisch schreibt man oft nur z = z(z,y). Dann liest sich die Formel

[fsesaran= ff e e (5) + (5) s

4.10.5 Skalare Oberflichenintegrale von Vektorfeldern

werden auch Flussintegrale genannt (auch das Wort ‘Durchsatz’ an Stelle von Flul habe ich
gelesen). Als motivierendes Beispiel denken wir an das Geschwindigkeitsfeld ¢ (Z) einer stationér
stromenden Fliissigkeit. In die Stromung héngen wir irgendwie eine volldurchlissige Membran
(was immer das ist; eher ein Sieb) mit bestimmter Oberfliche I'. Die Frage ist, wieviel Fliissigkeit
pro Zeiteinheit durch diese Flédche stromt.

Wire die Geschwindigkeit konstant und die Flidche senkrecht zur Stromungsrichtung aufgehéngt,
so wire die Antwort: ||0]| - Flacheninhalt. Ist die Geschwindigkeit konstant, die Fliche platt
aber geneigt zur Stromung, so mufl muf} statt v die Komponente senkrecht zur Fliche benutzt
werden. Schreiben wir 7 fiir den Normaleneinheitsvektor der Fliche (nach der Stromungsseite),
so ist die Fliissigkeitsmenge

[|T]] - cos £(¥,7) - Flécheninhalt = ¢’ @ 7 - Flécheninhalt.

Bei nicht konstantem ¢ und gekriimmtem I' zerlegt man die Fliche in viele kleine Pliattchen
...... , am Ende kommt ein Oberfléichenintegral ([, 7 o7 dF heraus.

Im Gegensatz zum skalaren Kurvenintegral wo das Vektorfeld auf die Tangentenrichtung proji-
ziert wurde, nimmt man hier die Normalenrichtung. So wie man bei der Kurve einen Umlaufsinn
festlegen muflte, von dem das Vorzeichen des Integrals abhing, so muf3 man auch auf der Ober-
flache eine Orientierung festlegen. Technisch geschieht das durch Auswahl eines stetigen Feldes
aus Normaleneinheitsvektoren. Flufiintegrale lassen sich daher nur fiir zweiseitige Oberflichen
berechnen.

Da das bei den Physikern sehr beliebt ist, werde auch ich ein ‘vektorielles Oberflichenelement’ dF
einfiihren (eigentlich wire die Bezeichnung dF angemessener); es ist definiert als 7 dF' hat also den
Betrag des skalaren Oberflichenelementes dF und die Richtung des ausgewahlten Normalenfeldes.
Mit dieser Bezeichnung sieht das Fluflintegral dann so aus:

//Ff.dﬁ.

In der klassischen Schreibweise hat das (dreidimensionale) Vektorfeld, dessen FluBintegral berech-
net wird die Koordinaten P,Q, R. Die Koordinaten des ausgewihlten Normaleneinheitsvektors
7, die ich etwas nichtssagend nq,no,ng schreiben werde, heiffen in vielen &ltern Lehrbiichern
Richtungskosinus’ cos /(n,x),cos Z(n,y),cos Z(n, z). Gemeint sind die Winkel zwischen der aus-
gewdhlten Normalenrichtung und der positiven z-, y-, z-Richtung.

Das entsprechende Integral konnte also in klassischer Schreibweise so aussehen:

/ g (P cos(n,z) + Qcos(n,y) + Rcos(n, z)) dF.

Will man das Flussintegral ] fw f o7 dF mit Hilfe einer Parametrisierung ® : B — R* ausrechnen,

so ergeben sich gewisse Vereinfachungen. Der Normaleneinheitsvektor 77 entsteht als iﬁ wobei

—

N = g—f X av der ‘kanonische’ Normalenvektor ist. Die Norm von N taucht gleichzeitig als
Verzerrungsfaktor auf, 14t sich also herauskiirzen:

//f odFf = //f (1, 0)) ® 75w, 0) | N (at, 0) | (s, 0) = //f (1, 0)) » N (u, 0) d(u, v).

Das Vorzeichen richtet sich danach, ob der kanonisch gegebene Normalenvektor N in dieselbe
Richtung zeigt, wie die fiir den Flufl ausgesuchte Einheitsnormale 7.
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Beachtet man noch, dafl N ein Vektorprodukt ist, so steht unter dem letzten Integralzeichen ein
Spatprodukt, das als Determinante geschrieben werden kann:

//Ffodﬁ:ﬁ://Bdet (f(@(u,v)), g%(u,v), gi’(w)) o

Das ist manchmal niitzlich manchmal auch schwerfélliger.

4.10.6 Beispiel

1/x
Wir wollen den Fluf3 f I B ]? e dF des Vektorfeldes f (z,y,2) = 1/y berechnen, wobei 7 die
1/z
duBere Einheitsnormale und F das Ellipsoid mit der Gleichung 2’—;—1—%—24—% = 1 ist. Es entsteht aus
der Spére, indem in den drei Koordinatenrichtungen jeweils gestreckt bzw gestaucht wird. Also
entsteht die Parametrisierung aus der oben besprochenen Parametrisierung der Sphére, indem in
xz,y und z jeweils mit den passenden Faktoren multipliziert werden:

B =[-m, 7| x [0,7] und D(p,0) = (acospsinb, bsinpsinf, ccosb).

Als Basisvektoren des Tangentialraumes ergeben sich

o —asin<p.sin9 0D acpsapcos@
90 = bcos psinf e = bsinpcosf |,
® 0 —csinf
Weiter ist
< i 2 s 2
0b 0P —bc €08 51'n20 be cO8 S}n29
a—x%: —ac sing sin” 6 =—| ac siny sin“0
¥ —ab [cos O sin 0 sin® ¢ + cos fsin 6 cos? ] ab cosf sinf

Um einzusehen, ob es sich um die innere oder duflere Normale handelt (die andere wiirde sich nur
im Vorzeichen unterscheiden), betrachten wir den Punkt mit den Parametern ¢ = 0,0 = 7/2.
be
Das ist der Punkt (a,0,0), also der Extrempunkt auf der 2-Achse. Dort ist g—i X %—‘3 = — 0o 1,
0
zeigt also zum Nullpunkt hin, d.h. nach innen. Um die duflere Normale zu bekommen, wird das
obige Minuszeichen weggelassen.

Dann wird der Fluf} gleich // F(x(p,0),y(,0), 2(¢,0)) ® N(p,0) d(p,0)
B

:/’T /7r becos psin®@  acsinpsin?@  abcosfsin 6 40 dip
—7m J0

a cos @ sin bsin @ sin 0 ccosf

=27r<bc+ac+ab>/ sin9d9:47r<bc+ac+ab),
a b c /) Jo a b c

Allerdings ist das Vektorfeld f gar nicht auf der ganzen Oberfléche definiert, was die obige
Rechnung etwas anriichig macht. Wir haben das deshalb nicht bemerkt, weil f -7 eine stetige
Fortsetzung auf die ganze Fliche hat (wegkiirzen der Nenner unter dem Integral).

5 Integralsitze

setzen das Integral von etwas iiber einem hoherdimensionalen Gebilde mit dem Integral von etwas
verwandtem iiber dem niedrigerdimensionalen Rand dieses Gebildes in Beziehung. Vorbild, wenn
auch leicht entartet, ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in der Form

b

a

b
/ £t dt = £(t)

102



Hier ist die Strecke [a,b] das eindimensionale Gebilde und die beiden Punkte a und b bilden den
nulldimensionalen Rand. Die beiden verwandten ‘Etwasse’, die ‘integriert’ werden, sind f und f.

Die moderne Mathematik behandelt die Integralséitze dieses Abschnittes in einem anderen Rah-
men, als wir das tun werden. Es werden Differentialformen {iber Mannigfaltigkeiten bzw. deren
Rénder integriert. Am eingéngigsten kénnen Sie das bei JANICH nachlesen. Wissenschaftlicher
sieht es bei KERNER/VON WAHL aus. Dieses Herangehen ist gleichzeitig mathematisch exakter
und allgemeiner als die folgenden Betrachtungen.

Die exakte Theorie briauchte eine ganze Latte neuer ‘Vokabeln und Grammatik’, um iiberhaupt
zu sagen, was man will. Noch mehr Aufwand ist fiir die Beweise der entsprechenden Sitze notig.
Das wollte ich Thnen und mir ersparen.

Ich will aber noch eine schicke Bezeichnung erwéhnen, die oft auch dann benutzt wird, wenn die
zugehorige Theorie gar nicht erklirt wird. Ist A eine ebene Fliche, eine Oberfliche (Haube) im
Raum oder ein dreidimensionaler Kérper (exakt: eine Mannigfaltigkeit), so wird ihr Rand mit 0 A
bezeichnet. Stillschweigend wird vorausgesetzt, dal A mit einer Parametrisierung (exakt: Atlas)
kommt, aus der sich kanonisch eine Parametrisierung des Randes ergibt. Die Integralsétze liefern
dann Beziehungen zwischen Integralen iiber A bzw. A und kénnten als Formeln so aussehen:

/rathdﬁ: f0d§ oder /divde: deﬁ.

A oA A A

Meine Darstellung (derselben Sétze!) ist etwas hausbacken und benutzt den Randoperator 9 nicht,
sondern gibt den Randkurven bzw. -flichen eigene Namen.

5.1 Die GreEENsche Formel (in der Ebene)

Die®3 GREENsche Formel ist der nach dem eindimensionalen Hauptsatz nichsteinfache Fall. Damit
wir uns um die Existenz der Integrale keine Sorgen machen miissen, setzen wir Stetigkeit und
Glattheit auch dort voraus, wo man eventuell mit weniger auskéme.

5.1.1 Die Situation

Gegeben sei eine ebene, stiickweise glatte, geschlossene JORDAN-Kurve (d.h. bis auf Anfangs-
und Endpunkt doppelpunktfrei) 7. Sie berandet einen kompakten Teil G der Ebene (und einen
unbeschrinkten Teil, fiir den wir uns im Moment nicht interessieren). Diese auf den ersten Blick
vollig einleuchtende (weil man viel zu einfache Kurven vor Augen hat) Aussage ist in Wahrheit
schwierig zu beweisen und heifit JORDANscher Kurvensatz (Glattheit wird dafiir nicht gebraucht).
Wir gehen einfach davon aus, dafl das so ist. Wegen der Gléitte von 7 ist G gutartig. Hinreichend
stetige Funktionen lassen sich also iiber GG integrieren und stetige Vektorfelder auch entlang 7.

5.1.2 Die klassische Formulierung der GrREENschen Formel

geht von zwei C''-Funktionen P und Q aus, die auf einer G umfassenden offenen Menge definiert

sein sollen. Fiir diese gilt
oQ 8P> ]{
— — — | d(z,y) = ¢ Pdx+ Qdy.
[ (52-57) dwn = § Pas+auy

Dabei ist der Umlaufsinn von 7 so festgelegt, daf der Bereich G immer auf der Fahrerseite (links
der Kurve) bleibt.

33Der bestimmte Artikel ist mit Vorsicht zu geniefen: vom Herrn GREEN gibt es noch mehr Formeln (s. spéter
in diesem Kapitel). Auch hat die Formel dieses Abschnitts bei fast jedem Lehrbuchautor einen anderen Namen.
Zum Beispiel habe ich auch die Bezeichnungen RiIEMANNsche und GAusssche Formel gefunden. Andere Autoren
sprechen von der STOKESschen Formel in der Ebene.
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Tatséchlich gelten zwei asymmetrische Formeln, deren Differenz die oben hingeschriebene ergibt.
WEeil es dann iibersichtlicher wird, werden wir es auch so beweisen. Sie lassen sich aus der sym-
metrischen Variante zuriickgewinnen, indem einmal P und dann @ Null gesetzt werden:

[[ 8= foa wi  [[ Py~ fra

Vielleicht stutzen Sie wegen des Minuszeichens. x,y sowie P, (@ sind doch gleichberechtigt wieso
kann man sie dann nicht einfach vertauschen? Das liegt am festgelegten Umlaufsinn: von positiver
z-Richtung zu positiver y Richtung. Damit ist die Symmetrie zwischen = und y zerstort. Wird
die Kurve andersherum durchlaufen, so steht das Minuszeichen in der anderen Gleichung.

5.1.3 Beweis fiir einfach gutartiges G

Wir setzen zunéchst voraus, da G eine Beschreibung der Art
G={(z,y):a<z<bund g(x) <y < h(z)}

hat. Dabei sollen g, h stetig differenzierbar (stiickweise geniigt) sein und kénnen zur stiickweisen
Parametrisierung der Randkurve benutzt werden (Skizze!). Die Randkurve 7 zerfillt in vier Teile
mit den Parametrisierungen

Tz (2,9(z) € la,b]
Y2y (by) € [9(b), h(b)]
3 x> (z, h(x)) € [a,b]
Y1y (a,y) € [g(a), h(a)]

Dabei miissen 43 und 44 riickwérts durchlaufen werden ¥ = 717273 V4 - Benutzt man diese
Parametrisierungen, so wird die Identitit ] fG P (g y) = — ﬁ_y Pdz zu

h(z)
/ (/ 6—P dy) dx
a g(z) 6y

b h(b) b h(a)
/ P(z,g(x))-1dx —|—/ P(b,y)-0dy — / P(z,h(x))-1dx— / P(a,y) -0 dy]
a g9(b) a g(a)

Auf beiden Seiten (links nach Hauptsatz) bleibt f; [P(z,h(x)) — P(x,g(x))] dz, also dasselbe.
Mit der zweiten Identitét wird es schwieriger, weil die Parametrisierungen dem Problem schlechter
angepafit sind. Rechnet man erst einmal analog zum gerade erfolgreichen Vorgehen, so wird aus
der angestrebten Beziehung ([ 52 99 (x ﬁy Q dy die Gleichung

b h(b) h(a)
:/ Qeng(e)) o' @) det [ Qbry)-1dy— /Qxh (2))- h(x)dx—/ Qla.y) 1 dy.

g(b) g(a)

Auf den ersten Blick ist keine Vereinfachung abzusehen, mit deren Hilfe wir die Gleichheit fest-
stellen konnten. Der Trick besteht im Heranziehen der Formel 4.1.6:

d h(x) B h(z) 0Q / /
d( o Y dy) [ e dy s Qe k@) K@) Qe g(@) - ().

Integriert man beide Seiten f; ...dz, so entsteht links (nach Hauptsatz)

b d h(z) h(b) h(a)
/ — ( Q(z,y) dy) dr = Q(b,y) dy — Qa,y) d

dz \ Jg () g(b) g9(a)
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Rechts ergibt sich

/ /gh(m) (z,v) dyd:c+/ Q(z,h(x)) - 1 (z) dff—/abQ(x,g(x))-g’(x)dx.

Nach Gleichsetzen und Umstellen, ist das die verlangte Gleichung. Damit ist die GREENsche
Formel fiir einfach gutartige Mengen bewiesen, denn der symmetrische Fall

G={(z,y):c<y<dundu(y) <z <v(y)}

geht ganz analog.

5.1.4 Die Riickfiihrung komplizierterer Bereiche auf einfache

passiert durch Zerschneiden. Ist G nicht so einfach wie oben beschrieben, so 148t sich die Menge
vielleicht durch Schnitte in endlich viele einfache Teile zerlegen G; U Go U ... U Gy, auf die dann
einzeln die obige Formel anwendbar ist [ fG ¢ . Summiert man alle dlese Gleichungen so
entsteht links das Integral iiber die Gesamtfliche und rechts die Summe iiber die Kurvenintegrale

der einzelnen Randkurven .
[l-%4.

Die Randkurven #; der Teilmengen G; sind selbst zusammengestiickt aus Teilen, die zum Rand
von G gehoren (und sich insgesamt zu 7 zusammenstiicken) und Strecken, die beim Zerschneiden
entstanden sind. Letztere kommen jeweils zweimal vor als gemeinsamer Teil des Randes von G;
und G;. Da der Rand beider Teilflichen jeweils im positiven Sinn durchlaufen wird, mufl die
gemeinsame Randstrecke dabei einmal hin und einmal zuriick durchlaufen werden. Die diesen
Durchldufen entsprechenden Kurvenintegrale haben entgegengesetzte Vorzeichen, heben sich al-
so in der Summe Zf 1 f auf. Dann bleibt aber von der groflen Summe nach Wegheben und

Zusammenfassen wirklich nur f iibrig.
Machen Sie sich das ganze Argument an einer Skizze klar! Legen Sie zunéchst nur einen Schnitt!

5.1.5 Gebiete mit Lochern

sind in der obigen Situationsbeschreibung nicht erfafit, da wir von einer einfach geschlossenen
Randkurve 4 ausgegangen waren. Die GREENsche Formel gilt aber auch fiir Gebieten mit endlich
vielen Lochern (denken Sie an eine Scheibe Schweizer Kiise), die wir am besten als G = A\
(L1 ULy U...UL,) beschreiben, wobei A und die L; solche Gebiete wie bisher sind, jeweils mit
linksherum orientierten einfach geschlossenen Randkurven & bzw. Xi. Alle Locher L; sollen dabei
im Inneren von A enthalten sein und sich gegenseitig nicht beriihren.

Der Rand von G zerféllt jetzt in den Rand von A, der durch & richtig parametrisiert wird, und die
Rénder der Locher. Da \; das Loch L; so umrundet, daf es links bleibt, muf man umdrehen, wenn
man den Kése auf der Fahrerseite haben will. Als Randstiick von G muf} also 5\1-_ benutzt werden.
Im urspriinglichen Sinne der Definition, handelt es sich beim Rand von G gar nicht um eine
Kurve. Das Kurvenintegral iiber derartige ‘unzusammenhingende’ Kurven kann aber trotzdem
sinnvoll definiert werden: es ist natiirlich als Summe der Kurvenintegrale der zusammenhéngenden
Teilstiicke zu verstehen.

Wenn wir davon ausgehen, daf§ die Funktionen P und @ stetig differenzierbar auf ganz A definiert
sind oder sich wenigstens fortsetzen lassen (eigentlich brauchen sie nur in einer offenen Menge
erklidrt sein, die G enthilt), dann erhalten wir die GREENsche Formel fir G durch einfache

Subtraktion:
RTINS S R S B §

Wenn Sie lieber nicht an die Fortsetzbarkeit von C*-Funktionen glauben wollen, miissen Sie sich
iiberlegen, dal man das im vorigen Abschnitt benutzte Zerschneiden so organisieren kann, dafl
die Locher dabei aufgeschnitten werden (Késescheibe vorstellen!). Die Teilstiicke von G sind dann
alle einfach berandet ohne Locher und dasselbe Argument wie oben greift.
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5.1.6 Ein Spezialfall: Flicheninhalt als Kurvenintegral

Setzt man in der GREENschen Formel

[ (52-50) e = f passaay

@ =z und P = —y so ergibt sich

/A(l+1)d(m,y):]{/_ydx+xdy.

Links steht der doppelte Fliacheninhalt von G, also

1
|G| = fy{—ydx—&—xdy.
’7

2
falls G von der stiickweise glatten Kurve 4 berandet wird. Alternativ kann man auch @) = z und
P =0 bzw. Q@ =0 und P = —y setzen. Dann entstehen asymmetrische Flichenformeln

|G\:7{mdy:—%ydaz.
v v

Beispiel. Die Gleichung einer zentral gelegenen Ellipse mit den Halbachsen a und b lautet
2
‘Z—z + ¥z = 1. Die von dieser Ellipse berandete Fliche, nennen wir sie £, ist einfach gutartig, denn

E:{(m,y):—agxga;—g\/aQ—acQSyg3 aQ—xQ}.

Der Flécheninhalt ist das Integral
|E| = // ld(z,y) :/ 2b\/a2 — 22 da,
E —a

das man mit BRONSTEINs Hilfe wohl ausrechnen kann. Die Randkurve wird von &(t) =
(acost,bsint);t € [0, 27| glatt parametrisiert. Also berechnet sich das Kurvenintegral

2m
jlé—ydz+xdy z/ [—yt + xy] dt
& 0

2m 2
= / [—bsint - (acos't) +acost - (bsin't)] dt = / ablsin®t + cos? t] dt = 2mab.
0 0

Damit wird der Fliacheninhalt der Ellipse zu wab, was sich fiir den Kreis zu wr? spezialisiert, also
sehr plausibel ist.

Nebenbei bemerkt: Der Umfang der Ellipse fithrt auf ein Kurvenintegral, das sich nicht in geschlos-
sener Form berechnen lifit. Da man den Ellipsenumfang aber gerne kennen méchte (Planetenbah-
nen), haben die Mathematiker im 19. Jahrhundert eine umfangreiche Theorie der sogenannten
elliptischen Integrale entwickelt. Leider haben wir dafiir iiberhaupt keine Zeit.

5.2 Der STOKESsche Integralsatz

handelt von einer kompakten zweiseitigen Oberfliche I' im dreidimensionalen Raum und ihrer

geschlossenen Randkurve 4. Das Wort ‘Haube’ ist fiirs erste ganz suggestiv. Die Fliche I' soll

im Definitionsbereich eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes f liegen, dessen Komponenten

in der klassischen Formulierung P, @, R heiflen. In Beziehung gesetzt wird die Zirkulation, d.h.

das skalare Kurvenintegral dieses Vektorfeldes entlang 7, zu dem ‘Fluflintegral’ eines verwandten

Vektorfeldes durch die Oberfliche I'. Das verwandte Vektorfeld hat die auf den ersten Blick
AR _ 9Q 9P _ 9R 0Q _ AP

nicht sonderlich naheliegenden Komponenten S ~ 95 5 — om0 o — oy Es wird Rotor oder

Rotationsfeld von f genannt und mit rot f bezeichnet?*. Wir kommen spiter darauf zuriick.

34Der Vektorpfeil iiber dem rot ist meine kleine Extavaganz und nicht allgemein iiblich. Im Englischen heift die
Operation iibrigens curl also ‘Locke’.
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5.2.1 Die Formel

ni
Bezeichnet 7 = o ein stetiges Normaleneinheitsfeld von I', durch das ein vektorielles
ng
Flichenelement dF festgelegt wird, so besagt die STOKESsche Formel, daf3

//ratf.dﬁ:j{f.dg.
r ¥
In klassischer Formulierung:

aR 6Q oP OR 0Q 0P B

An T und 4 werden dabei die uns schon bekannten Forderungen gestellt, die die Existenz der
Integrale garantieren (glatte Parametrisierbarkeit, etc.).

Es gibt aber noch ein Problem. Auf einer zweiseitigen zusammenhingenden Fliche gibt es
immer zwei Normaleneinheitsvektorfelder, die in entgegengesetzte Richtungen zeigen. Da sie in dF
stecken, dndert das Fluiintegral sein Vorzeichen, wenn die andere Normale ausgew#hlt wird. Das
Kurvenintegral merkt davon aber gar nichts. Dieses wiederum &ndert sein Vorzeichen, wenn die
Kurve in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen wird. Damit die STOKESsche Formel exakt
und nicht nur bis auf das Vorzeichen gilt, miissen beide Orientierungen aufeinander abgestimmt
werden. Das geschieht so, daf} eine ‘Rechtsschraubung’ entsteht. Zeigt der Daumen der rechten
Hand in Richtung 7, so zeigen die gekriimten Finger der rechten Hand in die Umlaufrichtung von

Y-

5.2.2 Bemerkungen

Wie die GREENsche so gilt auch die STOKESsche Formel, fiir Hauben mit Lochern. Dann zerfallt
das Kurvenintegral in mehrere Teile. Die Integrale iiber die Rénder der Loécher sind mit dem
passenden Vorzeichen zu versehen.

Die GREENsche Formel selbst ist flacher Spezialfall der STOKESschen. Die Oberfliche B liegt in
der z,y-Ebene und das Vektorfeld hat keine Komponente in z-Richtung R = 0. Der Normalen-
einheitsvektor zeigt dann konstant in positive z-Richtung, also sind ny = ng = 0 und ng = 1. Die
Formel wird zu

JAG-52) o (5:-5)

also
//B (2@2 - ?;) d(z,y) = ngdx—i—Qdy.

5.2.3 Beweisvorbereitungen

99 _op 1 dF:deerQderOdz,
dr Oy 5

Unser Beweis wird allerdings gerade andersherum verlaufen; die ebene Formel wird ‘in den Raum
gehoben.” Dazu fixieren wir eine mindestens zweimal stetig differenzierbare Parametrisierung ® =
(®1, Py, ®3) : B — T. Die Randkurve des u,v- Bereiches B sei durch § = (81, f2) : [a,b] — R?
glatt parametrisiert. Dann wird die Randkurve von I' = ®(B) durch ¥ = ® o 3 parametrisiert>°.
Der iibliche Normalenvektor auf T’ im Punkt ®(u,v) ist gegeben durch

0%, k31 APy 905 _ 0Pz 9Ps
ou ov ou Ov ou Ov

- 0P 0P . :
- il — 0% 0%y — OP3 0P, _ 0P 0P3
N(’U,,U) - ou (u,v) X v (U,U) - ou x v - ou  Ov Ou  Ov
%3 9%3 9%, 0%, 09, 0Oy
ou ov ou  Ov ou Ov

35Wenn die Haube nicht in einem Stiick parametrisiert werden kann, mufl man zerschneiden, die Teile einzeln
behandeln und die entstehenden Formeln addieren.
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Wenn  den Bereich B so umrundet, da8 B immer links bleibt, so sind 4 und N automatisch
rechtsschraubig orientiert. Wir erinnern uns weiter, daf ||N|| gerade der Verzerrungsfaktor ist,
der beim Oberflichenintegral benutzt wird: dF = ||N||d(u, v). Der Normaleneinheitsvektor, den
wir fiir die STOKESsche Formel brauchen, entsteht durch Normieren: 77 = Hxil\'

Jetzt haben wir alles bereit, die Formel nachzurechnen.

5.2.4 Die Rechnung

konnte nun einfach durchgezogen werden. Die dabei entstehenden Formeln werden ziemlich lang
und uniibersichtlich. Nach dem Motto ‘Teile und Herrsche’ kann man die Rechnung in drei etwas
iibersichtlichere aufspalten, indem man jeweils zwei der Komponenten P,Q, R Null setzt. An-
schlieffend werden die erhaltenen Ergebnisse addiert. Ich fithre nur den Fall Q = R = 0 vor. Fiir
diesen ist nachzurechnen, daf3

/[ ( 2_n3) szj{de.

Mit Hilfe der oben fixierten Parametrisierungen, werden Kurven- und Oberflichenintegral folgen-
dermaflen ausgerechnet:

//B {g}:(tb(u,v)) “na(u,v) — %(@(u,v)) 'n3(u,v)} HZ\7H d(u,v) und /ab P(y(t)) A (t) dt

Wir werden mit dem Kurvenintegral §ﬁ P dx starten und es schrittweise in das Gebietsintegral
umrechnen. Zunéchst mittels Parametrisierung

fipdm - /:P(Py(t)) A (t) dt.

Wegen 71 (1) = ®1(81(1), Ba(t)) ist 41(t) = FEBu(t) + FotFa(t) also

(3'@1 8<I>1 a(pl

b
= [P0 [ 50 + B a0)] = § P Gt @) S

B

Jetzt benutzen wir die GREENsche Formel in der u,v-Ebene, um das Randintegral in ein
Flachenintegral umzuwandeln:

_ //B [;’u (P(q)(u,v)) . a;;) - a% (P((I)(u,v)) - 6;:)] d(u, ).

Die beiden partiellen Ableitungen werden nach der Produktregel ausgerechnet. wegen

gig& heben sich zwei der entstehenden Summanden auf und es bleibt

B OP(®(u,v)) 0P, OP(®(u,v)) 0Py
N //B [ ou o v ou d(u,v) -
Als nichstes differenzieren wir P(®(u,v)) = P(®1(u,v), P2 (u, v) <I>3(u v)) mit Hilfe der Ketten-

regel nach u und v. Statt %—I;((I’(u, v)) etc. schreiben wir dabei 2 9L etc.

%d,
Oudv

opat) _ OPO®L P O%; 0P 0by
Iu Jdr Ju dy Ou dz Ou
OP(P(uw))  _ OP 09, L oF OP 99, L or OP 9%,
v dr v Oy v = Bz Ov

Setzt man das Ergebnis in die vorige Formel ein, ergibt sich

// (apa@1 AP O0d, 5158@3) o0®, <5]58<I>1 9P 0D, 5[56@3) 0®, i,

92 0u "oy ou "oz 0u) o0 \oz ov oy v 0: 0w ) ou
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Hier hebt sich einiges auf und der Rest 148t sich sortieren.

_// (0P (a«pga@l 0%, a@3>_5}5' (acpl 0By 0Py a@1>
B

0z ou dv  Ou Ov Oy ou dv  Ou v d(u,v)

Das ist aber dasselbe wie

- //B _2? - No(u,v) — % ~N3(Uav)] d(u,v).

Indem man die Norm des Normalenvektors N ausklammert, entstehen innen die Komponenten
des Normaleneinheitsvektors und auflen das Oberflichendifferential:

I

Das ist aber das mit Hilfe der Parametrisierung ® ausgerechnete Oberflichenintegral

()

—

N(u,v)H d(u,v).

— ng(u,v) — %—]; -ng(u,v)]

bei dem wir ankommen wollten.

5.2.5 Eine vektorielle Variante

der STOKESschen Formel, die eventuell in der Elektrodynamik vorkommt. Die Haube I' und ihre
Randkurve % seien wie bisher und P ein C!'-Skalarfeld, das auf einer offenen Menge definiert ist,

P 0 0

die I" umfafit. Dann kann man auf die drei Vektorfelder o], P und 0 jeweils
0 0 P

den STOKESschen Satz anwenden Er liefert die drei Formeln $Pdr = [[(%Ens - Tyng) dF,

$Pdy = [[(=%En1 + $Eng) dF und § Pdz = [[(§5ni - g—Png) dF. Indem man die rechten
und die linken Selten jeweils untereinander schreibt, entsteht eine Vektorgleichung. Die soll jetzt
noch etwas effektvoller aufgeschrieben werden, wozu wir Bezeichnungen benutzen, die sich dem
Physiker (hoffentlich) selbst erkliren. Der links entstehende Vektor

¢ Pdx x
$§ Pdy wird geschrieben als ]{ Pdl y oder 7{ Pdr.
f Pdz z

Rechts entsteht, gleich als Vektorintegral geschrieben,

opr

2-;TTL3 . = .
// n1+§f)n3 dF://(ﬁxgradP) dF:—//graddeF.

Zusammen liest sich das so
}{Pdfz—//gradpxdﬁ,
5 r

wenn man denn diese Bezeichnungen benutzen will.

5.3 Der Integralsatz von GAUSS

Es sei H ein kompakter rdumlicher Bereich (Kérper, Volumen), der von einer geschlossenen Fliche
T" berandet wird. Von beiden Mengen wird wieder vorausgesetzt dafl sie gutartig sind, so daf
man dariiber integrieren kann. Auf einer H umfassenden offenen Menge sei ein C'!'-Vektorfeld f
definiert, dessen Komponenten in der klassischen Version wieder P, @, R heiflen.
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Ausgehend von diesem Vektorfeld wird ein Skalarfeld gebildet, das Divergenz von f heifit, mit
div f bezeichnet wird und sich als Summe der Ableitungen der Komponenten ergibt:

P
divf=div | Q 8P+3Q+8R
R dy 0z

In Vektorschreibweise besagt der GAUSSsche Satz, dafl dann

///Hdivde://Ffodf

(hier habe ich dV statt d(z,y, z) geschrieben, wie das die Physiker gern tun). Klassisch aufge-
schrieben, lautet die Formel

/// (aP 5@ 68]:) (1,9, 2 / (Pny + Qngy + Rns) dF.

Der Normaleneinheitsvektor 7 allf der Oberfliche I von H ist dabei so zu wihlen, daf} er nach
auflen zeigt (er steckt auch in dF).

5.3.1 Der Beweis fiir Quader

Sei Q = [a1,as] X [b1,b2] X [c1, 2] ein Quader. Ich werde nachrechnen, daf§

//di(x,y7z)://rPn1 dF

gilt. Fiir @ und R fillt die Rechnung ganz analog aus. Die drei Gleichungen ergeben dann aufad-
diert den GAUSsSschen Satz fiir Quader.
Das Volumenintegral wird in ein iteriertes verwandelt und dann nach Hauptsatz ausgerechnet:

ba a 9p ba [
/ / ( dx) dedy= [ [ (Plazy.z) - Plar,y.) d=
by ai by c1

Das Oberflichenintegral zerféllt in eine Summe, entsprechend den sechs Rechtecken, die den
Rand von Q ausmachen:R,., R;, R,, Ry, R, und R}, (die Indizes deuten an, daf das entsprechende
Rechteck rechts, links, oben, unten, vorn oder hinten liegt). Die dufiere Einheitsnormale 7 zeigt auf
jedem der sechs Rechtecke in Richtung einer Koordinatenachse. In zwei Féllen, namlich R, und R;
ist 77 = £€. Auf den anderen vier Rechtecken ist n; = 0. Also geben auch nur R, ; einen Beitrag
zum Integral [[. Pny dF. Mithin ist

/ PnldF:/ P~1dF+// P-(~1)dF
T R, Ry

Mit der offensichtlichen Parametrisierung (da die Seitenflichen platt sind gibt es keinen Verzer-
rungsfaktor) wird das

b [ ba C2
T o
by c1 by C1

gleich dem oben bestimmten Volumenintegral. Das war der ganz Beweis.

5.3.2 Warum der GAausssche Satz wahr ist

Jetzt stellen wir uns vor, der Kérper H wiire die Vereinigung (ganz vieler ganz kleiner) gleichgroer
Wiirfel, die sich entweder nicht schneiden oder eine Seitenfliche gemeinsam haben: H = vazl W;.
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Die Oberfliche von W; soll €2; heiflen. Jeder dieser Wiirfel ist ein Quader, also gilt der GAUSSsche

Satz:
///Widivfd(x’y’@//Qifodﬁ.

Alle diese Gleichungen kann man aufsummieren. Dann ergibt sich links

é///Widivfd(x,y,z)///Hdivfd(g;w,z)
i//mf-dﬁ.

Von den 6- N Seitenflichen der kleinen Wiirfel kommen viele doppelt vor, ndmlich als gemeinsame
Seitenfliche zweier miteinander verklebter Wiirfel, etwa W; und W;. Die &uflere Normale des
einen Wiirfels zeigt dabei in den anderen hinein und umgekehrt. Die der gemeinsamen Fliche
entsprechenden Anteile am Flu8 || fQi f e dF bzw /] fQj f e dF heben sich also auf. Es bleiben also
in der grofen Summe nur Oberflichenintegrale iiber solche Seiten der beteiligten Wiirfel iibrig,
die nicht mit einer Seite eines anderen kleinen Wiirfels verklebt sind. Diese Seitenflichen bilden

die Oberfliche von H. Also v
S [ Fear=[[Fear
i=1 Ql T

Damit haben wir nachgewiesen, dafl das Divergenzintegral iiber H gleich dem Fluflintegral durch
die Oberfliche von H ist, wie vom GAUSSschen Satz behauptet.

Wenn man die Bausteine nur geniigend klein macht, so 148t sich jeder Korper beliebig gut durch
eine Vereinigung von Wiirfeln approximieren (im Grenzfall genau). Deshalb iibertriigt sich der
Satz auf beliebige Korper. Auch solche mit Lochern.

Mit diesem Argument sind die meisten Naturwissenschaftler zufrieden. Bei nidherem Hinsehen ist
es allerdings nicht ganz unproblematisch (warum und in welchem Sinn wird auch die Oberfléiche
gut approximiert?). Deshalb finden Kenner und Liebhaber in den Ergéinzungen einen exakten
Beweis fiir gutartige Kérper H

und rechts

5.3.3 Volumen als Oberflichenintegral

x

Das Vektorfeld Y wird standardm#fig mit 7 bezeichnet. Man spricht vom Radiusvektor
z

oder Ortsvektor des Punktes (z,y, z). Setzt man es in die GAUsSsche Formel ein, erhélt man

///3d:1:y, //FFodﬁ

Links steht das dreifache Volumen des Korpers H also ergibt sich das Volumen von H als

1 B
7//770dF.
3JJr

z 0 0
Alternativ kann man jedes der drei Vektorfelder 01, y | oder [ 0 | benutzen. Ihre
0 0 z

Divergenzen sind jeweils 1 also ergibt ihr FluBintegral durch I' gerade das Volumen von G.
Beispiel Vollkugel vom Radius R: K = {(z,y, 2) : 22 +y? + 22 < R?}. Fiir jeden Punkt der
Kugeloberflache zeigt der Radiusvektor senkrecht nach auflen. Es ist also

daher Tei =||F]| =
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konstant auf der Kugeloberfliche. Daher ist

//r. - //de

also ist das Volumen der Kugel gleich (wegen der Oberfliche vgl. 4.9.6)
1 1 4
— - R Oberfliche = —R47R* = 7R3,
3 3 3

wie wir es in der Schule gelernt haben.

5.3.4 Beispiel

Gegeben sei das aufler im Nullpunkt definierte Vektorfeld f = % (das z.B. im CouLOMBschen
Gesetz vorkommt). Wir wollen seinen Flu8 durch eine geschlossenen Oberfléiche I' bestimmen und
nehmen zunéchst an, daf§ diese den Nullpunkt nicht im Inneren enthélt. Dann sagt der GAUSSsche

Satz
//Ffodﬁ://Hdivde.

Nun rechnet man schnell nach (6.2.8), daf$§ diV:;3 = 0, also ist das gesuchte Flufliintegral auch
Null.

Offenbar kénnen wir nicht so schlieBen, wenn der Nullpunkt in H liegt. Dann ist jedenfalls der
GAusssche Satz nicht anwendbar, obwohl der Flufl problemlos definiert ist, sofern der Nullpunkt
nicht auf I" selbst liegt.

Fiir die Sphére S5(R) ist r = R, die d&uBere Normale gleich & ~ und daher:

//fodF // %dF://mdF—%mRtM

unabhéngig von R.

Mit einem Trick, erweitern wir das letzte Ergebnis auf alle geschlossenen Fliachen I', die einen
Korper H beranden, der den Nullpunkt im Inneren enthélt. Dazu wird aus H eine kleine Vollkugel
Kj(e) herausgeschnitten und auf H, = H \ Kg(e) der GAusssche Integralsatz angewendet. Das
geht, denn f ist in der Menge R® \ {0} 2 H. definiert und stetig. Zwar hat H. jetzt ein Loch,
aber das war erlaubt. Der Rand von H. besteht aus I' und der Sphiire S5(¢), die jetzt aber im
Vergleich zu eben entgegengesetzt orientiert ist, weil die &uflere Normale von H. natiirlich in die
herausgeschnittene Kugel hineinzeigt. Daher das Minuszeichen in

0:///Hadivde://Ffodﬁ—//so(s)fodﬁ://Ffodﬁ—élw.

Liegt der Nullpunkt auf I" selbst, so ist das Flulintegral uneigentlich und daher in der Definition
problematisch. Der gingige Trick schneidet (immer kleinere) Halbkugeln heraus und bestimmt
das FluBiintegral als 27; darauf gehe ich nicht niher ein.

Ohne schlafende Hunde wecken zu wollen, doch eine kurze Bemerkung. Es ist in manchen
Zusammenhéngen zweckméiBig, sowohl dem Vektorfeld 5 als auch seiner Divergenz im Nullpunkt
unendliche Werte zuzuordnen und den GAUSSschen Satz formal doch anzuwenden. Dann haben
wir, nach obigen Rechnung

LT _ 0, fallsO¢H
//Hd”rzsdv_{zm, falls 0 € H

Dieses Ergebnis wird als div % = 47§ interpretiert, wo ¢ die berithmte im Nullpunkt kon-
r

zentrierte dreidimensionale DIRAC-Funktion ist. Wegen :;3 = —grﬁd% schreibt man diese Formel

auch als A% = 476.
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5.3.5 Die ebene Variante des GAussschen Satzes

ergibt sich nur durch eine Vorzeichenénderung aus der GREENEschen Formel. Wir betrachten ein
ebenes C'-Vektorfeld f = (g), das auf einer die Flache G umfassenden offenen Menge definiert

sein soll, und die G im positiven Sinn umrandende Kurve 4 = (71, 72). Dreht man den Tangen-

tenvektor 4 = (¥1,42) um 90° nach rechts, so entsteht ein duflerer Normalenvektor N(t (t) = (_7,31),

der dieselbe Norm hat, wie der Tangentenvektor. Also ist 7(t) = der duflere Normalenein-

EGI <>||
heitsvektor. Nun rechnen wir mit Hilfe der GREENEschen Formel aus:

//Gdivf d(:c,y)=//G (gf+86§> d(x,y)zﬁ(—@)d:c—i—de

b
- / [ = QG®) -5 (t) + P((1)) - a(t)] dt

/f ) dt = /fon (1) dt = ]{fonds

Wenn wir die Zwischenschritte weglassen, ergibt sich die GAUSSsche Formel
// div £ d(z,y) :ffOﬁds,
G 7
wobei 7i(t) die im Randpunkt 7(¢) errichtete duflere Einheitsnormale an G ist.

5.3.6 Eine vektorielle Variante

des GAUSsschen Satzes, die in Analogie zu 5.2.5 entsteht. H und I" behalten ihre Bedeutung, P ist

P 0 0
ein C'-Skalarfeld. Indem man GAUSS auf die drei Vektorfelder 0 | P und 0
0 0 P

anwendet, erhélt man

NI 8Ed(@,y,2) = [ PradF  [[f $Ed(x,y,2) = [[ PnodF und [[f $Ed(z,y,2) = [[ Png dF.

Die angestrebte Formel entsteht, indem diese drei Gleichungen zu einer Vektorgleichung zusam-
mengefafit werden. Mit effektvollen Bezeichungen liest sich das dann netter. Links wird aus

M1 45 o2

% op o i z erst /// %i% d(z,y, ) und dann /// grad P d(z,y, 2).

Rechts schreibt man
ff Pn1 dF nq .
[] PnodF als //P ny | dF = // Pii dF  oder sogar //P dr.
ff PTlg dF ns

Dann entsteht also die Formel

[l s [ 7o

wie sie z.B. in der Elektrodynamik benutzt wird.
Man hétte unter Benutzung der schicken Schreibweisen auch eleganter argumentieren kénnen.
Das mache ich bei der néchsten Variante vor.
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5.3.7 Noch eine vektorielle Variante

H und T bleiben wie gehabt, f ist jetzt ein C'-Vektorfeld. Die angestrebte Formel besagt

[ vtF dwoe == [[ (7 xiyar == [[ FxaF

(auf beiden Seiten stehen Vektoren!). Um das zu beweisen, halten wir einen beliebigen Vektor @
fest und wenden den GAUSSschen Satz auf das Vektorfeld f x @ an:

[l <oy <o

Eine kleine Rechnung (Ubungsaufgabe vgl. auch 6.2.5) zeigt dlv( X @)
rechten Seite ist (f x @) e @i = det(f,a,7) = —det(f,7,d) = —(f x ) e

ergibt sich
/// ratf06d(x7y7z):—/ (f xi)ed dF
H r

Da @ konstant ist, kann man das Skalarprodukt herausziehen (jetzt greift die vektorielle Notation),

und bekommt
a./// rot f d(z,y,2)=a e _/ f x i dF.
H T

Da das fiir alle Vektoren @ gilt, kann man diese herauskiirzen; es entsteht die versprochene Formel.

= rotf e d. Auf der
@ . Setzt man das ein,

5.4 Die GrREENschen Formeln im Raum
5.4.1 Der LAPLACE-Operator

Ist f ein C?-Skalarfeld, so kann man daraus zunéchst das Vektorfeld grad f machen und dieses
hinterher wieder zu einem Skalarfeld: div grad f. Das kommt h&ufiger vor, deshalb hat man ein
kurzes Symbol eingefiihrt, das LAPLACE-Operator genannt wird:
2 82 62
Af = dlvgradf——f—l——f—&——f
wie man durch Nachrechnen sofort bestétigt. Genau wie bei Divergenz und Gradient ist diese De-
finition nicht Speziﬁsch dreidimensional. Ist das Skalarfeld f auf einer Teilmenge von R™ definiert,

wird Af zu Y0, 8z

5.4.2 Herleitung der asymmetrischen (ersten) GREENschen Formel

Gegeben ist ein rdumlicher Bereich (Korper, Volumen) H und seine Randfliche I', wie im
GAussschen Integralsatz, den wir gleich anwenden wollen. Auflerdem spielen zwei auf einer H
umfassenden offenen Menge definierte C2-Skalarfelder f und g eine Rolle.

Wendet man auf das Vektorfeld f grgd g den GAUSSschen Satz an, so ergibt sich

/// div(fgradg)dvz//fgradg.dﬁz/ ferad g @ i dF
H I I

Beiden Seiten wollen wir noch eine etwas andere Form geben. Eine kleine Nebenrechnung zeigt

dg df g | 0% _ oz z
8x>+”' dror T apr T T eradfegradg+ fAg.

Auf der rechten Seite konnen wir f aus dem Skalarprodukt herausziehen und erinnern uns dann
an die Richtungsableitung:

dlv(fgradg) 88 (f

feradgeii = feradg e = f%.
n

Setzt man das ein, entsteht die angestrebte GREENsche Formel:
0
/// gradf gradg—i—ng dv = //f ng
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5.4.3 Varianten

Fiir f = g = u liest sich die GREENsche Formel so:

/// ( gradu‘ +uAu) (v, 2 //u—dF

Auch die folgende Formel wird oft benutzt:

J[[ avden = [[ 5 ar

Sie entsteht, wenn f =1 und g = u gesetzt wird.

5.4.4 Die symmetrische (zweite) GREENsche Formel

ergibt sich, wenn man erst f und g die Rollen tauschen 1'3LBE und dann die zweite Formel von der
ersten abzieht. Dabei hebt sich das Volumenintegral von grad f e grad g auf und es entsteht

Jff teso=osnav= [ (155 -o3z) o

5.4.5 Ebene Varianten

Dieselbe Herleitung unter Verwendung der ebenen GAUSSschen Formel 5.3.5 liefert fiir zweistellige

C?-Funktionen z.B.
_ dg  Of
J [ (9989 dte.y) - j{ (faﬁ an) ds.

Daraus folgen, die den oben angegebenen analogen Varianten.
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6 Vektoranalysis

wird von uns vorzugsweise im dreidimensionalen Raum betrieben und handelt von den oben schon
eingefithrten Differentialoperatoren grad,div und rot. Bevor wir mathematisch einwandfrei los-
legen, werde ich auf etwas laxe Weise eine

6.1 Anschaulich-physikalische Deutung von Divergenz und Rotation

geben. Die analoge Diskussion des Gradienten haben wir schon hinter uns (3.3.7, 3.3.8).

6.1.1 Divergenz als Ergiebigkeitsdichte

Wir betrachten ein Vektorfeld f , das wir uns als Geschwindigkeitsfeld einer stationér stromenden
Fliissigkeit vorstellen wollen. Ist dann H ein von der geschlossenen Fléche I' begrenztes Gebiet
durch das die Fliissigkeit stromt, so ist [}, f e dF die Bilanz zwischen der pro Zeiteinheit aus H
ausstromenden und der in H einstréomenden Fliissigkeitsmenge. Wir wollen anschaulich von der
Ergiebigkeit von H sprechen. Setzt man die Fliissigkeit als inkompressibel voraus, so kann eine
von Null verschiedene Ergiebigkeit nur zustande kommen, wenn es innerhalb von H Quellen gibt
(aus denen Fiissigkeit kommt) oder Senken (in die Fliissigkeit verschwindet).

Jetzt fixieren wir einen Punkt p in der Stromung und schauen uns kleine Volumina H an, die p
enthalten (etwa Wiirfel oder Kugeln). Wenn der Quotient aus

Ergiebigkeit von H
Volumen von H

gegen einen Grenzwert strebt, wenn man H immer mehr auf p zusammenzieht, so wird man diesen
als Ergiebigkeitsdichte des Feldes f im Punkt p interpretieren. Schreiben wir dafiir provisorisch
erg f (p).

Angenommen erg f existiert in jedem Punkt der Stromung. Ist S ein von ¥ berandeter Teil des
Feldes, so wird die Ergiebigkeit von S gleich der iiber S integrierten Ergiebigkeitsdichte sein:

//Ef.dﬁ:///sergf(f)d:f.

Nun ist aber andererseits nach GAUSS

//Efodf://sdivf(j)dV

Da das fiir alle S gilt, folgt erg f = div f . Die Divergenz mifit die Ergiebigkeitsdichte des Feldes;
und wir kénnen die Bezeichnung erg wieder vergessen.

6.1.2 Alternative Herleitung

Man kann die Divergenz eines C!-Vektorfeldes auch ohne Riickgriff auf den GAussschen Integral-
satz als Ergiebigkeitsdichte identifizieren. Sei p = (z,y, z) der entsprechende Punkt und W}, der
Wiirfel mit Mittelpunkt p und Kantenldnge 2h:

Wy =[x—hx+h]x[y—h,y+h] x[z—h,z+h].

Wir berechnen die Ergiebigkeit von W}, teilen durch das Volumen (2h)3 und lassen h — 0 gehen.
Als Grenzwert sollte div f (p) = %(ﬁ) + %—’;(ﬁ) + %(]ﬁ) herauskommen.

Fiir die Ergiebigkeit miissen wir f e 71 iiber die Oberfliche des Wiirfels integrieren. Diese besteht
aus 6 Quadraten, auf denen die duflere Normale jeweils £ einer der kanonischen Basisvektoren
€; ist. Ich berechne ausfiihrlich nur den Anteil der beiden Wiirfelflichen, die man aus positiver
bzw negativer z-Richtung sieht. Der Normaleneinheitsvektor ist +¢'1, deshalb bleibt vom Skalar-
produkt f e 7 nur +f; iibrig. Die Flichen werden parametrisiert durch (u,v) — (z % h,u,v),
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wobei (u,v) das Quadrat Qp = [y — h,y + h] X [z — h, z + h] durchlduft. Offenbar gibt es keine
Verzerrung, daher liefern die beiden Seiten des Wiirfels den Anteil

/Qh fl(x—l—h,u,v)d(u,v)—&—//Qh —fi(z—h,u,v)d(u,v) = //Qh [fi(z+h,u,v)—f1(z—h,u,v)] d(u,v)

an der Ergiebigkeit. Nun wenden wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung an. Er liefert von
h abhingige (up,vp) € Qp, so dall

[ 1+ hewe) = Ao = o] dlu ) = [fale+ hounon) = i = houn )] - |n]
Qn
Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert ein wy, € [z — h,x + h], so dal

0
fi(@ + hyup,vp) — fi(z — hyup, o) = %(whauh,vh) - 2h

Setzt man das oben ein und beriicksichtigt |Qp,| = 4h?, so bleibt fiir den Anteil der beiden Flichen

an der Ergiebigkeit %(wh,uh,vh) - 8h3. Division des FluBanteils der beiden Quadrate durch

das Wiirfelvolumen (2h)? liefert %(wh, up, vy, ). Fiir h — 0 bleibt den Punkten (wp,, un, vp) nichts
of1

iibrig, als gegen den Wiirfelmittelpunkt (x, y, z) zu streben. Also ergibt sich im Grenzwert a—(ﬁ)
z
Analog ergeben die beiden Seitenflichen, die man von der +y-Achse sieht, den Anteil %—’;2(13).

Deckel und Boden des Wiirfels liefern %(ﬁ). Insgesamt kommt also tatséichlich die Divergenz
heraus.

Ein Physiker wiirde wahrscheinlich die beiden Hinweise auf die Mittelwertsédtze nicht machen,
sondern die TAYLORsche Formel benutzen und ‘Glieder héherer Ordnung unter den Tisch fallen
lassen’. Diese etwas direktere Art zu argumentiern werde ich bei der Rotation demonstrieren.

6.1.3 Die Rotation als Wirbeldichte

zu interpretiern wird dadurch kompliziert, daB nicht der Vektor rot f selbst, sondern nur seine
Komponente in eine (allerdings beliebige) Richtung beschrieben wird. So dhnlich wie der Gradient
als derjenige Vektor beschrieben werden kann, dessen Komponente in €-Richtung die Richtungs-
ableitung ist. Seien also ein Vektorfeld f , ein innerer Punkt p des Definitionsbereiches und ein
Einheitsvektor € vorgegeben. Wir wollen erkliren, was die Zahl rot f (p) ® € miflt.

In der durch p gehenden senkrecht auf & stehenden Ebene werden kleine geschlossenen Kurven (et-
wa Kreise oder Quadrate) 7 betrachtet, die p umrunden, wobei der Umlaufsinn mit € abgestimmt
ist (Rechtsschraube). Die umrandete Fliche sei T'. Sie ist platt und hat € als Einheitsnormale in
jedem Punkt. Nach STOKES gilt also

// r(_;thE’ dF = %fod(?. Man betrachte
r ol Zirkulation * delta t

Der Mittelwertsatz liefert ein a € I', so daf3
//ratf.ngzratf(a).é.|r|
r

Zieht man jetzt die Kurve 4 immer enger um p herum, so bleibt dem Punkt a nichts tibrig, als sich
immer weiter p zu ndhern. Damit wird rot f (p) € zum Grenzwert des Quotienten aus Zirkulation
des Feldes durch umrandete Fléche:
- 1 .
rot f (p) e € = lim —%f o ds.
Tl J5
Wie beim Gradienten schlieBen wir, dafl rot ]F (p) die Richtung der Achse durch p angibt, senkrecht

zu der die ‘Verwirbelung’ maximal ist. Der Betrag von rot ist ein MaB fiir die Stirke dieser
Verwirbelung.
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6.1.4 Alternative Herleitung

Wieder kann man auch ohne den Satz von STOKES auskommen, um umgekehrt die Zirkulations-
dichte im eben besprochenen Sinn als rot zu identifizieren. Sei dazu p = (z,y,z) der fragliche
Punkt. Das Vektorfeld habe die Koordinatenfunktionen P, @, R. Ich berechne die z-Koordinate
der Zirkulationsdichte.
Dazu wihle ich Kreise ¥(t) = (z,y + rcost, z + rsint), die den Punkt p senkrecht zu z-Achse
umrunden. Der eingeschlossenen Kreis hat den Flicheninhalt 772, daher ist nachzuweisen, dafl
1 OR Q@

lim — ¢ Pd dy + Rdz = —(p) — — (D).

im 7{ v+ Qdy + Rdz = 5 () = 57(P)
Da die Kreisbewegung senkrecht zur x-Achse erfolgt, ist dz = 0; der erste Summand im Kurven-
integral braucht nicht beriicksichtigt zu werden. Fiir den Rest ergibt sich nach Definition

27
jQ{ Qdy+Rdz = / [Q(z,y + rcost,z + rsint)(—rsint) + R(x,y + rcost, z + rsint)(rcost)] dt
5 0
Nun wird @ nach der TAYLORschen Formel entwickelt:

Q(z,y+ rcost,z +rsint) = Q(z,y,2) + g—i(x,y,z)rcost—k g—f(x,y,z)rsint—&—....

In den verbleibenden Gliedern kommt immer 72 vor. Mit dem r aus dy = —rsint ergibt sich der

Faktor r3. Da das Kurvenintegral durch 7r? geteilt wird und danach der Grenzwert fiir r — 0
genommen werden soll, liefern diese Glieder (einschliefllich des Restgliedes) keinen Beitrag zum
Grenzwert. Daher brauchen wir nicht konkret zu wissen, wie sie aussehen. Dasselbe gilt fiir R.
Setzt man das Ergebnis in das Integral, ein so folgt

j{y@dy—i— Rdz = /027T {(Q(p) + %(ﬁ)rcost—i— Z—i)(ﬁ)rsint+r2 . ) - (—rsint)

. OR,_ orR, . . 2
+ (R(p)—&—ay(p)rcost—i— a(p)rsmt—&—r ) -(rcost)} dt

Da die Integrale fOQW iiber sint, cost und sintcost alle Null sind, bleibt nur iibrig

27 2
?{Qdy"‘Rdz:_’“Q@(ﬁ)/ Sin2tdt+r2a—R(ﬁ)/ cos?tdt +1r3. ..
g 0z 0 dy 0

Da die Integrale von sin® und cos? gleich m sind, ergibt sich nach Division durch 7r? und

Grenziibergang r — 0 tatsédchlich %—1; — %, wie behauptet.

Nach diesen etwas heuristischen Einlassungen werden wir wieder streng.

6.2 Formeln

Generalvoraussetzung. Wir vereinbaren, dafl alle in diesem Kapitel vorkommenden Vektor-
und Skalarfelder auf einer offenen Menge D definiert sind und (um damit keinen Stress zu haben)
alle partiellen Ableitungen aller Ordnungen besitzen, die sogar stetig sein sollen (C°°-Felder).
Wenn nichts anderes gesagt ist, liegt D in R® und die Vektorfelder nehmen ihre Werte in R3 an.
Die C°°-Skalarfelder bilden dann selbst einen (natiirlich unendlichdimensionalen) Vektorraum,
den ich kurzzeitig S nenne. Genauso bilden die (dreidimensionalen) C'*°- Vektorfelder einen Vek-
torraum V. Die drei Operatoren lassen sich auffassen als Abbildungen

grad :S =V, 10t : V=V und div:V—S.

Es erweist sich, dafl diese Abbildungen linear sind (die entsprechenden Formeln stehen unten).
Wir werden uns um ihre Kerne und Bilder kiimmern.
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6.2.1 Nabla

In manchen Zusammenhingen ist es bequem, das von HAMILTON eingefiihrte Nabla-Symbol3® zu
benutzen. Es ist der formale Vektor

v:

o o Fo

2z
der folgendermaflen formal auf Skalar und Vektorfelder angewendet wird:

of
ox
- Lo > 0 0 0
gradfzvf: g—f s lef:V.f:7f1+7f2+7f3
y ox Oy 0z
of
Oz
und 5 9
& 2 h a9 /3 — 522
wtf =Vxf=|& & f|=| &h—ah
53 % f3 %foa@yfl

Darin wollen wir keinen tieferen Sinn suchen. Immerhin hilft diese Darstellung dabei, sich einige
wichtige Formeln zu merken. Unter anderem die Definitionen von div und rot.
Bei Rechnungen wie

div (rot f)) =V e (V x ) =det(V,V,f) =0
(Eigenschaft des Spatprodukts) oder (Anwendung des dreifachen Vektorprodukts)
w0t (f x§) =V x (f x§)=(Ved)f = (Ve )i =(divg) f - (div])g,

ist dagegen Vorsicht geboten (die zweite ist falsch!). Es stimmt auch nicht, daf§ rot f immer
senkrecht auf f steht, wie V x f vermuten liefle. Ich rate, sich zwar von den Nablas inspirieren
zu lassen, aber am Ende immer mit den ordentlichen Definitionen zu argumentieren.

Die folgenden Formeln sollte man sich nicht unbedingt merken, sondern bei Bedarf immer wieder
herleiten. Das gilt auch fiir viele weitere Formeln, die man in der Literatur finden kann.

In der kleinen Liste sind a,b reelle Zahlen, f,g Skalarfelder (d.h. Elemente von &) und f g
Vektorfelder aus V.

6.2.2 Eigenschaften des Gradienten

(1) grad (af +bg) =a grad f + b grad g (Linearitét)

(2) grad (f -g) = f-gradg+g-grad f (Produktregel)
6.2.3 Eigenschaften der Divergenz

(1) div(af +b7) =adivf +bdivg (Linearitit)

(2) div(f-§)=gradfegd + fdivg (Produktregel)
6.2.4 Eigenschaften der Rotation

(1) rot (af +bF) =arot f +brotg (Linearitit)

(2) rot (f-F) = (grad f) x § + f -rot§ (Produktregel)

36Nabla ist ein altjiidisches harfenihnliches Musikinstrument.
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6.2.5 Weitere Produktregeln

Da mit f und § auch f x § ein Vektorfeld ist, liegt es nahe zu fragen, wie sich rot und div
dazu verhalten. Fiir beides gibt es Formeln. Die fiir m 158t sich allerdings nicht ohne
Einfiihrung neuer Bezeichnungen aufschreiben, weshal verzichte. Gleiches gilt iibrigens

fiir grad ( f X7l ) Dagegen ist

div(f x§)=gGerot f — f erotq,

wie sie selbst schnell nachrechnen.
6.2.6 Hintereinanderausfithrung

(1) rot(gradf)=0 (2) div(otf)=0  (3) div(gradf) = Af.

Die letzte dieser Formeln ist nur eine Erinnerung an den im Zusammenhang mit der GREENschen

Formel schon aufgetauchten LAPLACE-Operator A der durch Af = o/ + giy]; + 62}; (bzw. das

Jx? 0z
héherdimmensionale Analogon) definert ist.

Die ersten beiden Identitdten rechnen wir nach:

2 of
of oL Oz
B oy z 0
ot (grad f) =rot | 2L | =| 28 _ 28 | =
rot (grad f) = rot 7 | = 2 Co. - 8 ,
2] af )
9L 9%, _ 05k
ox Jy

wegen der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit aller beteiligten Funktionen.

oo 0 (Ofs Ofs 9 (0fi Ofs 9 (0fs Ofi
i) =5 (5 -5) (- %) wm (E - %)
_Ph PhPh 2L PhPh
© 0xdy  Oxdz  Oydz Oydxr  020x 020y
wieder nach dem SCHWARZschen Satz.
Eher ungewohnlich aber manchmal abkiirzend, wendet man den LAPLACE-Operator auch auf
Vektorfelder an; natiirlich koordinatenweise:

fi Afy
N I P
I Af.

Mit dieser Bezeichnung ergibt sich
(4)  rot (rot f) = grad (div f) — Af .

Hier mufl man nur nach Definition ausrechnen und beide Seiten vergleichen; das machen Sie mal
bei Regenwetter.

6.2.7 Vornehme Interpretation

Betrachtet man grad,div und rot als lineare Abbildungen der entsprechenden Vektorriume
S bzw. V, so sagen die Aussagen (1) und (2) gerade

Im(grad) C Ker(rot) und Im(rot) C Ker(div).

Im Rest dieses Kapitels werden wir hauptséchlich mit dem Versuch beschéftigt sein, die Gleichheit
der Kerne und Bilder nachzuweisen. Wir werden das Problem unten in einer weniger abgehobene
Sprache formulieren und dann erkennen Sie sofort, warum das wichtig ist. Es erweist sich, dafl
die Antwort von der ‘Geometrie’ des bisher bescheiden im Hintergrund gebliebenen Definitions-
bereiches D abhéngt.
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6.2.8 Kleine Rechnungen

Hier stellen wir kurz einige Formeln zusammen, die in spéteren Beispielen benutzt werden. Sie
betreffen den (dreidimensionalen!) Ortsvektor 7 und seine Norm r. Zunéchst ist (iiberall wo der
Nenner definiert ist)

or 0 T 2z T | or vy d(?r z
—=—/z 2= ————-=-=analo —=Zund — = -.
Ox Oz ! 2y/a?+y2 422 T S oy 0z

Weiter gilt

8% 1 or T 1 Y oL z
Zr__ -2 __Z 1 Zr_ _ 9 d == -_=
ox r2 Ox R o8 0 . 0z 73
und
82% AN r3 x3r2% _ r3 x3r2% B "3 302y
12— Oz (1"3) B r6 N r6 n 76
analog
2L 3 _3y2r 0%L 3 322
L= und =
Oy? 76 0z 76
Als Vektorgleichungen
501 = 1 = 3_32 3_32 3_32 33_33
gmdf:—L3 und Af:—div%:r er+r Gyr+r 6ZT: " 670:0.
T T r r r r T T

6.3 Potentialfelder

Fast alles, was in diesem Abschnitt gesagt wird, gilt auch in R". Da es sich dort kompakter
aufschreiben 148t, werde ich n-dimensional argumentieren (bis auf weiteres ist also D C R™ offen

und f : D — R" ein C'-Vektorfeld, oft geniigt sogar die Stetigkeit von f ).

Definition. Ein Vektorfeld f heifit Potentialfeld, falls es ein Skalarfeld p gibt, das dann Potential
genannt wird, so dafl f = —gradp.

Das Minuszeichen koénnte auch in p hineingenommen werden; es hat keine mathematische Bedeu-
tung, sorgt aber dafiir, dafl Potentialdifferenzen als  p(Anfangspunkt) - p(Endpunkt) geschrie-
ben werden und nicht umgekehrt (s. unten).

6.3.1 Bemerkung zur Eindeutigkeit.

Da Gradienten von Konstanten Null sind, kann das Potential nur bis auf eine additive Kon-
stante eindeutig bestimt sein. Aus 3.3.3 folgt umgekehrt, dafl sich je zwei Potentiale desselben
Vektorfeldes auf einer zusammenhéngenden offenen Menge nur um eine Konstante unterscheiden
konnen.

6.3.2 Wegeunabhingigkeit von Kurvenintegralen durch Potentialfelder

Ist 4 eine durch den Definitionsbereich des Potentialfeldes f verlaufende stiickweise glatte Kurve
mit Anfangspunkt a und Endpunkt b, so gilt

[f.dg:p<a> — p(B).

Kurvenintegrale von Potentialfeldern entlang geschlossener (stickweise glatter) Kurven wver-
schwinden: ﬁ,yf e ds =0.
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Wir beweisen die erste Ausage zunéichst fiir glatte Kurven, etwa 7 : [u,v] — D. Nach Definition
des Kurvenintegrals und wegen f = —gradp

[Foas= | ") e A ()t = / " aradp(3(t)) o 4(1) dt

Minuszeichen vorgeholt, Integrationsgrenzen vertauscht und Kettenregel riickwérts gelesen:

= [“sant) e50 d = [ S0 dt = )~ pa(0) = pla) - pl)

Ist die Kurve nur stiickweise glatt, so kann man die gewonnene Formel auf jedes der endlich
vielen Stiicke anwenden. Wenn man dann addiert, heben sich die Zwischenpunkte wieder auf.
Fiihrt etwa & glatt von a nach b und § glatt von b nach ¢, so folgt:

| Feds= [ Fedws [ Fods= (o —p®) + (o) ) =p@) -2
Bei geschlossenen Kurven stimmen Anfangs- und Endpunkt iiberein; die Potentialdifferenz wird
Null.

6.3.3 Zusatz: Eine geometrisch-physikalische Folgerung

betrifft Feldlinien von Potentialfeldern. Darunter versteht man solche reguldren Kurven durch
den Deﬁnitionsbereich_‘eines Vektorfeldes, deren Tangentenvektoren parallel zu den Vektoren des
Feldes sind: 4(t) = A f ((t)) fiir alle ¢, wobei A; > 0.

Beobachtung. Fiir Potentialfelder gibt es keine geschlossenen Feldlinien.

Wiire nimlich 7 eine solche, so miifite § f e d5 = 0 sein. Andererseits wire der Integrand in
fab F(5(t)) @ 4(t) dt iiberall strikt positiv. Das geht nicht.

6.3.4 Die Umkehrung

Es erweist sich, daf§ die gerade bewiesene Wegeunabhéngigkeit der Kurvenintegrale charakteri-
stisch fiir Potentialfelder ist. Ist f‘v f eds = 0 fir alle durch D fiihrenden stickweise glatten

geschlossenen Kurven, so mufs f ein Potentialfeld sein. Der Beweis wird zeigen, dafl die Wege-
unabhéngigkeit nur fiir Polygonziige gefordert werden muf} (achten Sie darauf).

Beweis. Wenn Kurvenintegrale entlang geschlossener Kurven verschwinden, so liefern Kurven-
integrale iiber Kurven mit gemeinsamem Anfangs- und Endpunkt identische Ergebnisse. Seien
namlich & und S zwei derartige Kurven, so ist @8~ geschlossen, daher

o~ <[ =L L]

Wir konnen also unzweideutig f; f e d5 schreiben, solange @ und b durch eine in D verlaufende
stiickweise glatte Kurve verbunden werden kénnen.

Sei a ein fester Anfangspunkt aus D und 7 ein ‘laufender’ Punkt. Gébe es ein Potential p, so wére
[2 ... =p(a) — p(z). Lesen wir diese Gleichung riickwiirts, so ergibt sich p(z) = p(a) — [ .... Da
p sowieso nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist (die beim grad wegfillt), konnen wir
den Wert p(a) = 0 annehmen. Dann kennen wir aber alle Daten auf der rechten Seite der letzten
Gleichung und p wére gleich dem negativen Kurvenintegral. Wenn es also ein p gibt, so ist klar
wie es ausehen muf}. Priifen wir, daf§ dieser Ansatz funktioniert. Bei gegebenem f und a setzen
wir



und priifen grad q= f also % = f; fiir alle 4. Dann wird p = —q gesetzt, um dem konventionellen
Minuszeichen Rechnung zu tragen. Die partielle Ableitung wird nach Definition ausgerechnet:

9q . 4@+ hei) —q(T)

Um den Differenzenquotienten zu bestimmen benutzen wir zur Berechnung von ¢(z + hé’;) eine
Kurve die zunéchst von @ nach Z fithrt und danach geradlinig gleichférmig von T nach  + he';.
Der erste Teil des Kurvenintegrals liefert gerade ¢(Z) und fliegt daher beim Differenzenquotienten
wieder heraus. Das Kurvenintegral iiber die verbleibende Strecke kénnen wir sofort hinschreiben
(der Geschwindigkeitsvektor auf der Strecke ist €;):

_ SN e 1 [P 1 b
a(@ + hés) d@:f/f@+%ﬁwﬁﬁ:i/ﬁ@+%ﬂﬁ:ﬂ@+ﬁ&
h hJo hJo

fiir einen geeigneten Wert 7 zwischen 0 und h, der vom Mittelwertsatz der Integralrechnung
geliefert wird. Wenn A — 0, so mufl der Zwischenpunkt gegen T konvergieren und wir erhalten
%(a’s) = f;(Z), wie verlangt.

Die Sache hat einen kleinen Haken, weil D vielleicht nicht zusamenhéngend ist. Wir haben ¢(Z)
erfolgreich fiir alle Z definiert, die mit @ durch eine Kurve in D verbunden werden koénnen.
Diese bilden eine zusammenhingende offene (weil D offen ist) Teilmenge von D, eine sogenannte
Zusammenhangskomponente. Wenn D nicht zusammenhéngend ist, gibt es mehrere derartige
Komponenten. Die gesuchte Funktion wird dann auf jeder Zusammenhangskomponente von D
definiert, indem man jeweils einen Startpunkt wahlt und wie oben verfihrt. Das klappt, denn
8% = f; ist eine lokale Eigenschaft. Die braucht jedesmal nur zu wissen, wie sich f und ¢ in
einer kleinen Umgebung des gerade betrachteten Punktes verhalten und diese Umgebungen sind

jeweils in einer Komponente enthalten.

6.3.5 Die Integrabilititsbedingungen

Ist das stetig differenzierbare Vektorfeld f Gradient eines Skalarfeldes g, so erhalten wir nach

SCHWARZ
ofi 0 9q 0 dq Of
Gatj a a.’I}j 83% o (9.1'z 6xj - 6%

diese sogenante Integrabilititsbedingung ist also notwendig fiir Potentialfelder.

6.3.6 Fiir sternférmige Mengen sind die Integrabilitdtsbedingungen auch hinrei-
chend.

Eine Teilmenge M von R"™ wird sternférmig genannt, wenn es einen Punkt a € M gibt, dessen
Verbindungsstrecke zu jedem anderen Punkt aus M ganz in M liegt. Anschaulich: von a aus kann
man alle anderen Punkte aus M sehen.

D C R" sei offen und sternformig und f : D — R» erfille die Integrabilititsbedingung gi? = gf
J i
fiir alle i,j. Dann ist f ein Potentialfeld.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf3 alle Punkte aus D vom Nullpunkt aus gesehen werden
koénnen (sonst verschiebt man). Wir kénnen also folgendermafien ansetzen:

1 n
q(z) = / Z fi(txy, txg, . .. tay)xdt.
0 =1

Das ist durchaus naheliegend, weil dasselbe wie fﬁ f e d5 fiir die spezielle Kurve (Strecke von 0
nach z) ¥(t) = (tz1,...,tx,), die nach Voraussetzung ganz in D verlduft.

Nun muf ‘nur’ noch 88;@- (Z) = f:() nachgewiesen werden. Ich mache das fiir i = 1:
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Differenzieren unter dem Integralzeichen liefert:

aq 1 n
- _ a1 / iZ::fl try, tra, ... tay)xdt = / fZ (tzy,tae,. .. to,)x;] dt

83:1
oo 8
= .\ o [fi(twy,toa, ... twy)ry +;8751 [fi(tey, tog, ...ty )2] o dt
erster Summand nach Produktregel

1
df1
— /0 {mlaxl (tzy,.. . tan) + filtey, tes, ... tay) +thz tacl,txg,...,txn)} dt

umsortiert und Integrabilititsbedingung 5 O/ Ser = gj: !

1
of1
— / filtzy, teg, ... tay) dt+/ {ml&f (tzy,tas,.. . toy) —I—thz tl‘l,tl‘g, .,txn)} dt

= /f1 toy, txg, ... tay) dt+/ tle (tay, tas, . .. tay) dt

’L

im zweiten Integral Kettenregel ruckwartb
1

1
d
= /fl(t$1,t$2,.. txn) dt+/ t—f1(tx1,tx2,...,txn)dt.
0

Schreibt man das als ein Integral, so sieht man Welter

1 1
/ |:f1(ta?1,tl‘2,...,t$n) —|—tdf1(tl‘1,t$2,...,t$n):| dt = / i [tf1(t$1,tl‘2,...,t$n)] dt

=1- fl(lxl, 11‘2 . .,13,‘”) —0- f1(0$1,0$2,. . ,Oxn) = f1($1,5€2,. . .,l‘n),
wie behauptet.

Im dreidimensionalen Raum 148t sich das Ergebnis insofern verbessern, als daf§ von D weniger
verlangt werden muf.

6.3.7 Beweis eines noch nicht formulierten Satzes

Wir betrachten im Rest des Abschnittes wieder dreidimensionale Vektorfelder die auf dreidi-
mensionalen offenen Mengen definiert sind. Offensichtlich kann man die Integrabilitdtsbedingung

auch als gﬂ{ L — gﬁ L = (0 schreiben. Im dreidimensionalen Fall sind diese Differenzen aber gerade
J

die Koordinaten von rot f . Daher liest sich die dreidimensionale Integrabilitatsbedingung:

Potentialfelder erfiillen rot = 0. Derartige Felder nennt man wirbelfrei.
(Das ist natiirlich gerade die Formel rot grﬁd = 0, die wir oben schon nachgerechnet hatten.)

Wir wollen jetzt beweisen, daf ein wirbelfreies Vektorfeld f : D — R? Potentialfeld sein muf.
Dazu muf3 f f ds =0 fiir jede in D verlaufende (stiickweise glatte) geschlossenen Kurve nach-
gewiesen werden. Sei 7 eine solche Kurve. Sie berandet ein Flichenstiick I' und wir kénnen den

STOKESschen Satz anwenden:
//rathdﬁZ]{deé’.
r ol

Da rot = 0, ist aber das Oberflichenintegral Null, daher auch das Kurvenintegral und wir sind
fertig.

Der Haken. Es stimmt zwar, daB jede stiickweise glatte geschlossenen Kurve in R® eine
stiickweise glatte Fliche berandet®”. Um STOKES anzuwenden, brauchen wir aber eine Fliche,
die in D enthalten ist. Die gibt es nicht immer.

37Das ist bei niherem Hinsehen nicht wirklich klar. Aber beim Beweis von 6.3.4 hatte ich angemerkt, da8

die Wegeunabhéngigkeit fiir Polygonziige ausreicht. Geschlossene Polygonziige in R? beranden aber immer eine
Flidche, ndmlich ein aus lauter Dreiecken zusammengesetztes Polyeder (Induktion nach der Anzahl der Strecken
des Polygons).
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6.3.8 Ein Beispiel

das sofort einleuchtet, liefert die Einheitskreislinie in der , y-Ebene von R?. Klar berandet sie den
Vollkreis dieser Ebene, die obere und untere Hemisphiire in R® und noch viele andere ‘Hauben’.
Aber jede dieser Oberflichen wird irgendwo von der z-Achse durchstoBen. Fiir D = R? \ z-Achse
berandet die Kreislinie keine in D enthaltene Fliache mehr.
Tatséchlich gibt es wirbelfreie Vektorfelder auf diesem D, die keine Potentialfelder sind. Ein
Beispiel ist

; 1y

fay2) = wtp

0

Die Integrabilitdtsbedingung reduziert sich hier auf

9 —y _9_ =
Oy a2 +y2  Oxa?+y?

und ist leicht verifiziert. Der Einheitskreis in der x, y-Ebene hat die auf [0, 27| definierte Parame-
trisierung ¢ — (cost,sint,0). Daher ist das Kurvenintegral um diesen Kreis

2m 2m
—sint cost
7{ / n — cos' t + ——————sin’ ¢ dt:/ 1dt =27 #0.
cos2t +sint cos?t +sin”t 0

Also haben wir kein Potentialfeld vor uns. Ursache fiir die Diskrepanz ist der grofie Wirbel um
die z-Achse, den rot als lokaler Operator nicht sieht, der aber geschlossene Feldlinien (Kreise)
liefert. Sobald man D derart verkleinert, dal keine geschlossenen Kurven in D mehr die z-Achse
umrunden koénnen, wird f zum Potentialfeld. Z.B. ist arctan £ Potential, aber nicht auf ganz D
sondern nur fiir x # 0.

6.3.9 Einfach zusamenhingende Mengen

Um das oben gegebene Argument zu retten, werden wir das Hindernis durch eine zusétzliche
Voraussetzung aus dem Weg rdumen.

D soll so beschaffen sein, dafl jede in D verlaufende geschlossenen Kurve eine in D liegende
zweiseitige Flidche berandet. Mathematisch exakter kann man fordern, daf} sich jede stetige Ab-
bildung 7% : S5(1) — D der Einheitskreislinie in D zu einer stetigen Abbildung ® des Vollkreises
K5(1) — D fortsetzen 143t. 4 représentiert die gegebene geschlossene Kurve; ® parametrisiert die
von 74 berandete Fliche.

Derartige Mengen nennt man einfach zusammenhdingend>s. Anschaulich charakterisiert man sie
durch die Forderung, dafl jede in D verlaufende geschlossenen Kurve sich innerhalb von D ste-
tig auf einen Punkt zusammenziehen l&8t. Die bei diesem Proze8 von der Kurve iiberstrichene
Punktmenge ist die berandete Fléche.

Beispiele fiir einfach zusammenhiingende Mengen sind ganz R?, R3\ endlich viele Punkte, Kugeln
und Sphéren, konvexe Mengen und etwas allgemeiner sternférmige Mengen.

Nicht einfach zusammenhéngend sind RB\ Gerade, Rg\ geschlossenen Kurve, Torus, geschlossene
Kurve.

6.3.10 Der oben bereits bewiesene Satz lautet

Jedes auf einer offenen einfach zusammenhingenden Menge in R® definierte wirbelfreie C*-Feld
ist ein Potentialfeld.

38Die Mathematiker fordern normalerweise zusitzlich, daf die Menge zusammenhiingend ist; fiir unsere Zwecke
ist das unerheblich.
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6.3.11 Erginzung fiir Praktiker

In vielen Fillen ist das Vektorfeld, fiir das ein Potential gesucht wird, im ganzen Raum gege-
ben. Dann kann man alternativ zum Verfahren aus 6.3.6 einfacher rechnen. Ich mache das im
Dreidimensionalen vor.

Fiir das Vektorfeld | @ | suchen wir ein Potential U auf ganz R3. Damit wir iiberhapt Chancen
R
haben, miissen wir Wirbelfreiheit voraussetzen:

9Q _ 9R

oP e opP OR
(wf) P 9Q 9P _ OR =488

— 9z 9z ~ oz und

Nachdem ein Punkt (xg,yo, 20) € D fixiert ist (meist nimmt man (0, 0,0)), 148t sich ein Potential
hinschreiben (das ist auch ein Kurvenintegral (xg, 3o, 2z0) ~ (,y, ), aber diesmal nicht geradlinig
gleichformig sondern auf achsenparallelem Umweg):

y z
Q(Jfo, ta Z) dt + / R('r(% Yo, t) dt.

Yo 20

Ulz,y, 2) = / P(t,y, =) di +
zo

Beim Nachrechnen benutzen wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, das Her-
einziehen der Ableitungen und, an den mit ="/ den gekennzeichneten Stellen, die Integrabi-
litdtsbedingung.

ou o [* o [Y
am_wéop(t7yaz)dt+ax[!0@($07tZ dt""_i/ RmOaZUOv P(xayaz)+0+07

denn der zweite und der dritte Summand von U héngen nicht von z ab.

6U 8/ (t,y,z) dt—l—f/ Q(zo,t,2) dt—l—f/ R(z0, yo,t)

T 9p )
:/ Fy(t,y72)dt+Q(wo,y72)+0:W/ ?f(tay,Z)dt+Q(mo,y72)

= (Q(w,y,z) - Q(xo,y,z)> + Q(Jco,y,z) = Q(m,y,z).

—g/xP(t z)dt+£/yQ(az tz)dt—i—g/zR(x t) dt
9z 2o 'Y, 92 " 050y 92 a0 05 Y0,

/ (t,y,z dt+/ @(JCOJ z) dt + R(x0, Y0, )
9z v 0%

Schliefilich

OR
7wf/ ty7 / .’Eo,t z dt—’_R(anyOv )
To 8 Yo

= (R@y.2) = R(@o,9,2)) + (R(wo,y. 2) = R(3o,y0.2)) + Rlwo, yo, 2) = R(,y, 2).

In Wahrheit rechnet der Praktiker das Potential mit unbestimmten Integralen aus. Zuerst wird
a(z,y, z) derart gefunden, dafl g—; = P. Dazu werden y und z wie Konstanten behandelt und a als
z-Stammfunktion von P gesucht. Danach sucht man auf &hnliche Weise b(y, z), so dafl ab =Q-

(wegen (wf) héingt die rechte Seite nicht von z ab). Schlielich wird ¢(z) als Stammfunkltlon von
R(z,y,z) — @ -2 bestlmmt (der Ausdruck hingt nicht von z,y ab). Das gesuchte Potential ist

Z

U=a+b+ec
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6.4 Quellenfreiheit und Vektorpotential

Vektorfelder, deren Divergenz Null ist nennt man solenoidal*®. Ich benutze lieber das traditionelle
deutsche Wort quellenfrei. Ein solches Feld hat weder Quellen noch Senken. Ist das Vektorfeld f
von der Form rot §, so nennt man § ein Vektorpotential von f .

Wir hatten oben nachgerechnet, daff divrot§ = 0 fiir alle Vektorfelder § gilt. Also sind Vek-
torfelder mit Vektorpotential quellenfrei. Ob die Umkehrung gilt, héingt von der Geometrie des
Definitionsbereiches ab. Bevor wir darauf eingehen, eine

6.4.1 Bemerkung zur Eindeutigkeit des Vektorpotentials

Wegen rot grad =0 ist jedes Vektorpotential hochstens bis auf einen Summanden grad p, d.h.
bis auf ein Potentialfeld eindeutig bestimmt. Die Ergebnisse des vorigen Abschnittes zeigen, daf3
die Differenz zweier Vektorpotentiale des gleichen Feldes auf einer einfach zusammenhéngenden
offenen Menge tatséichlich ein Potentialfeld sein muf.

6.4.2 Eine notwendige Bedingung

So wie Kurvenintegrale von Potentialfeldern lings geschlossener Kurven verschwinden, so ver-
schwinden Fluflintegrale von Feldern mit Vektorpotential iiber geschlossenen Oberflichen. Um
das einzusehen, sei f = rot § und T eine geschlossene Fliche in R?. Indem wir eine geschlossenen
Kurve 4 innerhalb I' betrachten, zerlegen wir die Fliache in zwei Hauben I'y und I'_ (so wie
der Aquator die Sphire in die beiden Hemisphiren zerlegt). Auf beide ist der STOKESsche Satz
anwendbar. Da die Normale in beiden Féllen nach auflen zeigen soll, wird aber die Randkurve
7 fiir 'y und I'_ in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen. Addiert man also die beiden
STOKESschen Formeln

// ratg.dﬁ:?{g.dg und // ratg.dﬁ:jf G eds
ry ¥ r- ¥~

so heben sich die Kurvenintegrale auf und das Oberflichenintegral {iber die gesamte Fliche wird
Null.

Bemerkung. Man hitte auch mit dem GAuUsSschen Satz argumentieren kénnen und divrot = 0

anwenden:
0:/// div(ratg)dvz//ratg.dﬁ.
H r

Das setzt aber voraus, daB rot § auf dem ganzen Korper definiert ist, dessen Rand I' darstellt,
was nicht immer gegeben ist.

6.4.3 Beispiel

Wir betrachten das auf R*\ {0} definierte Vektorfeld

(@) _ 1 y
PBE) @@y | Y

Nach 6.2.8 ist  div (7%) = 0, das Feld also quellenfrei. Die grofle Quelle im Nullpunkt ¢ D kann
div nicht sehen. Wird aber iiber die Einheitssphire S = {Z : 7(Z) = 1} integriert, so ist die &uflere
Normale gleich 7 daher

7 1
/ %oFdF://7dF://1dF:OberﬂéichevonS:47r7éO.
sT s s

Also gibt es kein Vektorpotential. Die Menge R*\ {0} ist wohlgemerkt einfach zusammenhingend,
jedoch nicht sternformig: kein Punkt sieht sein Spiegelbild am Nullpunkt.

39Englisch nur so; das Wort kommt von griechisch Réhre.
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6.4.4 Sternférmige Definitionsbereiche sind gut
Jedes auf einem offenen sternformigen Definitionsbereich quellenfreie Vektorfeld besitzt ein Vek-

torpotential.

Sei f : D — R3 das gegebene Vektorfeld mit div f = 0. OBdA gehen wir wieder davon aus, daf
jeder Punkt (z,y,2) € D vom Nullpunkt aus gesehen wird. Dann ist f (tz, ty, tz) fiir alle ¢ € [0, 1]
und alle (z,y,z) € D definiert. Wir definieren zunichst das Hilfsfeld

[ th(te, ty,tz) dt
1
é(z) = / tf (tz,ty,tz)dt = fol tfo(t, ty,tz) dt
0

[ tfa(ta, ty, t2) dt

801 862 863
% "oy "o

und rechnen nach, dafl es mit f quellenfrei ist:  div ¢ =

0

/1 2[tf (ta,t tz)]+ﬁ[tf (ta,t tz)]Jrg[tf (tz, ty, t2)] dt/ltzdivf(mt tz)dt =0
= 0 Oz 1 » LY, ay 2 y LY, 9z 3 » LY, - s LY, — Y.

Das gesuchte Vektorpotential ergibt sich als &(Z) x 7(Z), wobei 7(Z) = Z — 0 der Radiusvektor
oder Ortsvektor des Punktes Z ist. Wir miissen also nachrechnen, daf

CoZ — C3Y

rot (€ x 7)) =10t | csz—crz | =f
C1Y — CT

Ich beschranke mich auf die erste Koordinate. Fiir diese ist nachzurechnen

(c1y — cox) — — (csx — c12) = f1.

dy 0z

Die linke Seite wird ehrlich differenziert, wobei bei zwei Summanden die Produktregel zur An-
wendung kommt. Dann ergibt sich

O o _Oc2 N (O Ocr N\ _, O O Oda  da
By T Gy 92" 02 L e T N VL A T

Wegen der Quellenfreiheit von ¢ kénnen wir —%—‘;233 %‘j’ x durch Cl x ersetzen und haben dann

fiir die erste Koordinate von rot (¢ x ) den Ausdruck

801 681 361
2 —_— —z .
¢+ (6 x+ 3y Y+ 9% z)

Setzt man fiir ¢; das Integral fol tfi(tx, ty,tz) dt ein und differenziert unter dem Integralzeichen,
so folgt

de o [ e,
a—;x:ma—x/o tfl(tx,ty,tz)dt:m/o t%fl(tm,ty,tz) dt:/o t2 8f1 (tz,ty,tz) - x dt.

Analoge Formeln gelten fiir die beiden anderen partiellen Ableitungen. Addiert man sie alle drei,
so ergibt sich

0cy 0cy dci - ! 2 fl fl f1
axer oy —y+ 5, %= /0 t o ——(tx,ty, tz) - x + y(tz Sy, tz) - er (tx ty,tz) -z | dt.

Nach riickwarts gelesener Kettenregel
1 ) d
= t°— fi(tz, ty, tz) dt.
/0 dtfl( Z,lyY, Z)
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Partielle Integration liefert weiter

t=1
= t? fi(t, ty, tz)

1
— 2/ tfi(tx, ty, tz)dt = fi1(z,y,2) — 2c;1.
0

Und damit P P o
2 + (8 e+ Sy 8) — 21 + (i@, 2) - 201) = fu,

wie behauptet.

6.4.5 Praktische Berechnung von Vektorpotentialen auf R3

Die Formel eben war relativ kompliziert. Ist der Definitionsbereich des gegebenen quellenfreien

. p a(z,y, 2)
Feldes f = | Q | ganz R®, so kann man ein Vektorpotential in der Form § = [ b(z,y, 2)
R 0
bekommen. Die Gleichung rot p = f zerfillt bei diesem Ansatz in die drei skalaren Gleichungen:
0b da b da
——=P, —= d ———=R
0z T 0z @ Ox Oy

Die ersten beiden dieser Gleichungen sind leicht zu erfiillen, durch z-Stammfunktionen von —P
bzw. Q). Um konkret zu sein:

a(z,y,z /Qxy, b(z,y,2) : /sz, t,

fiir ein irgendwie gewihltes zg. Die letzte Gleichung wird dann allerdings normalerweise nicht
erfiillt sein. Die erreicht man, indem zu a eine von z unabhingige Korrekturfunktion a(z,y)
addiert wird. Dadurch bleibt 24t® = 94 4 0 = @ unberiihrt, aber o kann so gewihlt werden, da$

% _data) =R, alsoa—a:@—@—l%
ox dy Y

Das klappt, denn die rechte Seite hingt (wegen der Quellenfreiheit) nicht von z ab. Mit a und b
wie oben wird namhch — — 52— Rzu

z aP z aQ B z aR B
- [ Gt i / e @) di=Ria,.2) = [ S wt) de=Rio,,2) = ~Ri,20)

20 20 20

Yy
Mit anderen Worten: a(x,y) := — R(x,t, z0) dt tut, was wir wollen.

Yo
Wenn Thnen das lieber ist, kénnen Sie auch unabhéngig von allen gegebenen Argumenten nach-
rechnen, dafl

J2 Qa,y,t) dt — [ R(x,t, %) dt P
rot —f P (z,y,t) dt =1 @
0 R

Was mufl man eigentlich vom Definitionsbereich von f wirklich voraussetzen, damit die angege-
bene Konstruktion klappt?

6.5 Der Satz von HELMHOLTZ

heifit auch Fundamentalsatz der Vektoranalysis. Unter diesem Namen sind bei Physikern
mehrere Aussagen in Umlauf, um deren genauen Beweis, sie sich meist driicken. Ich werde je-
denfalls einen Teil beweisen, allerdings unter stédrkeren Voraussetzungen, als man sie wirklich
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braucht. Es geht um die Frage, ob und wie ein Vektorfeld eindeutig aus seiner Rotation und
Divergenz rekonstruiert werden kann. Die meisten Physiker antworten spontan mit ja. Das Vek-
2x
torfeld grad (2% —9?) = —2y | zeigt aber, daf} das falsch ist; seine Rotation und Divergenz
0
verschwinden, ohne dafl es darum konstant wére. Die eindeutige Rekonstruierbarkeit ist also nur
unter zusétzlichen Bedingungen gegeben. Bei einem beschrinkten einfach zusammenhéingenden
Definitionsbereich muf3 eine zusétzliche Randbedingung erfiillt sein und Felder, die im ganzen
Raum definiert sind, miissen fiir 7 — oo schnell genug abklingen.

6.5.1 Eindeutigkeit im beschrinkten Bereich

H und T seien wie immer aber H einfach zusammenhdingend. f und g seien auf einer H umfas-
senden offenen Menge definierte C'-Felder, so daf§

auf H: rot f =rot§ und div f = divg sowie auf T':  f ol =g eii.
Dann stimmen f und g auf H tberein.

Mit anderen Worten: Es kann hdchstens ein Vektorfeld mit vorgegebener Divergenz und Rotation
geben, das auf dem Rand des betrachteten Bereiches eine vorgegebene Normalenkomponente hat.

Zum Beweis betrachten wir b := f — ¢. Dann verschwinden Divergenz und Rotation von h
und die Normalenkomponente ist iiberall auf dem Rand Null. Wir zeigen, dafl konstant h = 0
sein muf.

Aus roth = 0 und dem einfachen Zusammenhang von H folgt h = gradq fiir ein passendes
Skalarfeld. Auf ¢ wenden wir die GREENsche Formel 5.4.3 an:

/11,(

Mit h = gradq und Ag = div (gr?ld q) = divﬁ, sowie % = gradq eii =h eii wird daraus

B2 + qdivh dV:// .h el dF.
///H 112 +q ; K

R 2 dq
grad q‘ ‘ +aAq) dwy,z) = [| a5 dF.
T

=0

Also ist [[[}, |12 = 0 und daher i = 0 (eine irgendwo positive stetige Funktion hitte auch ein
positives Integral), wie verlangt.

6.5.2 Kontrastierendes Beispiel

Es sei H der Hohlzylinder H := {(z,y,2) : 0 < 2z < lund 1 < 22 + y? < 4} und f das darauf
definierte Vektorfeld

)
) i
f(x,y,z) = $2f_y2
0

In 6.3.8 hatten wir fiir dieses f bereits die Integrabilititsbedingung gepriift, d.h. rot f = 0. Weiter

st
o> 0 —y 0 T a0 y2x —x2y
divi=— 2+ =)+ = =
V= (x2 +y2> Ty <x2 +y2> M (22 + y?)? * (22 +y?)? 0

Auf dem Deckel bzw. dem Boden von H ist 7 = +¢€'3, daher 77 e f = 0. Auf den beiden Mantel-

fléichen ist 7 = —7 (innen) und 7 = 17 (auBen). Daher
Y . T . _ .
Lo Ty TV g2z T2:0) =0 innen
ne f =

=

1 —y L n) —
x$2+y2—|—y $2+y2+z 0) =0 auflen

[ V)
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Trotzdem ist f nicht konstant 0. Dieses Beispiel widerspricht nicht dem vorigen Satz, da H nicht
einfach zusammenhéngend ist.

6.5.3 Eindeutigkeit fiir den ganzen Raum

Ich formuliere etwas verwaschen:

Sind f und § auf ganz R® definierte C-Vektorfelder mit gleicher Rotation und gleicher Diver-
genz, die zudem schnell genug abklingen, so stimmen sie tiberein.

Im Beweis werde ich voraussetzen®, da$} sich die Normen von f und g durch 515 beschranken
lassen, wobei C' eine passende Konstante und e > 0 ist. Dann folgt, dafl auch die Differenz
h := f — § so schnell abklingt: ||/ (& )H < 2+5~

Wegen roth = 0 konnen wir wieder h = gradq fiir ein C!'-Skalarfeld annehmen. Wir zeigen
zunéchst, dafl g beschrinkt sein mufl. Wegen der Stetigkeit gibt es jedenfalls eine Konstante A,
mit |¢(Z )| < A fiir alle T aus der abgeschlossenen Einheitskugel K5(1). Ist dann & = (z,y, z) nicht
in der Einheitskugel, also der Abstand r von & zum Nullpunkt grofler 1, so konnen wir schreiben

T d T . .
doys) = a2 8D+ [ Loreban) d=az b2+ [ grdgezene) o o
=h

wobei 7o = g der normierte Ortsvektor von Z ist.
Der erste Summand ist betragsmifiig < A. Das Integral 148t sich durch

T o0 dt
/ 1< / <C / e
1 1 e
abschéitzen. Damit haben wir eine von Z unabhéngige obere Schranke fiir |g| gefunden, die unten
B heiflen wird.

h(ts,t4,t%)

,
RE2,4L,82) o 7| dt g/
1

Jetzt geht das Argumenﬁ richtig los. Wire h # 0 an irgend einer Stelle, so gibe es eine Kugel
Ko(T) fiir die [[fye oy 12 |? > 0. Andererseits gilt fiir alle R > T

B2 g Lo
Wacgery 10112 dV < [l my (||h|| Jrgleh)dV

= ffS@(R) q-h edF - nach GREEN

= ffS()(R) q-heiidF Definition von dF

< s, m lal- k| dF nach CAUCHY-SCHWARZ
< J so(m) B S dF nach Voraussetzung

= RBQQE 4rR? —0 fiir R — oo

Damit haben wir einen Widerspruch.

6.5.4 Wie man ein Feld mit gegebener Divergenz und Rotation findet

Wir betrachten wieder nur (Skalar- und Vektor-) Felder, die auf ganz R? definiert sind und schnell
genug abklingen. Die Aufgabe besteht darin, zu einem gegebenen Vektorfeld f (mit div f = 6,
sonst geht es nicht) und einem ebenfalls gegebenen Skalarfeld g, ein Vektorfeld ¢ derart zu finden,
daBl rot v = f und divy = g. Es erweist sich, daf$ ein derartiges Vektorfeld U stets gefunden
werden kann und zwar in der Form ¥ = rotp + grad q, wobei das Vektorpotential p zusdtzlich
noch quellenfrei gewdhlt werden kann.

40Das ist mehr als man wirklich braucht.
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Das folgt relativ leicht aus einer Tatsache, die wir hier nicht beweisen kénnen: Wenn das Skalarfeld
h schnell genug abklingt, so gibt es eine eindeutig bestimmte Lisung fiir die POISSON-Gleichung
Ap = h. Derartige Losungen haben Sie in der Elektrodynamik sicher bereits oft hingeschrieben:

Im Moment verstehen wir allerdings (jedenfalls offiziell) noch nicht einmal, was ein iiber den
ganzen Raum erstrecktes Integral mit einem zudem unbeschrénkten Integranden iiberhaupt sein
soll. Wenn wir von der Losbarkeit der POIsSON-Gleichungen ausgehen, kann man das gesuchte ¢
wie folgt finden.

Zunéchst liefern div f = 0 und die Sternfoérmigkeit von R? ein Vektorpotential fiir j? , also ein
Vektorfeld @ mit f = rot@. Wegen rot grad = 0 gilt dann auch rot @+ gradb + grad q) = f ,
egal, wie die Skalarfelder b und ¢ gewé&hlt werden.

Zunichst wihlen wir b, so daf div (@ + grad b) = 0. Dazu mufl Ab = —divd@ sein; nach dem
zitierten Fakt*!, kénnen wir ein derartiges b finden. Dann ist @ + grad b ein quellenfreies Feld auf
der sternférmigen Menge R?, also hat es ein Vektorpotential: @ + grztd b = rot 7. Damit schlieBlich
div (@ + grgmdb + grgmd q) = div (rot 7 + grad q) = Ag = g wird, braucht ¢ aber nur die POISSON-
Gleichung Ag = g zu erfiillen. Das geht und 16st die Aufgabe. Will man noch die Bedingung
divp = 0 erfiillen, so korrigiert man: p’ ~ p’ + gradc mit einem Skalarfeld ¢ das Ac = —divyp
erfiillt. Als Folgerung erhalten wir die folgende auch wieder etwas unscharf formulierte Aussage,
die auch als

6.5.5 Satz von HELMHOLTZ

gilt. Jedes auf R® definierte C'-Vektorfeld, das schnell genug abklingt, lifit sich als rot § +gr§mdq
schreiben, wobei das Vektorpotential p zudem noch quellenfrei vorausgesetzt werden kann (sog.
Eichbedingung).

Sei nédmlich @ das gegebene Vektorfeld. Wir setzen f = r_’atu_i und g := diva. Dann sagt der
vorige Satz, dafl es ¢ und ¢ derart gibt, dafl ¥ = rot p’ + grad ¢, die Bedingungen rot ¥ = f und
divt’ = g erfiillt. Da aber @ und v dann gleiche Rotation und Divergenz haben, stimmen sie
iiberein.

41Na ja, eigentlich hat div@ keinen Grund schnell abzuklingen. Der Beweis ist nicht ganz wasserdicht.
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