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1 Einleitung

Das Ziel der Dissertation ist die Entwicklung und Implementation spezieller Gleichheitsverfahren
fiir das automatische Beweisen hoherer Stufe. Diese Verfahren sollen die Deduktionskomponen-
te LEO der Beweisentwicklungsumgebung 2 der AG Siekmann (Universitit des Saarlandes)
[HKK "94b] ergéinzen und zu einer adéiquaten Behandlung von Gleichheitsproblemen befihigen.
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1.1 Automatisches Beweisen und 2

Q) ist ein interaktives Beweisentwicklungssystem fiir Anwendungen in der Mathematik. Seit etwa
1990 bildet dieses System den Mittelpunkt der Forschungsinteressen der AG Siekmann. Sowohl
die fast zwanzigjdhrigen Erfahrungen und die Systeme dieser Forschungsgruppe auf dem Gebiet
des vollautomatischen Beweisens erster Stufe, als auch neuere Forschungsergebnisse zum Be-
weisplanen und der Logik hoherer Stufe sollen zur Entwicklung eines Systems beitragen, das auf
langfristige Sicht den Mathematiker bei der Erstellung komplexer Beweise sinnvoll unterstiitzen
soll.

Die Ideologie der Gruppe kniipft damit, in leicht abgeschwéchter Form, an eine alte Idee
von Leibniz an: Er wollte zeigen, dal das logische Denken automatisiert werden kann. Im 17.
Jahrhundert hatte Leibniz dazu ein sehr ehrgeiziges Forschungsprojekt formuliert. Ziel war die
Entwicklung einer universellen formalen Sprache (lingua charaktieristika) und eines dazugehori-
gen formalen Kalkiils (calculus ratiocinator). Nach Leibniz’ Vision sollten zwei debattierende
Philosophen ihren Disput mithilfe der lingua charaktieristika und des calculus ratiocinator auf-
kldren konnen, nach dem Motto Calculemus — Rechnen wir es aus.

Erst 1879 wurde die erste, im Leibniz’schen Sinne anndhernd brauchbare, formale Sprache
durch G. Frege definiert. Diese Sprache ist heute als Priadikatenlogik erster Stufe (PL1) bekannt
und bildet die Grundlage fast aller modernen Deduktionssysteme.

Der erste vollstindige Kalkiil fiir die PL1 wurde dann Anfang dieses Jahrhunderts von D.
Hilbert [Hil27] aufgestellt. Zu dieser Zeit war ein Grundlagenstreit iiber die Formalisierbarkeit
der Mathematik in der Fachwelt entbrannt. Hilbert wollte diesem ein Ende setzen, indem er die
Mathematik vollstéindig in einem formalen System (Sprache und Kalkiil) zu entwickeln versuchte
Dieses Vorhaben scheiterte. 1930 wurde zwar von Goédel die Vollstindigkeit' des Hilbertkalkiils
noch nachgewiesen [G6d30], doch dann folgte eine Reihe negativer Ergebnisse. 1931 zeigte Godel
in seinen Unvollstéindigkeitssitzen [G31], daB die Arithmetik in keinem System vollstéindig axio-
matisierbar ist und dafl die Konsistenz eines Systems, dafl mindestens die Arithmetik enthilt,
nicht innerhalb des Systems bewiesen werden kann. Der Traum von der Mechanisierbarkeit des
logischen Denkens schien geplatzt. Ein Entscheidungsverfahren fiir beliebige Aussagen konnte
nicht mehr linger erwartet werden und der Disput der Leibniz’schen Philosophen war ein fiir
allemal nicht durch einfaches Ausrechnen zu beenden — jedenfalls nicht unbedingt.

Es blieb aber die Semientscheidbarkeit der Priadikatenlogik erster Stufe, die durch die Ar-
beiten J. Herbrand [Her30] und T. Skolem gezeigt worden war. Sie war der Grund, warum das
Ziel die Logik zu mechanisieren weiter Bestand hatte, auch wenn man nun in Kauf nehmen
muflte, daBl ein Beweissystem sich moglicherweise unendlich lange mit einem erfiillbaren Pro-
blem beschiiftigte, ohne aber jemals ein Ergebnis zu liefern. Wihrend die ersten automatischen
Beweiser (im Folgenden auch Deduktionssysteme genannt) nur méfiigen Erfolg hatten, sorgte ab
1965 der Resolutionskalkiil von A. Robinson fiir einen neuen Aufschwung in der Fachwelt. Dieser
vermied das bis dahin iibliche blinde Durchlaufen des Herbrand-Universums? beim Instanziieren
von Formeln und ersetzte es durch das Konzept der Unifikation. In der Folgezeit entstanden
weitere erfolgreiche Kalkiile, wie zum Beispiel der Tableau-Kalkiil [Bet69], das Klauselgraph-
Verfahren [Kow75] und das Matrix-Verfahren [And76, Bib83]. Die AG Siekmann stiitzte sich
auf das Klauselgraph-Verfahren und entwickelte das MKRP3-Beweissystem, das damals zu den
weltweit leistungsfihigsten Systemen gehorte und mit dem ein grofler Teil eines mathematischen
Lehrbuchs iiber die Automatentheorie [Deu71] formal nachbewiesen wurde. Dem MKRP-System
liegt folgender Ansatz zugrunde, der typisch ist fiir das vollautomatische Beweisen: Ausgehend
von der Eingabe eines Problems (und moglicherweise einiger weniger Zusatzinformationen zur

'Bin Kalkiil ist vollsténdig fiir eine Sprache, wenn sich alle alle logisch giiltigen Aussagen der Sprache auch im
Kalkiil ableiten lassen.

2Die Triger dieses Universums sind die Grundterme der Logik selbst.

3Markraph Karl Refutation Procedure
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Beweissteuerung) iibernimmt das Beweissystem, sieht man von geringfiigigen Moglichkeiten der
Interaktion ab, die alleinige Initiative zur Problembearbeitung. Nach Problemeingabe beginnt
das System mit seiner Arbeit, indem es Transformationen auf den systeminternen Darstellun-
gen der eingegebenen PL1-Formeln ausfiihrt, und meldet sich erst wieder zuriick, wenn es einen
Beweis gefunden oder physische Schranken, zum Beispiel der Speicherbelegung, iiberschritten
hat.

Seit Anfang der 90er Jahre setzte in der AG Siekmann ein Paradigmenwechsel ein. Aufbauend
auf einem oder mehreren vollautomatischen Beweisern nach obiger Grundidee strebt die AG
Siekmann im Q-Projekt die Entwicklung einer interaktiven Beweisentwicklungsumgebung an —
Mensch und Maschine sollen gemeinsam die Lésung schwieriger Probleme angehen und einen
maschinenpriifbaren, sowie einen fiir den Menschen verstédndlichen Beweis liefern. Die wichtigsten
Argumente fiir diesen Paradigmenwechsel sind:

e Trotz ihres relativen Erfolgs (zum Beispiel bei offenen kombinatorischen Problemen) konn-
ten vollautomatische Beweiser nicht anndhernd die Leistungsfihigkeit von Menschen und
speziell von Mathematikern erlangen. Der Suchraum, der in diesen Systemen beim Be-
weisen schwieriger mathematischer Probleme entsteht, ist sehr grofl und die bisher ent-
wickelten Verfahren zur Suchraumeinschrinkung sind zu schwach, als dafl die Maschine
bei solchen Problemen in Konkurrenz zum Menschen treten kénnte.

e Mathematiker verwenden offensichtlich spezielle Techniken, um sich in den immensen
Suchrdumen zurechtzufinden. Aus einem Gespiir fiir die richtige Beweistechnik in einer be-
stimmten Problemsituation, entwickeln sie zunéichst einen groben Beweisplan, schrinken
dadurch den Suchraum ein, und fiillen erst anschlieend die Liicken im Beweisplan auf, bis
sie einen fertigen Beweis erhalten. Dieses Vorgehen konnte bisher nicht den Kontext des
vollautomatischen Beweisens iibertragen werden.

Diese Beobachtungen fiihrten zu folgender Systemkonzeption fiir Q[HKK94a):  verbindet
eine obere Planungsebene mit einer darunterliegenden Deduktionsebene. Ziel der Planungsebene
ist es, ein gegebenes Problem zu strukturieren und in kleinere Unterprobleme zu zerlegen, also ei-
nen Beweisplan zu erstellen. Dazu stiitzt sich das System auf eine (zu erstellende) Datenbank von
Beweistaktiken und ermoglicht eine Kommunikation zwischen Mensch und Maschine, um neue
Beweistaktiken zu akquirieren. Die Deduktionsebene stellt ein oder mehrere vollautomatische
Beweiser zur Verfiigung, deren Aufgabe es ist, kleinere Liicken in den groben Beweisplinen zu
schliefen. Ein gegebenes Problem wird also durch die Planungsebene in kleinere Unterprobleme
zerlegt, die dann von der Deduktionsebene gelést werden sollen.

Fiir ein solches System ergeben sich folgende Forderungen:

1. Es sollte eine komfortable Benutzerschnittstelle und eine verstdndliche Arbeitssprache zur
Verfiigung stellen. Sehr wichtig ist, daf} die systeminterne Darstellung von Beweistaktiken,
mathematischen Aussagen und Beweisen auf den Menschen zugeschnitten ist.

2. Die Planungsebene soll zuriickgreifen auf eine Datenbank mit zahlreichen anwendungsspe-
zifischen Beweistaktiken. Eine solche Datenbank muf} angelegt und sollte stdndig erweitert
werden.

3. Das Deduktionssystem soll in der Lage sein, auch groflere Liicken in den Beweisplinen
vollautomatisch zu schliefen. Dazu miissen leistungsfihige vollautomatische Beweiser zur
Verfiigung gestellt werden.

Die Eingabe- und Kommunikationssprache POST des 2-Systems basiert auf einer sortier-
ten Logik hoherer Stufe, erfiillt damit also die erste Forderung, da sie der in der Mathematik
iiblichen Sprache sehr nahe kommt. Ein aktuelles Forschungsthema ist die Weiterentwicklung
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der Planungsebene, sowie die Akquisition von Beweistaktiken zur Erstellung einer Datenbank.
Die Deduktionsebene des Systems stellt derzeit lediglich vollautomatische Beweiser erster Stu-
fe bereit. Damit aber auf Planungs- und Deduktionsebene die gleiche Logik verwendet werden
kann, sollen diese Beweiser ersetzt werden durch die Logik-Maschine LEO (Logic Engine for
Omega), einem vollautomatischen Beweiser hoherer Stufe. Die Grundlagen hierzu wurden von
Michael Kohlhase in dessen Dissertation [Koh94| gelegt, in der er einen Resolutionskalkiil fiir
eine sortierte Logik hoherer Stufe entwickelt. Nach der Fertigstellung von LEO wird sich das
Q-System sowohl auf der Planungs- als auch auf der Deduktionsebene auf eine Logik hoherer
Stufe stiitzen.

1.2 Einordnung des Dissertationsthemas

Diese Dissertation hat zum Ziel, die Logik-Maschine LEO um adiquate Verfahren zur Gleich-
heitsbehandlung zu ergénzen. Sie ist damit im Bereich des vollautomatischen Beweisen angesie-
delt, steht aber dennoch nicht im Widerspruch zum erlduterten Paradigmenwechsel der Gruppe:
Die Logik-Maschine LEO ist natiirlich ein wichtiger Bestandteil des Gesamtsystems ().

Das Thema kniipft an die Dissertation von Michael Kohlhase [Koh94] an. In dieser Ar-
beit wird die sortierte Logik hoherer Stufe XHOL aufbauend auf dem getypten A-Kalkiil von
Church [Chu40] eingefiihrt. Zu dieser Sprache wird eine mengentheoretische Semantik ange-
geben. Es werden Transformationsregeln zur Unifikation und Pri-Unifikation vorgestellt und
die Pri-Unifikation wird dann als zentraler Inferenzmechanismus zum widerlegungsvollstéinigen
Resolutionskalkiil YHOR erweitert.

Die beabsichtigte Dissertation wird auf diesen Konzepten aufbauend verschiedene Moglich-
keiten zur Gleichheitsbehandlung untersuchen. Neben theoretischen Betrachtungen zur Korrekt-
heit und Vollstindigkeit von Verfahren wird die Dissertation solche Verfahren, die als potentiell
praxistauglich eingestuft werden kénnen, implementieren, in die Logik-Maschine LEO integrieren
und an einem Korpus von Beispielen testen.

Die Arbeit wird betreut werden von Prof. Dr.-Ing. Jérg Sieckmann und Dr. Michael Kohlhase.

1.3 Rahmenbedingungen in der AG Siekmann

Die AG Siekmann bietet ein auflergew6hnlich gutes Umfeld fiir die beabsichtigte Dissertation.
Sie kann auf eine langjihrige Tradition im Beweisen erster Stufe zuriickblicken und hat mit
MKRP einen der leistungsfihigsten Beweiser fiir die Pridikatenlogik erster Stufe der damaligen
Zeit entwickelt. Aufgrund zahlreicher Verdffentlichungen hat sie sich international unter den
ersten Adressen im automatischen Beweisen etabliert.

Seit etwa 1990 beschiftigt sich die Gruppe auch eingehend mit Logiken hoherer Stufe und
der Projektleiter Michael Kohlhase ist dazu ein kompetenter Diskussionspartner.

Als technische Voraussetzung fiir die Dissertation steht mit KErm [HKK ' 94a] eine Software-
Plattform zur Entwicklung von Deduktionssystemen erster und hoéherer Stufe bereit, die eine
ziigige Implementierung der zu untersuchenden Verfahren ermoglichen wird. Auf der Grundlage
von KEIM wird zur Zeit der vollautomatische Beweiser LEO implementiert, der dann als Aus-
gangspunkt fiir die Entwicklung spezieller Verfahren zur Gleichheitsbehandlung hoherer Stufe
zur Verfiigung stehen wird.

Zahlreiche Erfahrungen zum automatischen Beweisen existieren auch in der VSE*-Gruppe
am DFKI®, die ebenfalls von Prof. Dr.-Ing. Jérg Siekmann geleitet wird und zu der eine en-
ge Verbindung besteht. Diese Gruppe entwickelt ein System zur formalen Spezifikation und
Verifikation von Software und kann verstirkt auf praktische Erfahrungen bei der Entwicklung

4Verification Support Environment.
5Deutsches Forschungsinstitut fiir Kiinstliche Intelligenz, Saarbriicken
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von Deduktionssystemen verweisen. Eine Sidule des VSE-Systems bildet der Induktionsbeweiser
INKA[BHHWS6], der unter der Leitung von Dieter Hutter weiter verbessert wird.

Insgesamt sind in Saarbriicken zahlreiche grundlegende Beweisverfahren entwickelt oder ver-
bessert worden. Fiir die AG Siekmann sind zu erwidhnen: Die Arbeiten von Norbert Eisinger
und Hans Jiirgen Ohlbach [Eis88, EOP89] zum Klauselgraphverfahren, die Arbeiten von Karl
Hans-Hans Bisius und Jorg Siekmann [Bl486, BS88] zur Gleichheitsbehandlung im Kontext
des Klauselgraphverfahrens (siehe auch Seite 9) und der Resolutionskalkiil “HOR von Michael
Kohlhase (siehe auch Seite 15). Die VSE-Gruppe kann auf die Arbeiten von Dieter Hutter zur
Rippling/Colouringtechnik [Hut90] verweisen (siehe auch Seite 9). Am MPI® fiir Informatik in
Saarbriicken entstanden die Arbeiten von L. Bachmair und Harald Ganzinger zur Superposition
[BG90, BGLS92] (siehe auch Seite 7).

1.4 Aufbau dieses Exposé und Anmerkung

Kapitel 2 stellt bisher untersuchte Verfahren zur Gleicheitsbehandlung auf erster Stufe vor. Diese
sollen als Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen der Dissertation dienen.

In Kapitel 3 wird eine Logik hoherer Stufe aufbauend auf dem getypten A-Kalkiil von Church
eingefithrt und der Resolutionskalkiil > HOR. von Michael Kohlhase skizziert.

Kapitel 4 diskutiert dann erste Ideen zur Gleichheitsbehandlung auf héherer Stufe.

Kapitel 5 fait das Ziel der Dissertation zusammen und macht Angaben zur Zeitplanung.

Ich moéchte mich bei Michael Kohlhase und Dieter Hutter dafiir bedanken, dafl sie mich bei
der Einarbeitung in dieses Thema unterstiitzten und mir hoffentlich auch weiterhin mit ihrem
Rat zur Seite stehen werden. Die ersten Ideen dieser Dissertation zur Gleichheitsbehandlung auf
hoherer Stufe, die in Kapitel 4 vorgestellt werden, resultieren aus zahlreichen Diskussionen mit
den erwiahnten Personen.

2 Gleichheitsbehandlung erster Stufe

Bei einem Blick in ein mathematisches Lehrbuch, wie zum Beispiel [Deu71], wird man sofort se-
hen, daf} die Gleichheitsrelation ein fundamentales Objekt in der Mathematik ist. Also muf} jedes
System zur Formalisierung mathematischer Aussagen die Gleichheitsrelation geeignet beriick-
sichtigen und dieser Schritt wurde auch in der formalen Logik vollzogen. Das gleiche gilt nun fiir
die Mechanisierung der Logik auf dem Rechner: Die Gleichungsrelation muf} in geeigneter und
effizienter Weise behandelt werden. Dieses Kapitel stellt einige gut untersuchte Verfahren zur
Gleichheitsbehandlung auf erster Stufe vor, die als Ausgangspunkt der Untersuchungen dieser
Dissertation dienen sollen.

Im Allgemeinen ist die Gleichheitsrelation in Pradikatenlogik erster Stufe nicht endlich axio-
matisierbar. Lediglich bei endlicher Signatur ist dies durch die Kongruenzaxiome mdglich, die
die Gleichheit als eine reflexive, symmetrische und transitive Relation ausweisen und zudem fiir
jedes Pridikats-, Funktions- und Skolemsymbol” eine Substitutionsbedingung formulieren.

In der Praxis des automatischen Beweisens erweist sich diese Definition der Gleichheit aber
meist als wenig brauchbar. Der Suchraum eines um die Kongruenzaxiome erweiterten Kalkiils
ist zu stark verzweigend; dies liegt unter anderem am Symmetrieaxiom, das zur Folge hat, daf}
jede Gleichung stets in beiden Richtungen angewendet darf.

Eine geeignetere Moglichkeit besteht darin, die Gleichheit als primitives Symbol mit in die
Logik aufzunehmen und diesem eine entsprechende Semantik zu verleihen (Pradikatenlogik erster
Stufe mit Gleichheit). Es werden dann nur solche Interpretationen betrachtet, die das Gleich-
heitssymbol auf eine Relation mit den gewiinschten Eigenschaften abbilden. Zahlreiche korrekte

8Max Planck Institut fiir Informatik, Saarbriicken.
"Skolemsymbole entstehen bei der Skolemisierung [Sko28], also bei der Eliminierung von Existenzquantoren.
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und vollstindige Kalkiile wurden nach dieser Idee fiir die Gleichheitsbehandlung erster Stufe
entwickelt. Man kann diese grob einteilen in termersetzende, und differenzreduzierende
Verfahren. Die wichtigsten Verfahren bzw. Kalkiile beider Gruppen werden kurz erliutert,
wobei die ‘Semantik’ eines jeden Kalkiils durch die den Kalkiil implementierenden Prozeduren
gegeben ist.

2.1 Termersetzende Verfahren

Einer der ersten und grundlegenden Ansitze zur Mechanisierung der Gleichheit bildet die Pa-
ramodulationsregel, die gegen Ende der 60er Jahre von G. Robinson und L. Wos [RW69]
vorgeschlagen wurde. Gemeinsam mit Resolutions- und Faktorisierungsregel, sowie einem Refle-
xivititsaxiom (z = z) bildet sie auf Klauselnormalformebene® einen widerlegungsvollstindigen
Kalkiil fiir die Pridikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit®.

P[t]VNiV...VN, l=rVM V...V M, ot)=oc()
o(Plt < r]VNL V...V N, VM V...V M)

Paramodulation

Die Anwendung einer Gleichung ist immer dann erlaubt, falls eine der beiden Seiten einer
Gleichung mit einem Unterterm t von P unifizierbar ist'?. Der Unifikator o wird auf die Resol-
vente angewendet, die neben den Literalen der ersten Elternklausel auch die Bedingungen der
angewendeten Gleichung!! aus der zweiten Elternklausel enthilt. Die Paramodulation spannt
fiir praktische Anwendungen aber immer noch einen zu groflen Suchraum auf. Selbst wenn man
die Ersetzung von Variablen verbietet, kann die Regel nahezu immer auf eine Klauselmenge
angewendet werden.

Eine Idee diesen Suchraum einzuschrinken ist es, die Anwendung von Gleichungen nur in
einer Richtung zu erlauben, wobei sich natiirlich die Frage stellt, ob eine solche Einschrinkung
auch zu einem vollstindigen Kalkiil fithren kann. In [KB70] stellen D. Knuth und P. Bendix
ein Verfahren vor, daf versucht, eine gegebene Menge von Gleichungen mithilfe einer Redukti-
onsordnung, kritischer Paarbildung und Uberlagerung von Regeln in ein kanonisches (noether-
sches und konfluentes) Termersetzungssystem (TES) zu iiberfithren. Terminiert das Verfahren,
so liefert es ein System von gerichteten Gleichungen zuriick, daf} ein Entscheidungsverfahren fiir
Gleichheitsprobleme unter der gegebenen Gleichungstheorie definiert und das anstelle der gege-
benen ungerichteten Gleichungen in der Demodulationsregel (gerichtete Paramodulationsregel)
eingesetzt werden kann:

G={s1=t1,...,8, =t} ~»Kouth=Bendix o' — 1. "0 "l = T}

P[t]VNiV...VN, Il —=>rVMV...VM, ot)=0c(l)
o(Plt < r]VNL V...V N, VM V...V M)

Demodulation

8Jede Formelmenge der Pridikatenlogik erster Stufe kann in Klauselnormalform (eine Konjunktion von Dis-
junktionen) transformiert werden. Eine Klauselmenge ist im allgemeinen nicht logisch dquivalent zur urspriing-
lichen Formelmenge, aber es gilt: Hat die urspriingliche Formelmenge ein Modell, so auch die zugeordnete
Klauselmenge.

9Die Symmetrie von = wird implizit vorausgesetzt.

1%Die Notation P[t] beschreibt ein Literal P, daf8 einen wohlgeformten Subterm ¢ hat, wihrend P[t < r] das
verinderte Literal P’ beschreibt, dal man erhiilt, wenn man den den Subterm t in P durch den Term r ersetzt.

Ml =rV M V...V M, ist logisch dquivalent zu ~M; A ... A ~M,, = | = r. "M, ...,~M,, sind also die
Bedingungen unter denen die Gleichung gilt.
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Natiirlich gibt es Gleichungsmengen zu denen kein dquivalentes kanonisches Termersetzungs-
system existieren kann, weil dies sonst im Widerspruch zur Unentscheidbarkeit der Pridikaten-
logik erster Stufe mit Gleichheit stehen wiirde. In vielen Féllen terminiert das Knuth-Bendix-
Verfahren also nicht. Als weiterer Unterschied zur Paramodulation taucht die aufwendige all-
gemeine Unifikation nur noch innerhalb des Knuth-Bendix-Verfahren bei der Bildung kritischer
Paare auf und wird im eigentlichen Kalkiil durch die einseitige Unifikation (Semiunifikation)
ersetzt.

Es hat sich gezeigt, dafl viele praktische Probleme sehr erfolgreich mit dem Knuth-Bendix-
Verfahren bearbeitet werden kénnen. Selbst wenn zu einer gegebenen Gleichungsmenge kein
dquivalentes kanonisches Termersetzungssystem existiert, kénnen durch ein modifiziertes Vor-
gehen [Hue81] — bekannt als Unfailing Completion — dennoch Gleichheitsbeweise gefithren
werden. Dabei wird nicht gewartet, bis das Knuth-Bendix-Verfahren terminiert und ein Ergebnis
liefert, sondern die Zwischenergebnisse des Knuth-Bendix-Verfahrens (Mengen von gerichteten
Gleichungen) werden zum Gleichheitsbeweisen im Kalkiil verwendet.

Eine Kombination aus herkéommlicher Resolution und der vorgestellten Idee des Knuth-
Bendix-Verfahrens bildet die Superposition [Zha88, BG90, BGLS92|. Grundlegende Idee die-
ses Verfahrens ist es, auch Literale, zum Beispiel P(f(a,b)) und —P(f(z,b)), als (gerichtete)
Gleichungen aufzufassen: P(f(a,b)) — true und P(f(z,b)) — false. Ein herkémmlicher Re-
solutionsschritt kann nun als Spezialfall der Paramodulation (bzw. Demodulation) angesehen
werden: Ein Paramodulationsschritt zwischen P(f(a,b)) — true und P(f(z,b)) — false mit
Unifikator o = [a/z] liefert die Gleichung true = false als elementaren Widerspruch und simu-
liert damit die herkémmliche Resolution auf den urspriinglichen Literalen.

Termersetzende Verfahren, die mit gerichteten Gleichungen arbeiten — wir werden diese im
folgenden als ordnungsreduzierende Verfahren bezeichnen —, haben sich zur Mechanisierung
der Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit in der Praxis sehr bewdhrt. Ihre Stirke liegt
in der gewaltigen Suchraumeinschrinkung als Folge der Anwendung ausschlielich gerichteter
und reduzierender!? Gleichungen. Sie sind aber essentiell davon abhingig, ob es gelingt starke
Reduktionsordnungen zu finden, mithilfe derer gegebene Gleichungsmengen gerichtet werden
kénnen. Genau hier vermute ich ein Problem fiir Logiken hoherer Stufe: In Abschnitt 4.2.2 wird
angedeutet, warum es moglicherweise sehr schwer sein wird, auf héherer Stufe solche Redukti-
onsordnungen zu finden.

2.2 Differenzreduzierende Verfahren

Im Gegensatz zu den termersetzenden Verfahren verfolgen die differenzreduzierenden Verfah-
ren einen anderen Ansatz, um den grofien Suchraum beim Gleichheitsbeweisen einzuschrinken.
Sie erlauben griéflere Schritte im Suchraum, die sich aber am Beweisziel orientieren, das heifit,
sie versuchen zunéchst wichtige, grobe Schritte zu ermitteln, um sich rasch auf das Beweis-
ziel hinzubewegen und betrachten das Auffiillen der entstehenden Beweisliicken dann als ein
Unterproblem. Die Klassifizierung von ‘wichtigen Schritten’ und die Durchfithrung der groben
Schritte selbst wird durch Heuristiken gesteuert — deren Qualitdt in hohem Mafle die Qua-
litdt des Gesamtverfahrens beeinflufit. Deshalb sind differenzreduzierende Verfahren in dhnlich
starker Weise von guten Heuristiken abhiingig, wie die termersetzenden Verfahren von starken
Reduktionsordnungen.

Das den differenzreduzierenden Verfahren zugrundeliegende Inferenzprinzip ist die Reso-
lution. Die Resolutionsregel wird dabei insofern verallgemeinert, als das sie nun anstelle der
syntaktischen Komplementaritit zwischen den Resolutionsliteralen (die bei herkémmlicher Re-

?Die Anwendung reduzierender Gleichungen auf einen Term hat zur Folge, daB das Resultat der Ersetzung
beziiglich der Reduktionsordnung kleiner als der urspriingliche Term.
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solution durch syntaktische Unifikation ermittelt wird) die E-Komplementaritéit beider Literale
iiberpriift. Unter F-Komplementaritit versteht man die Komplementaritéit zweier Literale in der
Theorie zu einer Gleichungsmenge FE. Die differenzreduzierenden Verfahren, die nun kurz skiz-
ziert werden, unterscheiden sich hauptséchlich in diesem Punkt: Sie verfolgen unterschiedliche
Wege, um den Nachweis der E-Komplementaritit zweier Resolutionsliterale zu erbringen.

Der erste Ansatz basiert auf dem unversinderten Resolutionskalkiil und verlagert die Uber-
priifung der E-Komplementaritét in die E-Unifikation [GS89]. Als Erweiterung zur naiven syn-
taktischen Unifikation'?, versucht die E-Unifikation zwei Terme oder Literale s und t beziiglich
einer vorgebenen (Gleichungs-)Theorie E anzugleichen. Ziel ist es also, einen allgemeinsten Unifi-
kator o zu ermitteln, so daf§ E |= o(s) = o(t). Wiahrend die syntaktische Unifikation den Vorteil
hat, daf sie entscheidbar ist und immer einen eindeutigen allgemeinsten Unifikator liefert, falls
zwei Terme (oder Literale) unifizierbar sind, gilt dies fiir die E-Unifikation im allgemeinen nicht.
Aus diesem Grund eignet sich die E-Unifikation zunéchst nicht als ein allgemeines Verfahren
zum Gleichheitsbeweisen, sondern kommt nur fiir einige (aber oft benétigte) Gleichheitstheo-
rien (z.B. Kommutativitit, Idempotenz oder Assoziativitit eines Funktionssymbols) in Frage.
Ausfiihrliche Betrachtungen zur Unifikationstheorie findet man in [BS94, Kir90).

Sehr dhnlich zur E-Unifikation ist die F-Resolution [Mor69]. Allerdings verlagert diese die
Uberpriifung der E-Komplementaritit nicht in die Unifikation, sondern geht dieses Problem in
einer verdnderten Resolutionsregel an. Die Gleichungen aus E werden nun innerhalb der Re-
solutionsregel dazu verwendet, die Voraussetzungen zur Durchfithrung des Resolutionsschritts
sicherzustellen'®.

P(Sl,...78m)\/N
=P(t1,...,tm) VM
Cz' ::lizr,-VRi (’L =1k,‘) {liZT‘i|1SiSk‘}IZO'(Sj):O'(t]‘) (] :=1...m)

E-Resolution
o(NVMV R V...V Ry)

Man kann die erweiterte Resolutionsregel als Verkniipfung eines herkémmlichen Resolutions-
schritts mit mehreren Paramodulationsschritten ansehen. Allerdings wird bei dieser Sichtweise
die Paramodulation als Unterprozess der Resolution zielgerichtet dazu eingesetzt, um die beiden
Resolutionsliterale unter Verwendung der gegebenen Gleichungsmenge einander anzugleichen.
In der Praxis hat sich gezeigt, dal E-Resolutionsschritte meist zu grof8 sind und einen zu grofien
Suchraum aufspannen. Wie schon bei der E-Unifikation ist die Unentscheidbarkeit der Gleichheit
das grofite Problem: Es ist im allgemeinen unméglich zu entscheiden, ob ein E-Resolutionsschritt
ausgefithrt werden darf oder nicht. Auf jeden Fall sind spezielle Steuerungsmechanismen zum
Nachweis der E-Komplementaritit notwendig, wenn man die Idee der E-Resolution sinnvoll in
ein Beweissystem umsetzten mochte.

Den Nachteil der E-Resolution versucht die RUE-Resolution [Dig79] zu vermeiden, in-
dem sie Resolutionsschritte immer erlaubt und die nachzuweisende E-Komplementaritit der
Resolutionsliterale als Nebenbedingungen in der Resolvente vermerkt. Es mufl nun also nicht
gleichzeitig mit der Regelanwendung, wie bei der E-Resolution, auf einen eventuell erfolglosen
Gleichheitsbeweis gewartet werden, sondern die Resolvente wird sofort gebildet und zusétzlich
wird das noch zu lésende Gleichheitsproblem negiert in der Resolvente vermerkt. Formal 148t
sich die RUE-Resolution durch die RUE-Regel und die N RF-Regel notieren. Gemeinsam bilden
die beiden Regeln einen korrekten und widerlegungsvollsténdigen Kalkiil auf Klauselnormalfor-
mebene. Die NRF-Regel ist speziell auf die Behandlung der (negierten) Gleichheitsprobleme

!3Man kann auch die syntaktische Unifikation, als eine E-Unifikation ansehen, nimlich als E-Unifikation zur
leeren Menge von Gleichungen.

1N, M und R; stehen fiir Disjunktionen von Literalen. Zur E-Resolution gehort eine zweite Regel, die speziell
auf Klauseln mit negativen Gleichungen ausgerichtet ist und die hier nicht vorgestellt wird.
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ausgerichtet.

RUE — Regel NRF — Regel

(Resolution by Unification and Equality) (Negative Reflexive Function)
P(si,...,sn) VN C:= {-s = t,N}

BP:(ti ,[1.1.’ ; ,1 ??)V’IHL ]} Differenzmenge D = {[ly,r1],- -, [l, 1]} Differenzmenge

von g(P(s1,...,8n)) und a(=P(t1,...,tn)) von o (s) und o(t)

c(N)Vo(M)VIl #r1V...Vig # 1% O'(N)\/h;é‘rlv...\/lk;é’rk

Anmerkungen: In beiden Regeln kann eine beliebige Substitution o gewéhlt werden. In praktischen Anwendun-
gen beschrinkt man sich aber auf bestimmte Substitution, zum Beispiel auf die leere Unifikation oder auf einen
allgemeinsten partiellen Unifikator (mgpu). Dieser wird dhnlich wie ein allgemeinster Unifikator durch Unifizie-
ren der Unterterme von links nach rechts berechnet wird, allerdings ohne mit einem Fehlschlag zu stoppen, falls
zwei Unterterme nicht unifizierbar sind. Die ermittelte Substitution ¢ wird dann auf die beiden Resolutionsliterale
(beziehungsweise Terme im Fall der NRF-Regel) angewendet und eine Differenzmenge wird berechnet. Diese Diffe-
renzmenge enthélt genau die Informationen iiber noch bestehende Differenzen zwischen den beiden substituierten
Resolutionsliteralen (beziehungsweise Termen). Es konnen natiirlich im allgemeinen unterschiedliche Differenz-
mengen gebildet werden: Sei o(L1) = f(g(a,x),g(a,b)) und sei a(L2) = f(g(a,c),c); mogliche Differenzmengen
Sets sind: Dy = {[f(g(a, z), g(a,)), £(g(a, ), )]}, Dz = {lg(a, ), g(a, )}, [g(a,b), ]} und Ds = {[a, ], [g(a, b),c]}-

Eine Weiterentwicklung der RUE-Resolution in spezieller Anlehnung an ein von Jorg Siek-
mann und G. Wrightson [SW80] um die Paramodulation erweitertes Klauselgraphverfahren
[Kow75] wurde in der AG Siekmann von Karl-Hans Blisius [Bl486] vorgestellt. Grundsétzli-
che Idee der Gleichheitsgraphen ist, systematisch nach Substitutionen und Gleichungsketten
zu suchen, um die Differenz zweier anzugleichender Literale oder Formeln sukzessive zu ver-
ringern. Das Verfahren tastet sich dabei ausgehend von einem sehr hohen Abstraktionsniveau
(zum Beispiel nur die Top-Symbole werden betrachtet) iiber verfeinerte Ebenen (auch Unterter-
me miissen angeglichen werden) an die endgiiltige Losung heran. Ein wesentlicher Unterschied
zur RUE-Resolution besteht in der Auswahl eines partiellen Unifikators.

Zuletzt soll noch eine sehr junge Idee skizziert werden, die es erméglicht die Rippling/Cou-
louring-Technik von Alan Bundy [Bun88] [BvHSI90] beziehungsweise Dieter Hutter [Hut90]
fiir das allgemeine Gleichheitsbeweisen nutzbar zu machen. Die Rippling-Technik (bei Dieter
Hutter wird sie Coulouring-Technik genannt) wurde zunéchst speziell fiir das Induktionsbewei-
sen entwickelt. In einem Induktionsbeweis mufl im Induktionsschritt die Induktionshypothese
auf den Induktionsschlul angewendet werden. Weil diese Problemsituation in jedem Indukti-
onsbeweis auftritt und im allgemeinen zunéchst erhebliche Umformungen des Induktionsschlufl
erforderlich sind, um die Induktionshypothese auf diesen anwenden zu koénnen, ist es sinnvoll,
eine Zielvorstellung fiir diese Unformumgen zu entwickeln und sich dann bei der Suche an dieser
zu orientieren. . Die Rippling-Technik betrachtet dazu dir syntaktischen Differenzen zwischen
Induktionsschlufl und Induktionshypothese — diese werden durch zuséitzliche Farbinformationen
an den einzelnen Untertermen reprisentiert — und versucht die Differenzen durch sukzessive
Anwendung gefirbter Gleichungen'® aus der Datenbasis zu beseitigen. In der eingeschrinkten
Anwendungsdoméine des Induktionsbeweisens ist die Rippling-Technik so stark, daf} eine auf-
wendige Suche weitgehend vermieden werden kann. Zur Zeit wird diese Technik sehr erfolgreich
in den Induktionsbeweisern CLAM [BvHHS90] und INKA [BHHWS86]| eingesetzt, findet aber
auch in weiteren Bereichen, wie zum Beispiel der Programmsynthese [KBB93], Anwendung.

5Die syntaktischen Differenzen zweier Terme werden durch Farbinformationen an den Symbolvorkommen re-
prasentiert.
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Die Ansatz von Jiirgen Cleve und Dieter Hutter [CH94] beschreibt eine Moglichkeit wie die
Rippling-Technik speziell in differenzreduzierenden Verfahren sinnvoll verwendet werden kann.
Differenzreduzierende Verfahren erlauben es, grofiere, zielgerichtete Schritte im Suchraum zu
tatigen, indem sie die syntaktische Komplementaritit der herkémmlichen Resolution durch E-
Komplementaritit ersetzen. Als Rechtfertigung eines solchen Ableitungsschritts mufl also die
E-Komplementaritit der Resolutionsliterale nachgewiesen, das heifit, ein Gleichheitsbeweis muf
gefithrt werden. Im allgemeinen kénnen diese Gleichheitsbeweise aber selbst sehr kompliziert
sein und deshalb bendttigt man spezielle Techniken und Heuristiken zur Steuerung.

Zur informellen Erliuterung des Ansatzes von Jiirgen Cleve und Dieter Hutter betrachte
man folgendes Beispiel:

e Als Rechtfertigung eines Beweisschritts mufl die F-Komplementaritit der beiden Litera-
le Ly und Lo gezeigt werden. Die beiden Literale sind durch reine syntaktische Unifi-
kation nicht angleichbar, sondern nur anhand einiger Gleichungen aus der Menge F =
{E1,...,E,}. Moglicherweise deuten aber syntaktische Kriterien daraufhin, da§ eine Glei-
chung F; (1 < i < n) besonders wichtig fiir den Nachweis der E-Komplementaritit von
Ly und L, ist, also auf jedenfall angewendet werden sollte'S.

Mit viel Gliick 148t sich die die Gleichung F; direkt auf L; oder Lo anwenden und die Differenz
zwischen beiden Literalen kann vermindert werden. Genau wie die Induktionshypothese meist
nicht unmittelbar auf den Induktionsschlufl angewendet werden kann, wird die ermittelte, wich-
tige Gleichung E; nicht unmittelbar auf eines der Literale L; oder Ly anwendbar sein. Vielmehr
werden zunéchst Umformungen von L; oder Lo anhand weiterer Gleichungen aus E erfolgen
miissen, bevor E; anwendbar wird. Jiirgen Cleve und Dieter Hutter schlagen vor, zur Steuerung
dieser Umformungen die Rippling-Technik einzusetzen. Weil die Problemsituation sehr d&hnlich
zum urspriinglichen Anwendungsgebiet der Rippling-Technik im Induktionsbeweisen ist, sollte
sich auf diese Weise der Suchraum fiir die notwendigen Umformungen erheblich einschrinken
lassen. Das erlduterte Vorgehen 148t sich kurz zusammenfassen:

1. Auswahl einer Gleichung E; aus F = {E,..., E,}, die fir den Nachweis der E-Komple-
mentaritdt von L1 und Ly besonders wichtig erscheint. Ermittelt wird eine solche Gleichung
anhand heuristischer Funktionen, die die syntaktische Differenz zwischen L; und Ls un-
tersuchen und dann mit den jeweiligen syntaktischen Eigenschaften der Gleichungen aus
FE vergleichen.

2. Die Gleichung F; soll auf L; oder Ly angewendet werden. Ist dies ohne weitere Umformun-
gen eines der beiden Literale nicht moglich, so wird die Rippling-Technik verwendet, um
die notwendigen Umformungen des Literals zu steuern, bis F; angewendet werden kann.

Es darf nicht unerwédhnt bleiben, daf§ der Erfolg dieses Verfahrens sehr stark von der Qualitét
der Heuristiken unter Punkt 1 abhingen wird und dieser Ansatz bisher kaum in der Praxis
untersucht wurde.

3 Logik hoherer Stufe

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen, auf denen diese Dissertation aufbauen wird, for-
mal eingefiihrt. Vorgestellt wird die Syntax und Semantik einer Logik hoherer Stufe, sowie ein
widerlegungsvollstandiger Resolutionskalkiil.

8Um die Literale P(f(a)) und —~P(a) anzugleichen, mufl auf jedenfall eine Gleichung angewendet werden, die
das Funktionssymbol f eliminiert beziehungsweise einfiihrt
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Vorgeschlagen wurde das Resolutionsprinzip als Inferenzmechanismus fiir die Logik hoherer
Stufe 1971 von P. Andrews [And71]. Kurze Zeit spiter erschienen die ersten erfolgreichen Ar-
beiten zur Mechanisierung und Implementierung der Logik hoherer Stufe: [Hue72, JP73, JP76).
Eine Korrektur der auf hoherer Stufe nicht korrekten naiven Skolemisierung wird in [Mil83] vor-
gestellt. In [And89] werden von zur Primitiven Substitution, das heiit, zur Instanziierung von
flexiblen Literalen, vorgestellt.

3.1 Syntax

Der einfach getypte A-Kalkiil von Church [Chu40] bildet eine geeignete Grundlage zur Definition
von Logiken hoherer Stufe. Eine umfassende Einfiihrung in den ungetypten und getypten A-
Kalkiil bietet [HS86].

Definition 3.1 (Typen) Die Menge der Basistypen sei gegeben durch BT := {0, :}. Dabei sym-
bolisiert o die Menge der Wahrheitswerte und ¢ die Menge der Individuen.
Typen werden induktiv definiert:

a) Jeder Basistyp ist ein Typ.

b) Sind @ und 8 Typen, so ist auch a — 3 ein Typ.
Die Menge der Typen T ist die kleinste aller Mengen, die abgeschlossen sind unter den Kon-
struktionssvorschriften a) und b).
Ein funktionaler Typ a — [ symbolisiert die Menge der Funktionen mit Urbildtyp « und
Bildtyp S.
(Um eine unnoétig aufgeblihte Notation zu vermeiden wird festgelegt, da — rechtsassoziativ
ist. @ — B — «y steht demnach als Abkiirzung fiir (¢« — (8 — 7)).)

Definition 3.2 (Getypte Familie) Eine getypte Familie von Mengen D ist eine Familie
von Mengen D, die indexiert ist iiber einer Menge 7 von Typen: D := Dy :={D, | a € T}.
Eine getypte Funktion Z: Dy — &7 ist eine Familie 7 von Funktionen, die indexiert ist iiber
einer Menge 7 von Typen: Z := {Z% € %(Dy;&q) | € T}

Wihrend der einfach getypte A-Kalkiil lediglich auf einer abzahlbar unendlichen Menge V von
Variablensymbolen aufbaut, méchten wir zur Definition einer Logik héherer Stufe eine weitere
Basismenge voraussetzen: Eine getypte Mengenfamilie X7, im folgenden Signatur genannt, die
fest vorgebenene Funktionskonstanten unterschiedlichen Typs enthilt. Jedem Konstantensymbol
wird also ein fester Typ zugeordnet und dieser wird berechnet durch die Funktion 7 mit 7(c) = «
gdw. ¢ € ¥,. Die Variablensymbole sind dagegen zunéchst ungetypt. IThnen werden wir einen
Typ erst bei konkreter Verwendung in einem bestimmten Kontext zuordnen. Verwaltet wird die
Typinformation zu den bereits verwendeten Variablensymbolen durch einen Variablenkontext.
Formal ist ein Variablenkontext eine partielle Funktion I' : V ~» T von der Menge der Variablen

in die Menge der Typen. Notiert wird I' durch [X!:a!],...,[X™: "], wobei
Y) ;Y #X
n. — ’
L xX™p)(Y) = F  sonst

Eine Signatur fiir eine Logik hoherer Stufe soll mindestens die Konstantensymbole —, A und
I1* (fiir jeden Typ «) mit den Typen 0 — 0, 0 = 0 — 0 und o — 0 — o enthalten.

Ausgehend von einer abzdhlbar unendlichen Menge V von Variablen und einer Signatur ¥ fiir
eine Logik hoherer Stufe kénnen wir nun die wohlgeformten Ausdriicke (Terme und Formeln!?)

1"Wihrend beim zweistufigen Aufbau der Pridikatenlogik erster Stufe explizit zwischen Termen und Formeln
unterschieden wird, verschwindet diese Trennung hier fast vollstandig. Terme und Formeln werden hier auf gleicher
Ebene eingefiirt und sind lediglich durch ihren Typ unterscheidbar.
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einer Logik!'® hoherer Stufe definieren. Jedem Ausdruck wird dabei ein eindeutiger Typ zuge-
ordnet.

Im folgenden gehen wir davon aus, daf eine Menge 7 von Typen, eine abzihlbar unendliche
Menge V von Variablen, sowie eine Signatur X fiir eine Logik héherer Stufe gegeben ist.

Definition 3.3 (Wohlgeformte Ausdriicke) Fiir jedes o € T definieren wir die Menge der
Ausdriicke wff, (2,T) zum Typ « induktiv:

1. o C wff,(S,T)

2. Ist X € Vund I'(X) = a, so ist X € wff,(,T)

3. Ist A € wffg_,(%,T) und B € wffg(%,T), so ist (AB) € wff,(%,T)
4. Ist A € wffy, (%, (T, [X:8])), so ist (AXp.A) € wffs_,o(5,T)

Ausdriicke der Form (AB) beziehungsweise (AXg.A) werden Applikation beziehungsweise Ab-
straktion genannt.

Folgende Vereinbarungen zur Schreibweise wollen wir voraussetzen: Variablen werden durch
GroBibuchstaben (X) reprisentiert, Konstanten durch Kleinbuchstaben (c). Fir A-Ausdriicke
sind Grofibuchstaben in Fettdruck vorgesehen (A). Falls explizit ein Hinweis auf den Typ ei-
nes Ausdrucks erfolgen soll, wird ein zusitzlicher Typindex verwendet (A,). Um ein unnotiges
Aufblihen von Ausdriicken zu vermeiden wird vereinbart, da ein Teilausdruck AX'... X"

AE!. . E™und AX'... . AX"AE! ... E™ stellvertretend fiir AX'(AX2(... AX"(... ((AE)E?)..

steht, das heifit, bei Applikationen wird eine implizite Linksassoziativitdt und bei Abstraktio-
nen eine implizite Rechtsassoziativitit angenommen. Weil es zu einem intuitiveren Verstdndnis
beitragt wird ferner II1*(AX,.A) durch VX,.A ersetzt und 3X,.A steht wiederum als Abkiirzung
fir -VX,.—A

Wir benoétigen folgende wichtige Begriffe:

Definition 3.4 (Freie und gebundene Variablen, geschlossene Formeln) Ein Vorkommen

der Variable X in einem Teilausdruck T = AX.E’ von E heifit gebunden in T beziehungsweise
E. Ein Vorkommen von X heifit frei in E, falls X nicht gebunden ist in E. Ein Ausdruck wird
als geschlossen bezeichnet, falls er keine freie Variablen enthélt.

Nun wird ein konfluentes und terminierendes Ersetzungssystem (—g,) fiir die eingefiihrte
Sprache der wohlgeformten Ausdriicke angegeben. Dieses kanonische Ersetzungssystem induziert
eine Aquivalenzrelation (¢>py) auf der definierten Sprache hoherer Stufe. Dieser Aqiuvalenzre-
lation kommt im Folgenden eine zentrale Bedeutung zu: Ausdriicke, die in der Relation < g,
zueinander stehen, werden miteinander identifiziert.

Bevor wir dieses Ersetzungssystem definieren kénnen, miissen wir ein Konzept einfiihren,
daf es uns erlaubt, von den Namen gebundener Variablen zu abstrahieren. Analog zu den durch
Quantoren gebundenen Variablen der Pridikatenlogik erster Stufe erlauben wir die Umbennung
von Variablen, die in Abstraktionen gebunden sind (zum Beispiel (AX,.X) wird zu (AY,.Y)).
Im folgenden gehen wir nun davon aus, dal wir in zwei Ausdriicken C und D durch Variab-
lenumbenennung stets dafiir sorgen kénnen, dafl gebundene Variablen nirgends sonst auftreten,
also Namenseindeutigkeit vorliegt. Insbesondere bei der folgenden Definition stezen wir die Na-
menseindeutigkeit der Ausdriicke C und D voraus.

18K orrekterweise miifite man stets von Logiken hoherer Stufe sprechen, weil jede konkrete Signatur und Varia-
blenmenge eine konkrete Logik hoherer Stufe definiert. Denn man kann die folgende Definition als parametrisiert
iiber der vorausgesetzten Signatur und Variablenmenge betrachten. Von dieser Betrachtung wird im folgenden
jedoch meist abstrahiert und es wird nur von Logik oder Sprache hoherer Stufe die Rede sein.

.E™))...
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Definition 3.5 (Reduktionen —g, =, —g,) Fiir Ausdriicke aus wff(3,T") werden folgende
Ersetzungsregeln definiert

° ()\X.C)D -8 [D/X]C
e Falls X nicht frei in C auftritt, dann (AX.CX) —, C.
e E =3, E' gdw. (E —»3 E' oder E -, E)

Die reflexiven, transitiven Hiillen der Relationen werden durch —%, —; und —%, bezeichnet.
Gegeben sie ein Ausdruck A. Ist eine der Regeln — fiir A € {3, 7, fn} auf einen wohlgeformten
Unterterm C von A anwendbar und liefert einen Term B, so spricht man von einer Ein-Schritt-
A-Reduktion und der ersetzte Unterterm C wird A-Redex genannt.

Theorem 3.6 (Terminierung und Konfluenz) —j%, —;, —%, sind terminierend und kon-
fluent.
(Beweis: [HS86])

Definition 3.7 (Normalformen) Weil die Reduktionen — fiir A € {f,n,6n} terminierend
und konfluent sind, kann jeder Ausdruck A in eine eindeutige A-Normalform iiberfiithrt werden,
das heif}t, in eine Form A’, die keinen A-Redex enthilt, also nicht mehr A-reduzierbar ist.

Eine weitere wichtige Normalform ist die Kopfnormalform. Man definiert, daf ein Ausdruck
A in Kopfnormalform ist, falls er die Form A = AX; ... X,.(hE;...E;,) hat (m,n > 0) und
h € V oder h € . Der Teil AX; ... X, heit Binder, (hE; ...E,) Matrix und h Kopf von A.
Gilt h € %, so wird A starr, sonst flexibel genannt. Falls h = X fiir 1 < ¢ < n, dann wird A
als i-te Projektion bezeichnet.

3.2 Semantik

Zur Konstruktion einer Semantik fiir die soeben eingefithrten Sprache wff(3,T') gehen wir stu-
fenweise vor. Zuerst fithren wir Pri-Y-Strukturen ein.

Definition 3.8 (Pri-X-Struktur) Eine Pri-%-Struktur ist ein Tripel (D, @, Z) bestehend aus
einer Familie D von Tragermengen D, zu den Typen a € T, einem Applikationsoperator
@, das heift, einer Familie @ := {@*/ :Da—sp X Do — Dg | a, B € T} von Abbildungen und
einer (Konstanten-)Interpretationsfunktion 7: ¥ — D.

Darauf aufbauend kénnen wir nun die Auswertung von Ausdriicken unserer Sprache héherer
Stufe definieren. Zusétzlich zu einer Pra-X-Struktur und einem Variablenkontexts I' bendtigen
wir fiir die Auswertung von Variablen eine I'-Variablenbelegung, also eine getypte Funktion
¢:Dom(I") — D.

Definition 3.9 (Auswertung von Ausdriicken) Gegeben sei eine Pri-3-Struktur
A = (D,Q,TI), ein Variablenkontext I' und eine I'-Variablenbelegung ¢: Dom(I') — D. Die
(homomorphe) Erweiterung von Z:V — D zu Z,: wff(X,I') — D wird induktiv definiert:

1. Z,(X) = ¢(X), fir jede Variable X € V
2. T,(c) = Z(c), fiir jede Konstante ¢ € 3
3. Z,(AB) = 7,(A)QZ,(B), fiir jede Applikation AB

f€Dasg mit fQz:=T,1, x)(B) falls [ existiert

4 I, XaByg) = { undefiniert sonst
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Damit die Auswertung unter 4. auch wirklich eine eindeutige Funktion f liefert, mufl von der
vorausgesetzten Pri-Y-Struktur A eine zusitzliche Eigenschaft gefordert werden: A mufl funk-
tional sein, das heifit, es muf fiir alle f,g € D,,5 gelten: f = g, falls fiir alle a € D, gilt
fQa = ¢gQa.

Wir bezeichnen d = Z,(A,) mit d € D, als Notat von A, in A.

Im néchsten Schritt der Semantikkonstruktion werden wir 3-Strukturen definieren. Dabei
werden wir nur solche Pri-Y-Strukturen als Y-Strukturen ausweisen, fiir die die Auswertung
von Ausdriicken niemals einen undefinierten Wert liefert. Damit ist sichergestellt, da die Funk-
tionsuniversen von 3-Strukturen geniigend Funktionen enthalten und dadurch eine undefinierte
Auswertung von Formeln verhindern.

Definition 3.10 (X-Struktur) Gegeben sei eine funktionale Pra-X-Struktur A = (D,@,7)
und ein Variablenkontext I'. A erfiille folgende Bedingung (Notatpflicht): Fiir jede I'-Variab-
lenbelegung ¢: Dom(I") — D liefert die homomorphe Erweiterung Z,,: wff(X,I') — D eine
totale Funktion. Dann ist A eine 3-Struktur.

Zunichst werden wir nun ein sehr allgemeines semantisches Konzept die Logik wff(32,T")
einfithren, ndmlich das der 3-Modell Strukturen. Dazu benétigen wir den Begriff der 32-Valuation.

Definition 3.11 (X-Valuation) Sie A = (D,Q,7) eine X-Struktur. Eine surjektive, totale
Funktion v: D, — {T,F} mit

1. v(Z(—~)@a) =T, iff v(a) =F,

2. v(Z(V)Qa@b) =T, iff v(a) =T or v(b) =T,

3. v(Z(II*)Qf) =T, iff v(f@a) =T for each a € D,
heift 3-Valuation.

In ¥-Modell-Strukturen wird die Tragermenge D, zum Typ o nicht auf die Menge {T', F'}
der Wahrheitswerte eingeschrinkt, sondern es wird lediglich gefordert, daf} eine »-Valuation v
von D, nach {T, F'} existiert.

Definition 3.12 (¥-Modell-Struktur) Sei A = (D,Q,7) eine X-Struktur und v:D, —
{T,F} eine X-Valuation. Dann heifit das Quadrupel M = (D, @,Z,v) £-Modell-Struktur.

Als Spezialfall der 2-Modell-Strukturen erhilt man die Generalisierten Y¥-Modelle. Diese
schreiben die Menge {T', F'} als Trigermenge fiir den Typ o fest vor und fixieren die Semantik
der (Konstanten-)Symbole —, A und II* geméfl unserer iiblichen Intuition.

Definition 3.13 (Verallgemeinerte X-Modelle) Gegeben sei eine 3-Modell-Struktur

M = (D,Q,Z,v) und sei (D, T) eine X-Algebra. Falls D, = {T, F'}, dann heifit M Verallgemei-
nertes Y-Modell'®. Verallgemeinerte ¥-Modelle werden nach Leon Henkin [Hen50] auch als
Henkin-Modelle bezeichnet Weil jede 3-Modell-Struktur auch eine 3-Struktur ist, ist die Not-
atpflicht erfiillt, das heifit, die Auswertung eines Ausdrucks ist niemals undefiniert. Enthélt ein
Verallgemeinertes 3-Modell zusétzlich nur volle Funktionsuniversen, so spricht man von einem

Standard-YX-Modell.

19Die »-Valuation v ist nun die identische Funktion und @ ist die Funktionensapplikation.
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Jede der drei eingefiihrten semantischen Konzepte 3-Modell-Struktur, Verallgemeinertes Y-
Modell und Standard-¥-Modell induziert einen Giiltigkeits- und Vollstéindigkeitsbegriff. Ein
wichtiges Ergebnis ist, das bei Betrachtung von Standard-3-Modellen keine vollstindigen Kalkiile
moglich sind. Betrachten wir aber Verallgemeinerte 3-Modelle und lassen damit auch nicht volle
Funktionsuniversen zu, so konnen wir nach Henkin [Hen50] vollstindige Kalkiile finden. Der Re-
solutionskalkiil XHOL aus [Koh94], der in Abschnitt 3.4 vorgestellt wird, ist aber selbst fiir
Verallgemeinerte 3-Modelle nicht vollstindig, sondern nur fiir ¥-Modell-Strukturen. Weil aber
die Klasse der Standard-3-Modelle eine Unterklasse der Verallgemeinerten 3-Modelle ist und
die Klasse der Verallgemeinerten Y:-Modelle wiederum eine Unterklasse der >-Modell-Strukturen
gilt, daB jede Aussage, die wir mit X HOR beweisen kénnen, auch in jedem Standard-3-Modell
giiltig sein mufl. Der Umkehrschlufl gilt natiirlich nicht, denn es gibt Aussagen die zwar in
Standard-¥-Modellen giiltig sind, nicht aber in Verallgemeinerten ¥-Modellen oder in 3-Modell-
Strukturen.

3.3 Sortierte Logiken hoherer Stufe

Im Beweisen auf erster Stufe haben sich sortierte Logiken und damit definierte Kalkiile sehr
bewdhrt. Wesentlicher Vorteil sortierter Logiken ist, das aufgrund der zusétzlichen Sorteninfor-
mation eine drastische Reduzierung des Suchraums fiir den Kalkiil erreicht werden kann. Die
Sorteninformation wirkt dabei als Filter beziiglich der Unifikation und Instanziierung und filtert
im Allgemeinen riesige Suchrdume aus [Wal83].

Diesen Vorteil méchten wir uns natiirlich auch beim Beweisen auf hoherer Ebene zunut-
ze machen und wir kénnen Uberlegungen anstellen, wie die soeben definierte Sprache hoherer
Stufe um ein Sortenkonzept erweitert werden kann. Betrachten wir dazu das Typkonzept des
einfach getypten A-Kalkiils, das offensichtlich Ahnlichkeiten zu einem einfachen Sortenkonzept
fiir Logiken erster Stufe aufweist. Zweck des Typkonzepts ist es, die Formulierbarkeit von An-
tinomien und Paradoxien?® zu verhindern. Wihrend solche Aussagen im ungetypten A-Kalkiil
ohne Probleme notiert werden kénnen?!, verhindert das Typkonzept dies im einfach getypten
M-Kalkiil?2,

Um ein flaches Sortenkonzept in den getypten A-Kalkiil zu integrieren, miissen wir offensicht-
lich nichts weiter tun, als die Basistypen entsprechend den gewiinschten Basissorten wihlen, da
in diesem einfachen Fall beide Konzepte dquivalent sind. Das Typkonzept reprisentiert dann die
gewiinschten Sorteninformationen und verhindert gleichzeitig die Formulierbarkeit von Antino-
mien.

Fiir den Fall, dafl wir méichtigere Sortenkonzepte bereitstellen wollen, also zum Beispiel
auch Subsortenbeziehungen beschreiben méchten, schligt M. Kohlhase [Koh94] vor, Typkonzept
und Sortenkonzept voneinander zu trennen. Auf eine formale Definition einer Anreicherung
von wff(X,T") um ein solch méichtiges Sortenkonzept wird hier aus Umfangsgriinden verzichtet.
Die beabsichtigte Dissertation soll ihre Betrachtungen aber auf eine solche sortierte Sprache
ausdehnen.

3.4 Resolution hoherer Stufe

In diesem Abschnitt wird ein Resolutionskalkiil X HOL fiir die vorgestellte Logik héherer Stufe
(beziehungsweise deren sortierte Erweiterung) skizziert. Dieser wurde innerhalb unserer Arbeits-
gruppe von M. Kohlhase entwickelt und in [Koh94] als widerlegungsvollstindig fiir £-Modell-
Strukturen nachgewiesen.

?0Zum Beispiel Russel Paradoxon: Die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten.

2 Definition Russel’s paradoxer Menge M: VQ.M(Q) < (Menge(Q) A ~Q(Q)).

21n der Definition von Russel’s paradoxer Menge M miifite Q sowohl den Typ a als auch den Typ a — o
haben.
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Zwei prinzipielle Probleme mufiten beseitigt werden, um solch einen Resolutionskalkiil hGhe-
rer Stufe zu definieren:

Das erste Problem betrifft das Herz der Resolution, die Unifikation. Von der allgemeinen
Unifikation héherer Stufe ist bekannt, daff sie unentscheidbar ist [Gol81] und daf} es 16sbare Uni-
fikationsprobleme gibt, fiir die kein allgemeinster Unifikator angegeben werden kann [Hue75]. Es
werden deshalb (mdoglicherweise unendliche) Mengen allgemeinster Unifikatoren als Losungen
fiir Unifikationsprobleme betrachtet und man muf} sich mit der — immerhin bleibenden — Se-
mientscheidbarkeit der Unifikation begniigen. Weil der allgemeine Unifikationsalgorithmus, bei
der Unifikation zweier flexibler Ausdriicke, einen unendlich verzweigenden Suchraum bearbeitet,
ist dieser als Herz eines Resolutionskalkiils nicht brauchbar. Deshalb stiitzen wir uns auf die
Pré-Unifikation. Diese ist zwar auch nur semientscheidbar, hat aber den Vorteil, daf sie Paare
von flexiblen Ausdriicken als bereits gelost ansieht und dadurch einen unendlich verzweigenden
Suchraum vermeidet (aber auch keine Menge allgemeinster Unifikatoren aufzihlt). Auflerdem
gilt, daB ein Paar von Ausdriicken unifizierbar ist, genau dann wenn es pra-unifizierbar ist. Damit
ist die die Pri-Unifikation prinzipiell fiir den praktischen Einsatz in einem Widerlegungskalkiil
geeignet. Vollstindige Mengen von Unifikatoren interessieren einen dabei weniger, weil es geniigt
eine geeignete Instanziierung der Formeln zu finden, die sdmtliche, fiir den Widerlegungsbeweis
wichtigen, Resolutionsschritte rechtfertigt. Auf Unifikation und Pré-Unifikation auf hoherer Stu-
fe wird hier nicht weiter eingegangen, sondern auf [SG89] verwiesen. Eine allgemeine Ubersicht
zur Unifikationstheorie vermitteln [BS94, Kir90].

Das zweite Problem betrifft die Resolutionsregel selbst. Weil nédmlich die Pri-Unifikation
nur semientscheidbar ist, kann sie nicht vor der Resolventenbildung dazu verwendet werden,
die Komplementaritdt der beiden Resolutionsliterale zu uberpriifen und einen Unifikator zu
ermitteln. Im Prinzip ziehen wir deshalb die Resolventenbildung der Uberpriifung der Kom-
plementaritit vor und vermerken den noch zu erbringenden Komplementarititsnachweis als
Nebenbedingung in der Resolvente. Dadurch werden wihrend des Beweisprozess in den erwei-
terten Klauseln?® Gleichheitsprobleme (Nebenbedingungen) angehiuft und gleichzeitig Literale
eliminiert, solange bis in einer Klausel nur noch Unifikationsprobleme iibrigbleiben, die dann
mit den Regeln zur Unifikation bearbeitet werden kénnen. Diese Darstellung ist nur prinzipiell
korrekt, denn es gibt eine Regel zur Riickpropagierung geloster Unifikationsprobleme auf die
erweiterte Klausel. Mit dieser Regel kénnen Sackgassen im Suchraum vorzeitig aufgedeckt und
vermieden werden.

Der Resolutionskalkiil X HOR setzt neben einem Pra-Unifikationsalgorithmus einen Algorith-
mus zur Transformation von Formeln (A-Ausdriicke vom Typ o) in Klauselnormalform (CNF)
voraus. In [Koh94] werden fiir den sortierten A-Kalkiil zwei entsprechende Regelsysteme ange-
ben. Ein zentrales Problem bei der Transformation von Formeln in Klauselnormalform betrifft
die Eliminierung von Existenzquantoren. Leider ist die naive Skolemisierung?*, wie man sie in
der Pridikatenlogik erster Stufe verwendet, in diesem Rahmen nicht korrekt. Sie wird deshalb
durch einen Mechanismus ersetzt, der die Abhingigkeiten zwischen existenz- und allquantifizier-
ten Formeln in einer nichtlogischen Form — in sogenannten Variablenbedingungen — verwaltet.
Die Variablenbedingung einer Klausel ist demnach als Zusatzinformation zur Formel zu verste-
hen, die die Informationen iiber existenz- und allquantifizierte Variablen und deren gegenseitige
Beziehungen speichert?®. Variablen, die aus einem Allquantor stammen, werden dazu mit einem

23Weil diese Klauseln sowohl normale Literale als auch Unifikationsprobleme enthalten, ist es sinnvoll von
erweiterten Klauseln zu sprechen.

24Die naive Skolemisierung auf erster Stufe ersetzt Variablen, die durch Existenzquantoren gebunden sind durch
Skolemkonstanten, falls keine Abhéngigheiten zu allquantifizierten Variablen bestehen, oder durch Skolemfunktio-
nen, denen die allquantifizierten Variablen zu denen eine Abh#ngigkeit besteht als Argumente iibergeben werden.

ZBeispiel: VX,-,,.3Y,.XY = Y wird transformiert in die Klausel XY = Y mit der Variablenbedingung
(X*,Y ). Diese besagt, da8 die Variable Y aus einem Existenzquantor stammt und abhsingig ist von der all-
quantifizierten Variablen X. Anhand dieses Relationseintrags wird im Beweisprozess verhindert, daff fiir X ein
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+ gekennzeichnet (X1) und diejenigen aus einem Existenzquantor mit einem — (Y )26,

Aus Ubersichtsgriinden werden Variablenbedingungen im Folgenden nicht explizit angege-
ben, sondern implizit vorausgesetzt.

Bevor nun die Regeln des Resolutionskalkiils XHOL vorgestellt werden, ist eine weitere
Definition erforderlich.

Definition 3.14 (Annotierte Formeln und annotierte Literale) Sei A ein Ausdruck aus
wff(E,T) mit Typ o. Dann heifit A®, fir a € T, F annotierte Formel. Falls A eine atomare
Formel (das heifit, keines der Konstantensymbole —, A und II* tritt in A auf) ist, dann heifit
A% annotiertes Literal. Die intuitive Bedeutung der annotierten Formel (A)” beziehungsweise
(A)F ist: A sei giiltig beziehungsweise A gelte nicht.

Die Resolutionsregeln aus [Koh94] kénnen nun folgendermaBen dargestellt werden?":

N*vC MPVD a#p
CVvDVM #'N

Resolution

M%VN°®vVC
M®VCVM £’ N

Faktorisierung

In beiden Regeln entstehen Unifikationsprobleme, die als Nebenbedingungen vermerkt werden.
Auf diese sind die Regeln des Pri-Unifikationsalgorithmus anwendbar.

CVE
cv¢

Pra — Unifikation

&' geht dabei aus £ durch Anwendung einer der Pri-Unifikationsregeln hervor. Durch die Uni-
fikationsregel wird also die notwendige Verbindung zur Pri-Unifikation hergestellt.

Damit aber geloste?® Unifikationspaare auch aus einer Klausel entfernt werden kénnen — wir
wollen ja letztlich eine leere erweiterte Klausel erzeugen — und damit ein friithzeitiges Aufdecken
von Sackgassen moglich ist, wird eine weitere Regel eingefiihrt, die das Riickpropagieren gelGster
Paare auf die erweiterte Klausel vorsieht.

CVEVX £ A
C

Rickpropagierung

C reprisentiert hier die Klauselnormalform von [A /X ](C)VE, wobei [A/X](C) die Substitution
von X durch A in C beschreibt. Eine Transformation in Klauselnormalform ist hier deshalb not-
wendig, weil die substituierte Formel [A / X](C) méglicherweise nicht mehr in Klauselnormalform
ist.

Ausdruck substituiert wird, der die Variable Y frei enthilt.

26 Zusitzlich werden in [Koh94] lokal gebundene Variablen mit 0 markiert.

2TC rund D reprisentieren Disjunktionen von Literalen und Gleichheitsproblemen.

28Bin Unifikationspaar X = A heifit geloBt im Unifikationsproblem E, wenn X in der Variablenbedingung als
positiv vermerkt ist, A fiir X substituiert werden darf und X nicht in E nicht weiter frei auftritt.
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Eine weitere Regel ermdglicht es, Instanziierungen fiir flexible Literale zu generieren. Flexible
Literale sind Literale deren Kopfsymbole freie Variablen sind.

(FT,...T,)*VC

" Primitive Substitution
(FT1...Tp)*VCVF # P

Dabei ist P ein moglichst allgemeiner Ausdruck (Genaral Binding, siehe [Koh94], Seite 115 und
Seite 70) vom selben Typ wie die Variable S, der eine logische Konstante k € {A,V,TI°|§ € T}
als Kopfsymbol einfiihrt, oder P ist der allgemeinste Projektionsterm auf den i-ten (i = 1...n)
Unterterm von (F'T;...T,). Folgendes Beispiel verdeutlicht die Verwendung der eingefiihrten
Regeln: Zum Beweis der giiltigen Formel (3X,_,,.X P)” wird diese zuniichst negiert und in Klau-
selnormalform {iberfiihrt: (X P)¥ (siche Transformationsregeln in [Koh94], Seite 111). Um den
Widerspruch zeigen zu kénnen, muf} die Klausel mit sich selbst resolviert werden, dies erlaubt die
Resolutionsregel aber nicht, weil diese komplementire Literalannotationen vorschreibt. Mithilfe
der primitiven Substitution kann die geforderte Annotations-Komplementaritit aber hergestellt
werden: (X P)¥ wird durch primitive Substitution zu (X P)¥'vX #£? (A\Y.~ZY) und durch Riick-
propagierung (dabei wird 3-Reduktion und Klauseltransformation angewendet) zu (ZP)?. Nun
kann (X P)F mit (ZP)T resolviert werden und iibrig bleibt das Unifikationsproblem X P #° X Q,
das durch Unifikation und erneute Riickpropagierung zur leeren Klausel abgeleitet werden kann.

4 Gleichheitsbehandlung héherer Stufe

In diesem Kapitel werden erste Ideen zur Gleichheitsbehandlung auf héherer Stufe vorgestellt.
Diese Ideen skizzieren natiirlich nur einen Ausgangspunkt fiir die geplante Forschungsarbeit.

Grundsitzlich soll sich die Vorgehensweise der Dissertation an den Vorabeiten zur Gleich-
heitsbehandlung erster Stufe orientieren. Dazu sollen erfolgreiche Verfahren der ersten Stufe
aufgegriffen und im neuen Kontext der hoheren Stufe auf ihre Ubertragbarkeit und Eignung
untersucht werden. Dieses Kapitel wird deshalb, analog zu Kapitel76 2, termersetzende und dif-
ferenzreduzierende Verfahren in getrennten Abschnitten diskutieren und ich méchte eine erste
Einschétzung zur Eignung der Verfahren auf hoherer Stufe wagen.

Der folgende Abschnitt soll zunichst begriinden, warum die Verwendung von Leibnizdefini-
tion der Gleichheit auf hoherer Stufe nicht sinnvoll erscheint.

4.1 Gleichheitsbehandlung durch Leibnizpaare

Die Gleichheitsrelation 148t sich auf hoherer Stufe durch den A-Ausdruck AX.\Y.VP.PX = PY
formalisieren. Dieser A-Ausdruck beschreibt die Gleichheitsrelation geméf ihrer Definition nach
Leibniz: Zwei Dinge sind gleich, wenn sie beziiglich all ihrer Eigenschaften gleich sind.

Beispielweise kann die Gleichheit der beiden Ausdriicke (fZ) und Z durch den Ausdruck
(AX.NYVYP.PX = PY)(fZ)Z beschrieben werden. Dieser reduziert zu VP.P(fZ) = PZ und
entspricht damit der Klausel (P(fZ))F v (PZ)T. Solche Klauseln werden im folgenden als Leib-
nizpaare bezeichnet.

Auf obige Weise kann jede Gleichung in ein entsprechendes Leibnizpaar iiberfithrt werden.
Diese Leibnizpaare kénnen dann im Resultionskalkiil X HOR zum Fiihren von Gleichheitsbe-
weisen verwendet werden. Dies soll das folgende Beispiel demonstrieren.

e Die Signatur X enthalte unter anderem f: v — t,a:¢,b:cund c: ¢
7Zu Beweisen sei:

V0 X0, Y., Zo(FXY) = (FYX)NFX(FY Z)) = (F(FXY)Z) = (fa(fbc)) = (fe(fba))
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Die negierte Aussage wird zunéchst durch Klauseltransformation in die Axiome 1-4 iiberfiihrt
und dann werden die Regeln des Kalkiils YHOR angewendet?.

1AX: (P(FXY)Fv(P(FYX))T

2 AX: (P(FX(FYZ))f v(P(F(FXY)Z))T

3AX :  (Q(fa(fbo)”

4AX : (Q(fc(fba))”

5 PS2, PROP: (P(FX(FYZ)))T'Vv(P(F(FXY)Z))¥
6 RES 4+5, UNI*, PROP*: (Q(f(fcb)a))¥
7 RES 6+1, UNI*, PROP*: (Q(f(fbc)a))¥
8 REST7T+1, UNI*, PROP*: (Q(fa(fbc)))F

9 RES8+3, UNI*: O

Damit steht auf hoherer Stufe eine sehr einfache Moglichkeit zur Gleichheitsbehandlung
zur Verfiigung. Allerdings haben Leibnizpaare einen entscheidenden Nachteil: Sie enthalten je
zwei flexible Literale, die den Suchraum fiir die Regel der primitiven Substitution sehr stark
aufblihen. Deshalb erscheint ein erfolgreiches Verhalten dieses Verfahrens in der Praxis kaum
realistisch.

Aus diesem Grund wird es notwendig sein, auch auf hoherer Stufe spezielle Kalkiile zur
effektiven Handhabung der Gleichheitsrelation zu entwickeln.

4.2 Termersetzende Verfahren

Zunichst mochte ich erste Ideen fiir einen Paramodulationskalkiil auf héherer Stufe diskutieren.
Im zweiten Unterabschnitt wird dann erliutert, warum ordnungsreduzierende Verfahren auf
hoherer Stufe vermutlich nicht an ihren Erfolg auf erster Stufe ankniipfen kénnen.

4.2.1 Paramodulation

Folgender Versuch der Definition einer Paramodulationsregel soll als Ausgangspunkt fiir wei-
tergehende Betrachtungen dienen3?. Vorausgesetzt ist natiirlich, daf§ anstelle der Logik SHOL
nun eine Logik betrachtet wird, deren Signatur um Konstantensymbole =, fiir jeden Typ o € T
erweitert wurde?!.

(LE)*ve (=rTvD
(L[F)*vCVDV(t=10)"

Paramodulation

Zu dieser Regel sind einige wichtige Anmerkungen notwendig: Gemeinsam mit den Regeln des
Resolutionskalkiils YHOR soll diese Regel einen widerlegungsvollstindigen Kalkiil bilden. Die
Regeln des Resolutionskalkiils werden dazu leicht modifiziert. Wahrend im bisherigen Resolu-
tionskalkiil zwischen normalen Literalen und Unifikationsproblemen unterschieden wird32, ist

¥Dje Kiirzel AX, RES, FAK, PS, UNI, PROP stehen fiir Axiom, Resolution, Faktorisierung, Primitive Sub-
stitution, Unifikation und Riickpropagierung. Mehrfachanwendungen von Regeln werden durch * gekennzeichnet.
Die Schreibweise RES 2+ 3, UNI*, PROP” besagt, daf} die Resolutionsregel auf die Klauseln 2 und 3 ange-
wendet wird, das Ergebnis dann mehrfach mit der Unifikationsregel bearbeitet wird, bevor dann mehrfach eine
Riickpropagierung erfolgt.

80Weder Korrektheit noch Vollstindigkeit dieses Kalkiils wurden bereits formal bewiesen.

31C und D reprisentieren Disjunktionen von Literalen. Auferdem wird die symmetrische Verwendung der
Literale (I = )T implizit vorausgesetzt.

32Dies ist zwar nicht unbedingt notwendig, wurde aber so gehandhabt, weil in der Sprache wff(Z,T) kein
Gleicheitssymbol vorhanden war, mit dem Unifikationsprobleme hitten ausgedriickt werden kénnen und deshalb
das Ungleichheitszeichen #’ als Hilfssymbol eingefiihrt wurde.
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dies nicht linger notwendig: Wir kénnen nun auf die zur Verfiigung stehenden Gleichheitssym-
bole zuriickgreifen und Unifikationsprobleme (bisher M #° N) als negierte Gleichheitsliterale
der Form (A = B)¥ darstellen. Auch die Regeln zur Unifikation und Riickpropagierung sollen
fortan auf negierten Gleichheitsliteralen arbeiten. Dadurch fillt die explizite Unterscheidung
zwischen normalen Literalen und Gleichheitsproblemen weg. Dadurch kénnen nun aber die Re-
geln zur Unifikation, Paramodulation und Resolution auf gleichen Ebenen beliebig interagieren.
Moglicherweise konnen die Unifikationsregeln gemeinsam mit der Paramodulationsregel zur F-
Unifikation verwendet werden. Es ist aber abzusehen, dafl uneingeschrinkte Regelanwendungen
den Suchraum in diesem Fall sehr aufblihen werden und es deshalb erforderlich sein wird, die
Interaktionsméglichkeiten stark einzuschrinken.

Es ergibt sich ein weiteres angenehmes Nebenresultat dieses Paramodulationskalkiils: Es sind
keine Reflexititsaxiome, oder eine weitere Regel zur Behandlung des Reflexivititsproblems?3,
notwendig, weil jede Klausel der Form (T = T)¥ nun durch die Regeln der Unifikation beseitigt
werden kann.

Die bereits mit den Leibnizaxiomen bewiesene Formel wird erneut aufgegriffen und nun im
Paramodulationskalkiil bewiesen3*:

e Die Signatur ¥ enthalte unter anderem f : 1t — t,a:¢,b:cund c: ¢

Zu Beweisen sei:

VE, 0, X0, Y, Zu(FXY) = (FY X)NFX(FY 7)) = (F(FXY)Z) = (fa(fbc)) = (fc(fba))
Die Klauselnormalformtransformation der negierten Formeln fithrt zu den Axiomen 1-3.
1AX: (FXY =FYyX)T

2AX: (FX(FYZ)=F(FXY)Z)T

3AX : (fa(fbe) = fe(fba))”

4 PARA 3+2, UNI*, PROP*: (fa(fbc) = f(fcb)a)”

5 PARA 4+ 1, UNI*, PROP*: (fa(fbc) = f(fbc)a)”

6 PARA5+1, UNI*, PROP*: (fa(fbc) = fa(fbc))¥

TUNI*6: O

Man erkennt, daf} die primitive Substitution in diesem Beweis keine Rolle spielt. Vielmehr wur-
den erst gar keine flexiblen Literale erzeugt, was zur Folge hat, da auch kein Suchraum fiir die
Regel der primitiven Substitution entsteht.

Obwohl dieser Kalkiil im Vergleich zur Leibnizgleichheit sicherlich eine Verbesserung dar-
stellt, ist er aus den gleichen Griinden wie auf erster Stufe fiir eine praktische Verwendung noch
zu schwach: Gleichungen kénnen in beiden Richtungen angewendet werden, was zu einem immer
noch zu groflen Suchraum fiihrt.

4.2.2 Ordnungsreduzierende Verfahren

Auf erster Stufe haben sich ordnungsreduzierende Verfahren sehr bewéhrt. Sie beheben den
Nachteil der Paramodulation und lassen die Anwendung von Gleichungen nur in einer bestimm-
ten Richtung zu. Eine wesentliche Voraussetzung ist aber, da man zum Richten der Gleichungen
auf starke Reduktionsordnungen zuriickgreifen kann. Wahrend sich auf erster Stufe oft geeignete
Reduktionsordnungen finden lassen, ist dies fiir die hohere Stufe zu bezweifeln. Schuld daran
ist, daf} auf héherer Stufe Kopfsymbole, die aus freien Varaiablen bestehen, natiirlich wie andere
freie Variablen auch, ihrem Typ entsprechend beliebig substituiert werden diirfen. Dieser Um-
stand wird instanziierungsstabile Reduktionsordnungen nur schwerlich erméglichen. Folgendes
Beispiel soll dies belegen:

33 Auf erster Stufe ist das Reflexivititsaxiom x = z oder eine entsprechende Regel erforderlich, um einen
widerlegungsvollsténdigen Kalkiil zu erhalten, denn die Klausel —¢ = ¢ kann sonst nicht widerlegt werden.
34Zusitzlich zu den bereits bekannten Kiirzeln steht PARA fiir die Anwandung der Paramodulationsregel.
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e In der Signatur 3 seien unter anderem folgende Funktionssymbole gegeben: a,, b, und c,.
Die Gleichungsmenge E enthalte die Gleichung E; := (AX.YT) = b.
Gesucht: Eine Reduktionsordnung mit der man F; richten kann.
Sobald man sich fiir eine Grundordnung auf den Konstantensymbolen entschieden hat, zum
Beispiel a <g b <g ¢, wird es schwierig sein die notwendige Instanziierungstabilitit fiir die
Erweiterung dieser Grundordnung zu einer Reduktionsordnung erreichen zu kénnen. Denn
wenn man (AX.YT) = b richten méchte zu (AX.Y'T) <g b, dann fiithrt die Instanziierung
beider Seiten mit [AZ.c/Y] aber zu [AZ.c/Y|(AX.YT) = (AX.(AZ.c)T) =g AX.c =, ¢
und zu [AZ.c/Y](b) = b. Die Instanziierung der gerichtenen Gleichung (AX.YT) <g b mit
[AZ.c/Y] kehrt die gerichtete Gleichung also um (¢ <g b), das heifit, die geforderte Instan-
ziierungsstabilitdt wurde nicht erreicht.
Richtet man dagegen (AX.Y'T) = b zu (AX.YT) >g b, dann stellt sich das analoge Problem
mit der Instanziierung [AZ.a/Y]. Denn [AZ.a/Y|(AX.YT) = (AX.(AZ.a)T) =g AX.a =, a
und [AZ.a/Y](b) = b. Diese Instanziierung fithrt also zu a > g b, wiederum ein Widerspruch
zur geforderten Instanziierungsstabilitit.

Sobald eine beliebige Grundordnung auf den Konstantensymbolen fixiert wurde, tritt der be-
schriebene Effekt auf und deshalb ist zu befiirchten, dafy sich auf hoherer Stufe nur schwer ge-
eignete Reduktionsordnungen finden lassen werden und ordnungsreduzierenden Verfahren kaum
an die Erfolge der ersten Stufe werden ankniipfen kénnen. Die Dissertation wird sich aus die-
sem Grund verstirkt auf differenzreduzierende Verfahren konzentrieren, aber ohne dabei den
ordnungsreduzierenden Ansatz ganz aus den Augen zu verlieren.

4.3 Differenzreduzierende Verfahren

Zwei Verfahren des differenzreduzierenden Ansatzes werden im neuen Kontext der hoheren Stufe
diskutiert: Die RUE-Resolution und die Verallgemeinerte Rippling-Technik von Jiirgen Cleve
und Dieter Hutter.

4.3.1 RUE-Resolution héherer Stufe

Zwischen der RUE-Resolution erster Stufe (Seite 9) und dem XHOR-Kalkiil von Kohlhase
(Seite 17) besteht offensichtlich eine grofie Ahnlichkeit. In beiden Ansiitzen wird der anvisierte
Resolutionsschritt in jedem Fall durchgefithrt und der noch zu erbringende Komplementaritéts-
nachweis zu den Resolutionsliteralen wird in Form von Nebenbedingungen in die Resolvente auf-
genommen. Wiahrend die Abspaltung des Komplementaritdtsnachweises bei der RUE-Resolution
primér durch den Gedanken der Suchraumeinschrinkung motiviert ist, ist diese Abspaltung fiir
den X HOR-Kalkiil von essentieller Bedeutung (Seite 16): Sie erst ermdglicht die Widerlegungs-
vollstdndigkeit des Kalkiils.

Bild 1 soll die Beziehungen von RUE- und >HOR-Ansatz graphisch erlautern. Ausgangs-
punkt der Raute (unten) ist ein Resolutionskalkiil mit verzogerter Unifikation auf einer Sprache
erster Stufe ohne primitives Gleichheitssymbol, das heifit, betrachtet wird die RUE-Resolution
erster Stufe, eingeschrankt auf eine Sprache ohne Gleichheit (dies ist identisch zu normaler Re-
solution). Dann ergibt sich die RUE-Resolution erster Stufe als Erweiterung dieses Ansatzes,
indem man ein primitives Gleichheitssymbol mit in die zugrundegelegte Sprache aufnimmt. An-
dererseits gelangt man zum Y HOR-Ansatz, wenn man anstelle einer Sprache erster Stufe zu
einer Sprache hoherer Stufe iibergeht. Die Raute gipfelt im X HOR-RUE-Ansatz, zudem man
vom X HOR-Ansatz gelangt durch eine Erweiterung der Sprache héherer Stufe um ein primitives
Gleichheitssymbol und vom RUE-Ansatz erster Stufe aus durch den Ubergang zu einer Sprache
hoherer Stufe.
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Abbildung 1: Zusammenhang von Resolution und RUE-Resolution auf erster und héherer Stufe

Gegeben sind bereits Vollsténdigkeitsbeweise zu den drei unteren Ansitzen der Raute. Ei-
nen Beweis der Vollstdndigkeit des YHOR-Ansatzes liefert Kohlhase in [Koh94]. Der Beweis
zum allgemeinen RUE-Ansatz erster Stufe [Dig79] kann aus dem Beweis des eingeschrinkten
Ansatzes [Rob65], also der herkémmlichen Resolution, abgeleitet werden.

WEeil es, wie bereits angedeutet wurde, enge Beziehungen zwischen der von Kohlhase un-
tersuchten Resolution hoherer Stufe und der RUE-Resolution auf erster Stufe gibt, erscheint
es sinnvoll die Erweiterung des X HOR-Ansatzes zum X HOR-RUE-Ansatz als Ausgangspunkt
der Dissertation zu wiahlen. Zunichst ist es dazu notwendig, die verwendete Sprache hoherer
Stufe wff(X,T) (Seite 12) syntaktisch um ein primitives Gleichheitssymbol zu wff (3',T) zu er-
weitern. Dazu wird eine zugrundegelegte Signatur X, die bisher zumindest die Konstanten —,
A und II* (fiir jeden Typ «) enthalten sollte, um Konstanten =, (fiir jeden Typ @ € T) an-
gereichert. Anschliefend mufl diesen Konstanten eine adidquate Semantik zugeordnet werden,
das heif}t, das Symbol =, wird interpretiert als die Gleichheitsrelation auf den Elementen des
Funktionenraums zum Typ «. Als ein Vorschlag fiir einen widerlegungsvollstandigen Kalkiil soll
dann der Ansatz der RUE-Resolution aufgegriffen und auf die Sprache wff (X',T) iibertragen
werden. Danach sollen die Korrektheit und Vollstindigkeit dieses Kalkiils untersucht werden.
Eine Orientierung zur Durchfiithrung des Vollstindigkeitsbeweises soll die Untersuchung der Zu-
sammenhinge zwischen den Vollstindigkeitsbeweisen zur RUE-Resolution auf erster Stufe und
der herkommlichen Resolution bieten.

4.3.2 Rippling-Technik

Neben der Entwicklung eines vollstindigen Kalkiils zur Gleichheitsbehandlung wird sich die
Dissertation mit der Integration von geeigneten Steuerungsheuristiken beschéftigen. Im Zusam-
menhang zur erliuterten Idee des X HOR-RUE-Kalkiils stellt sich insbesondere die Frage, wie
man die generierten Gleichheitsprobleme mithilfe von Steuerungsheuristiken moglichst geschickt
behandeln kann. Deshalb soll iiberpriift werden, ob die auf Seite 9 skizzierte Idee von Jiirgen
Cleve und Dieter Hutter, auf héherer Ebene sinnvolle Anwendung finden kann. Die Transfor-
mation dieser Idee auf hohere Stufe setzt einerseits eine Rippling-Technik fiir die héhere Stufe
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voraus und fordert anderseits die Existenz geeigneter heuristischer Funktionen zur Auswahl fiir
ein bestimmtes Beweisziel wichtiger Gleichungen aus der Datenbank. Die erste Forderung ist
durch eine aktuelle Arbeit von Michael Kohlhase und Dieter Hutter bereits ansatzweise erfiillt.
In [HK95] stellen sie eine Erweiterung der Unifikation héherer Stufe vor, die auch zusitzli-
che Farbinformationen an den A-Ausdriicken addquat erfaft und damit die Grundlage fiir eine
Rippling-Technik auf hoherer Stufe legt.

Die zweite Forderung wird moglicherweise schwieriger zu erfiillen sein. Gesucht sind heuri-
stische Funktionen, die anhand ihres Argumentes — einem Gleichheitsproblem — in der aktuellen
Datenbank eines Beweissystems Gleichungen nach ihrer Bedeutung fiir den zu erbringenden Be-
weis klassifizieren konnen. Dieser Aspekt war bisher der Schwachpunkt fiir die Idee von Jiirgen
Cleve und Dieter Hutter auf erster Stufe und wird es zunéchst auch auf hoherer Stufe sein.

5 Zusammenfassung und Zeitplan

Das Ziel der Dissertation ist die Entwicklung spezieller und effizienter Verfahren zur Gleichheits-
behandlung auf héherer Stufe.

Ausgangspunkt werden die gut untersuchten Verfahren zur Gleichheitsbehandlung auf er-
ster Stufe sein. Zunéichst sollen diese Verfahren im Kontext der hoheren Stufe analysiert und
untereinander verglichen werden, um dann Aussagen iiber deren Eignung fiir die hohere Stufe
treffen zu kénnen. Somit ist das Ziel der ersten Arbeitsphase, einzelne Verfahren fiir die weitere
Untersuchungen zu préferieren. Auf den momentanen Stand dieser Untersuchungen wurde in
Kapitel 4 bereits ndher eingegangen: Die Untersuchungen werden sich demnach ausgehend von
der Paramodulation hin zu dem differenzreduzierenden Ansatz der RUE-Resolution verlagern.

In der zweiten Arbeitsphase sollen die ausgewahlten Gleichheitsverfahren dann formal im
Kontext der héheren Stufe eingefiihrt und durch Betrachtungen zur Korrektheit und Vollstindig-
keit erginzt werden. Wichtigster Aspekt dieser Arbeitsphase wird es sein, die Verfahren zu
implementieren und ihre Eignung in der Praxis an mathematischen Problemstellungen zu ana-
lysieren. Es soll aber nicht nur das isolierte Verhalten des vollautomatischen Verfahrens hoherer
Stufe betrachtet werden, sondern auch ein mogliches Zusammenspiel mit dem Beweisplaner des
Q-Systems. Die Untersuchungen sollen letztendlich dazu fithren, daf} ein bestimmtes Verfahren
zur Gleichheitsbehandlung favorisiert werden kann, um es dann durch die Entwicklung spezieller
und effizienter Steuerungsheuristiken zu optimieren.

In der dritten Arbeitsphase sollen die Ergebnisse der vorangehenden Phasen zusammenge-
tragen und niedergeschrieben werden. Zudem soll das favorisierte Beweisverfahren moglichst
optimal in das Q2-System integriert werden. Ein weiterer Aspekt dieser Arbeitsphase kénnte es
sein, nach Moglichkeiten zur Entwicklung spezieller Methoden fiir das Gleichheitsbeweisen auf
der Planungsebene zu suchen.

5.1 Zeitplan

Die Dissertation soll in einem Zeitraum von drei Jahren angefertigt werden. Fiir die erste Ar-
beitsphase sind etwa 9 Monate vorgesehen. Die sich anschliefende, arbeitsaufwendige zweite
Phase soll etwa nach weiteren 18 Monaten abgeschlossen werden. Fiir die Niederschrift stehen
dann zunichst weitere 9 Monate zur Verfiigung.
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