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Dieser Satz ist falsch.
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Dieser Satz
︸ ︷︷ ︸

ist falsch.

C. Benzmüller, 2014 Gödel’s Unvollständigkeitssätze 2



Lügner Paradoxon (Eubulides aus Miletus, 4. Jh. v. Chr.)

Dieser Satz
︸ ︷︷ ︸

ist falsch.

◮ Selbstreferenz
◮ Ist der Satz ’wahr’ oder ’falsch’?
◮ Zusammenhang zu infiniter Rekursion
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Wer bin ich?
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Wer bin ich?

◮ DFG Heisenberg Fellow und PD an der FU Berlin
◮ Stationen vorher

◮ Kalifornien (Forschung + Industriekooperation)
◮ IU Bruchsal (Full Professor)
◮ Cambridge Univ., UK (Senior Researcher)
◮ Saarbrücken (C2 Stelle, Habilitation, Promotion, Diplom)
◮ Univ. of Birmingham, Univ. of Edinburgh, UK (PostDoc)
◮ Carnegie Mellon Univ., Pittsburgh, USA (PreDoc)
◮ (Olympiastützpunkt Saarbrücken)

◮ Website: http://www.christoph-benzmueller.de
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Automatisierung und Verifikation von Gödel’s Gottesbeweis

Germany
- Telepolis & Heise
- Spiegel Online
- FAZ
- Die Welt
- Berliner Morgenpost
- . . .

Austria
- Die Presse
- Wiener Zeitung
- ORF
- . . .

Italy
- Repubblica
- Ilsussidario
- . . .

India
- Delhi Daily News
- India Today
- . . .

US
- ABC News
- . . .

International
- Spiegel International
- United Press Intl.
- . . .
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Eine (sehr kurze und sehr unvollständige)
Geschichte der Logik

C. Benzmüller, 2014 Gödel’s Unvollständigkeitssätze 8



Anfänge der Formalen Logik — Pioniere

Aristoteles (384-322 BC) Rechenmaschinen Leibniz (1646-1716)
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Anfänge der Formalen Logik — Pioniere

Aristoteles (384-322 BC) Rechenmaschinen Leibniz (1646-1716)

Bsp.: Modus Barbara

Alle Rechtecke sind Vierecke
Alle Quadrate sind Rechtecke
Es folgt: Alle Quadrate sind Vierecke

Alle A sind B
Alle C sind A
Es folgt: Alle C sind B
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Anfänge der Formalen Logik — Pioniere

Aristoteles (384-322 BC) Rechenmaschinen Leibniz (1646-1716)

Leibniz war (u.a.) auf der Suche nach einer lingua characteristica

(Sprache in der das gesamte Wissen formal ausgedrückt werden konnte)
und einem calculus ratiocinator (Kalkül zum allgemeinen Schließen).

Vision: Zwei streitende/argumentierende Philosophen sollten Streitfragen
durch einfaches rechnen (Calculemus!) klären können. Dazu müssten sie
sich lediglich auf eine Formalisierung des Problems in der lingua
characteristica einigen und dann den calculus ratiocinator anwenden.
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Anfänge der Formalen Logik — Pioniere

Aristoteles (384-322 BC) Rechenmaschinen Leibniz (1646-1716)

De Morgan (1806-1871) Boole (1815-1864)
Cantor (1845-1918)
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Anfänge der Formalen Logik — Jetzt wurde es spannend!

Gottlob Frege
(1848-1925)

◮ Begriffsschrift – Eine der arithmetischen nachgebildete
Formelsprache des reinen Denkens (1879)

◮ Prädikatenlogik (höherer Stufe) als formale Sprache

◮ Logizismus: Mathematik lässt sich auf die Logik zurückführen

◮ Grundlagen der Arithmetik (1884)

◮ Grundgesetze der Arithmetik (1893,1903)
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Anfänge der Formalen Logik — Jetzt wurde es spannend!

Betrand Russell
(1872-1970)

◮ Findet Paradoxon in Frege’s Prädikatenlogik (Russel’s Paradox):

sei R = {x |x 6∈ x}; es gilt x ∈ R ⇔ x 6∈ R

◮ schlägt Lösung vor: Russel’s Typentheorie

◮ (anderer Ausweg: Zermelo’s Mengentheorie, Hilbert-Gruppe)

◮ Principia Mathematica (mit Whitehead, 1910, 1912, 1913)
◮ verfolgt ähnliches Ziel wie Frege, vermeidet Paradoxien
◮ Herleitung der Arithmetik aus der Logik, Basis für Mathematik
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Anfänge der Formalen Logik — Jetzt wurde es spannend!

David Hilbert
(1862-1943) 23 Probleme (1900)

◮ Einflussreichster Mathematiker seiner Zeit, breites Arbeitsspektrum

◮ Grundlagen der Geometrie (1899)

◮ Hilbert’s Programm – Logische Fundierung der Mathematik
◮ 1900–1917: Formuliert Programm; gewinnt Mitstreiter
◮ 1917–1930: Vorlesungen mit Bernays und Behmann (1917-1921), Logik

1. Stufe, Arbeit am Programm (inkl. Widerspruchsfreiheit der Arithmetik),
Lehrbuch Grundzüge der theoretischen Logik (1928, mit Ackermann)

◮ nach 1931: Moderne Beweistheorie
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Anfänge der Formalen Logik — Jetzt wurde es spannend!

Kurt Gödel (1906-1978)

◮ geboren 28.4.1906 in Brünn (Tschechien)

◮ kränklich, schmächtig, introvertiert

◮ Studium ab 1924 in Wien, Wiener Kreis

◮ 1933/34 erste Reisen nach Princeton, USA

◮ 1938 heiratet Adele Porkert (Kabarettänzerin)

◮ 1940 Flucht nach USA (über
Russland/Japan)

◮ Professor in Princeton, Freund von Einstein

◮ Hungertod

◮ 1929/30 Dissertation: Über die Vollständigkeit des Logikkalküls
(Vollständigkeit der Logik 1. Stufe — Hilbert’s Programm)

◮ 6. Sep. 1930: Vortrag in Königsberg: Unvollständigkeitssätze
“Die Logik wird nie mehr dieselbe sein.” (John von Neumann)

◮ 1931: Über formal unentscheidbare Sätze der Principia mathematica
und verwandter Systeme I (Unvollständigkeitsätze)

◮ 1938: Wichtiger (negativer) Beitrag zur Beweisbarkeit der
Kontinuumshypothese

◮ Weiter interessante Arbeiten — aber: “I do not fit in this century!”
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Weitere Vorkenntnisse zur Vorlesung
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Beispiel-Formalisierung in Logik Erster Stufe

Natürliche Sprache Formale Logik

Max is a baby boy.
He is the son of chris
All babies are cute.

Question: Is Max cute?

Logische Konnektive
Konstantensymbole
Prädikaten- und Relationensymbole
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Beispiel-Formalisierung in Logik Erster Stufe

Natürliche Sprache Formale Logik

Max is a baby boy. (isBaby max)∧ (isBoy max)
He is the son of chris (isSonOf max chris)
All babies are cute. ∀X . (isBaby X )⇒ (isCute X )

Question: Is Max cute? Theorem: (isCute max)

Logische Konnektive
Konstantensymbole
Prädikaten- und Relationensymbole
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Beispiel-Formalisierung in Logik Erster Stufe

Natürliche Sprache Formale Logik
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Formaler Kalkül: System Abstrakter Regeln

△ ∧ �

△

△ ∧ �

�

△ �

△ ∧ �

(isBaby max)∧ (isBoy max)

(isBaby max)

∀X .�

[t → X ]�
. . .

∀X . (isBaby X )⇒ (isCute X )

(isBaby max)⇒ (isCute max)

△ △ ⇒ �

�

. . .
(isBaby max) (isBaby max)⇒ (isCute max)

(isCute max)

Axiom (Axiomenschemata)
△∨ ¬△ (isBaby max) ∨ ¬(isBaby max)

Kalkül des Natürlichen Schliessens — Gerhard Gentzen (1909-1945)
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Formaler Beweis: Verkettung Instantiierter Kalkülregeln

Natürliche Sprache Formale Logik

Max is a baby boy. (isBaby max)∧ (isBoy max)
He is the son of Chris (isSonOf max chris)
All babies are cute. ∀X . (isBaby X )⇒ (isCute X )

Question: Is Max cute? Theorem: (isCute max)

Formaler Beweis

(isBaby max)∧ (isBoy max)
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Automated Theorem Proving (ATP)

Artificial Intelligence

Input Problem (in Logic Representation)

Theorem Prover (Logic Engine)

Result / Proof Object (Logic Representation)
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Automated Theorem Proving (ATP)

Artificial Intelligence Computational Linguistics

Original Problem (Natural Language / Mathural)

Input Problem (in Logic Representation)

Theorem Prover (Logic Engine)

Result / Proof Object (Logic Representation)

Human-oriented Proof (Natural Language / Mathural)
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Wichtige Begriffe in der Logik

◮ Ausdrucksstärke der Sprache (Expressivität)
◮ Entscheidbarkeit vs. Unentscheidbarkeit
◮ Kalkül

◮ Axiome
◮ Schlussregeln

◮ Korrektheit
◮ VollstÃďndigkeit
◮ Widerspruchsfreiheit/Konsistenz:

Es gibt keine Formel △, so dass △ und ¬△ ableitbar sind.
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Ausdrucksstärke von Logiken versus Berechnungseigenschaften?

◮ Aussagenlogik
itRains ∧ isCold

∧ (itRains ∧ isCold ⇒ slipperyRoad)

⇒ slipperyRoad

◮ Logik erster Stufe
isHuman(sokrates)

∧ (∀x .isHuman(x) ⇒ isMortal(x))

⇒ isMortal(sokrates)

◮ Logik höherer Stufe
(∀F .isSurjective(F ) ⇔ ∀y .∃x .y = F (x))

⇒ isSurjective(λx .x)
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Kurze Demo: Automatische Theorembeweiser

The TPTP Problem (and System) Library
for Automated Theorem Proving

www.tptp.org

C. Benzmüller, 2014 Gödel’s Unvollständigkeitssätze 18
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Gödel’s Unvollständigkeitssätze
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Lügner Paradoxon (Eubulides aus Miletus, 4. Jh. v. Chr.)

Dieser Satz
︸ ︷︷ ︸

ist falsch.

◮ Gödel’s Arbeit ist inspiriert durch dieses Paradoxon.
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Gödel’s Unvollständigkeitssätze

“Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme I”, Monatshefte für Mathematik, 1931:

Theorem (Erster Unvollständigkeitssatz)

Jedes hinreichend mächtige formale System ist entweder
widersprüchlich (inkonsistent) oder unvollständig.

Beweisskizze folgt.

Theorem (Zweiter Unvollständigkeitssatz)

Jedes hinreichend mächtige konsistente formale System kann die
eigene Konsistenz nicht beweisen.

Beweisskizze folgt (Korollar aus 1. Unvollständigkeitssatz).
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Gödel’s Unvollständigkeitssätze

Beweisführung — eine “intellektuelle Sinfonie” —

1. Satz (Gödelisierung): Abbildung von Termen, Formeln und
Beweisen der PM auf natürliche Zahlen.

2. Satz (Arithmetisierung der Meta-Mathematik): Abbildung von
Meta-Mathematischen Aussagen auf Eigenschaften von
natürlichen Zahlen (bzw. Relationen zwischen natürlichen
Zahlen). Diese Eigenschaften (bzw. Relationen) können also
selbst wieder in PM kodiert werden.

3. Satz (Entwicklung des Paradoxon): Konstruktion einer
widersprüchlichen, selbst-referentiellen Aussage und deren
Kodierung in PM.

4. Satz (Das Finale): Analyse dieser Aussage und Implikationen.

(Vorlesung beruht auf: E. Nagel, J.R. Newman, Gödel’s Proof, NY Univ. Press, 2001)
(siehe auch Larry Paulson’s Formalisierung:
http://www.cl.cam.ac.uk/~lp15/papers/Sets/)
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Gödel’s Unvollständigkeitssätze

Was meint Gödel mit hinreichend mächtig?

◮ umfasst die natürlichen Zahlen
◮ umfasst alle primitiv rekursiven Funktionen

◮ k-stellige Nullfunktion, k-te Projektionen, Nachfolgefunktion
◮ Komposition von Funktionen
◮ Primitive Rekursion

(Addition und Multiplikation sind primitiv rekursiv)

Die Principia Mathematica (PM) ist ein Beispiel für ein hinreichend
mächtiges System. Gödel’s Beweis bezieht sich auf PM — ist aber
keineswegs eingeschränkt auf PM!
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Gödel’s Unvollständigkeitssätze

Wichtiges Lemma in Gödel’s Arbeit

Lemma (Korrespondenzlemma)

Sei T eine primitiv rekursive wahre Aussage (der Arithmetik) und
sei S die (String-)Repäsentation von T in der Sprache der PM.
Dann ist S ein Theorem in PM (d.h. demonstrierbar/ableitbar in
PM).

Beweis: nicht hier.
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1. Satz: Gödelisierung

Schritt 1: Definition Gödelnummer Gn

Injektive Abbildung

Gn : Terme, Formeln und Beweise in PM −→ N

◮ Terme, Formeln und Beweise der PM werden identifiziert mit
Zahlen n ∈ N.

◮ Umgekehrt gilt: gewisse Zahlen n ∈ N repräsentieren Terme,
Formeln und Beweise der PM.
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1. Satz: Gödelisierung

Schritt 1(a): Gn für Elementare Zeichen

Symbol Gn

∼ 1 not

∨ 2 or

⊃ 3 if . . . then . . .

∃ 4 there is an . . .

= 5 equals

0 6 zero

Symbol Gn

s 7 successor of . . .

( 8 punctuation mark

) 9 punctuation mark

, 10 punctuation mark

+ 11 plus

× 12 times
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1. Satz: Gödelisierung

Schritt 1(b): Gn für Variablensymbole

numerische Gn Beispiel-
Variablen instanz

x 13 0

y 17 s0

z 19 y

Satz- Gn Beispiel-
variablen instanz

p 132 0 = 0

q 172 (∃X )(x = y)

r 192 p ⊃ q

Prädikats- Gn Beispiel-
variablen instanz

P 133 x = sy

Q 173 (x = ss0 × y)

R 193 (∃z)(x = y + sz)
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1. Satz: Gödelisierung

Schritt 1(c): Kodierung von Formeln am Beispiel

( ∃ x ) ( x = s y )
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

8 4 13 9 8 13 5 7 17 9
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

m = 28 × 34 × 513 × 79 × 118 × 1313 × 175 × 197 × 2317 × 299
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1. Satz: Gödelisierung

Schritt 1(c): Kodierung von Formeln am Beispiel

( ∃ x ) ( x = s y )
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

8 4 13 9 8 13 5 7 17 9
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

m = 28 × 34 × 513 × 79 × 118 × 1313 × 175 × 197 × 2317 × 299

Das ist noch kein n ∈ N — es fehlt die Verknüpfung.
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1. Satz: Gödelisierung

Schritt 1(c): Kodierung von Formeln am Beispiel

( ∃ x ) ( x = s y )
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

8 4 13 9 8 13 5 7 17 9
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

m = 28 × 34 × 513 × 79 × 118 × 1313 × 175 × 197 × 2317 × 299

Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge

Das k-te Symbol der Zeichenkette wird abgebildet auf

(k-te Primzahl)Gn(k-tes Symbol)

= m = Gn(′(∃x)(x = sy)′)C. Benzmüller, 2014 Gödel’s Unvollständigkeitssätze 28



1. Satz: Gödelisierung

Schritt 1(d): Kodierung von Formelsequenzen und Beweisen

(∃x)(x = sy)
−−−−−−
(∃x)(x = s0)
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1. Satz: Gödelisierung

Schritt 1(d): Kodierung von Formelsequenzen und Beweisen

(∃x)(x = sy) −→ m
−−−−−−
(∃x)(x = s0) −→ n

C. Benzmüller, 2014 Gödel’s Unvollständigkeitssätze 29



1. Satz: Gödelisierung

Schritt 1(d): Kodierung von Formelsequenzen und Beweisen

(∃x)(x = sy) −→ m
−−−−−− −→ 2m × 3n

(∃x)(x = s0) −→ n

Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge
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1. Satz: Gödelisierung

Beobachtung: Die Abbildung Gn ist nicht surjektiv (nicht jede Zahl
n ∈ N ist Gödelnummer einer Zeichenkette).
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1. Satz: Gödelisierung

Beobachtung: Die Abbildung Gn ist nicht surjektiv (nicht jede Zahl
n ∈ N ist Gödelnummer einer Zeichenkette).

Beispiel: 100
◮ Gn eines elementaren Symbols? Nein, da 100 > 12.
◮ Gn einer num. Variablen? Nein, ungleich zu 13, 17, 19.
◮ Gn einer Satzvariablen? Nein, ungleich zu 132, 172, 192.
◮ Gn einer Prädikatsvariablen? Nein, ungleich zu 133, 173, 193.
◮ kanonische Primfaktorzerlegung: 100 = 22 × 52

3 fehlt als Primfaktor, deshalb kann 100 keine Gn sein (für
einen Term, Formel, Formelsequenz)
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1. Satz: Gödelisierung

Theorem

Sei n ∈ N. Entweder ist n keine Gödelnummer oder es existiert eine
eindeutige Zeichenkette Z (der PM), so dass n = Gn(Z ).

Proof.

Verwendet Fundamentalsatz der Arithmetik
(kanonische Primfaktorzerlegung).

Beispiel:

243.000.000

64 × 243 × 15.625

26 × 35 × 56

6 5 6

↓ ↓ ↓

0 = 0

Dekodierung Kodierung

C. Benzmüller, 2014 Gödel’s Unvollständigkeitssätze 31



1. Satz: Gödelisierung

Zusammenfassung 1. Satz

Jedem Term, jeder Formel, und jedem Beweis in der Sprache der
PM kann eine eindeutige Gödelnummer zugeordnet werden. Diese
Abbildungsfunktion, sowie ihre Inverse, sind berechenbar.
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2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Beobachtung
◮ Terme T , Formeln F und Beweise B der PM korrespondieren

also zu bestimmten Zahlen n ∈ N (und umgekehrt).
◮ Damit können wir aber noch nicht über T , F oder B reden in

der Arithmetik. Dies ist aber das Ziel von Gödel.
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2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Beobachtung
◮ Terme T , Formeln F und Beweise B der PM korrespondieren

also zu bestimmten Zahlen n ∈ N (und umgekehrt).
◮ Damit können wir aber noch nicht über T , F oder B reden in

der Arithmetik. Dies ist aber das Ziel von Gödel.

Schritt 2: Kodierung von Meta-Mathematischen Aussagen

Aussagen über die Struktur von Termen, Formeln und Beweisen (in
PM) können als arithmetische Formeln kodiert werden.
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2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Beispielformel (in PM): ∼ (0 = 0)

Aussage: “Das erste Symbol dieser Formel ist die Tilde (Negation).”
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2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Beispielformel (in PM): ∼ (0 = 0)

Aussage: “Das erste Symbol dieser Formel ist die Tilde (Negation).”

a = Gn(′∼ (0 = 0)′) = 21 × 38 × 56 × 75 × 116 × 139

Das erste Symbol . . . ist eine Tilde (Negation).

(∃z)(a = 2 × z) ∧ ∼ (∃z)(a = (2 × 2)× z)
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2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Beispielformel (in PM): ∼ (0 = 0)

Aussage: “Das erste Symbol dieser Formel ist die Tilde (Negation).”

a = Gn(′∼ (0 = 0)′) = 21 × 38 × 56 × 75 × 116 × 139

Das erste Symbol . . . ist eine Tilde (Negation).

(∃z)(a = 2 × z) ∧ ∼ (∃z)(a = (2 × 2)× z)

︷ ︸︸ ︷

ss . . . s0

C. Benzmüller, 2014 Gödel’s Unvollständigkeitssätze 34



2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Beispielformel (in PM): ∼ (0 = 0)

Aussage: “Das erste Symbol dieser Formel ist die Tilde (Negation).”

a = Gn(′∼ (0 = 0)′) = 21 × 38 × 56 × 75 × 116 × 139

Das erste Symbol . . . ist eine Tilde (Negation).

(∃z)(a = 2 × z) ∧ ∼ (∃z)(a = (2 × 2)× z)

︷︸︸︷

ss0
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2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Beispielformel (in PM): ∼ (0 = 0)

Aussage: “Das erste Symbol dieser Formel ist die Tilde (Negation).”

a = Gn(′∼ (0 = 0)′) = 21 × 38 × 56 × 75 × 116 × 139

Das erste Symbol . . . ist eine Tilde (Negation).

(∃z)(a = 2 × z) ∧ ∼ (∃z)(a = (2 × 2)× z)

︷ ︸︸ ︷

p ∧ q =def ∼ (∼ p ∨ ∼ q)
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2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Beispielformel (in PM): ∼ (0 = 0)

Aussage: “Das erste Symbol dieser Formel ist die Tilde (Negation).”

a = Gn(′∼ (0 = 0)′) = 21 × 38 × 56 × 75 × 116 × 139

Das erste Symbol . . . ist eine Tilde (Negation).

(∃z)(ss . . . s0
︸ ︷︷ ︸

a

= z × ss0
︸︷︷︸

2

) ∧ ∼ (∃z)(ss . . . s0
︸ ︷︷ ︸

a

= z × ( ss0
︸︷︷︸

2

× ss0
︸︷︷︸

2

))

Dies ist eine arithmetische Formel (der PM). Sie besagt, dass der
arithmetische Ausdruck ’∼ (0 = 0)’ (der PM) mit einer Tilde
(Negation) beginnt.
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2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Beispielformel (in PM): ∼ (0 = 0)

Aussage: “Das erste Symbol dieser Formel ist die Tilde (Negation).”

Kodierung (in PM) als Formel S :

(∃z)(ss . . . s0
︸ ︷︷ ︸

a

= z × ss0
︸︷︷︸

2

) ∧ ∼ (∃z)(ss . . . s0
︸ ︷︷ ︸

a

= z × ( ss0
︸︷︷︸

2

× ss0
︸︷︷︸

2

))
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2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Beispielformel (in PM): ∼ (0 = 0)

Aussage: “Das erste Symbol dieser Formel ist die Tilde (Negation).”

Kodierung (in PM) als Formel S :

(∃z)(ss . . . s0
︸ ︷︷ ︸

a

= z × ss0
︸︷︷︸

2

) ∧ ∼ (∃z)(ss . . . s0
︸ ︷︷ ︸

a

= z × ( ss0
︸︷︷︸

2

× ss0
︸︷︷︸

2

))

Diese Aussage ist eine ‘primitiv rekursive Wahrheit’.

Anwendung Korrespondenzlemma:
Die Formel S ist demonstrierbar/ableitbar in PM!
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2. Satz: Arithmetisierung der Meta-Mathematik

Zusammenfassung 2. Satz

Wir können über typographische und strukturelle Eigenschaften von
Formeln der PM indirekt (aber präzise) reden, indem wir über
Eigenschaften von Primfaktorzerlegungen reden. Dies können wir
wiederum in der Sprache der PM tun.
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3. Satz: Entwicklung des Paradoxon

Wir betrachten nun folgende Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formelsequenz mit Gödelnummer x ist ein Beweis (in PM) für
die Formel mit Gödelnummer y .”

◮ Diese Aussage ist (im Sinne der Arithmetisierung der
Meta-Mathematik) abbildbar auf eine numerische Beziehung
zwischen den Zahlen x und y . Diese Beziehung bezeichnen wir
mit dem(x , y) — für x demonstriert y
(Bemerkung: Diese Beziehung ist abhängig von PM selbst;
wird PM modifiziert, dann ändert sich auch dem(x , y); das
stellt aber kein grundsätzliches Problem dar.)

◮ Man kann zeigen:
◮ Relation dem(x , y) ist primitiv rekursiv.
◮ Zu dem(x , y) gibt es Stringrepräsentation DEM(x , y) in PM.

◮ Aus dem Korrespondenzlemma folgt:
Falls dem(x , y) gilt, dann ist DEM(x , y) ein Theorem in PM.
Falls ∼ dem(x , y) gilt, dann ist ∼ DEM(x , y) Theorem in PM.

C. Benzmüller, 2014 Gödel’s Unvollständigkeitssätze 37



3. Satz: Entwicklung des Paradoxon

Wir betrachten nun folgende Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formelsequenz mit Gödelnummer x ist ein Beweis (in PM) für
die Formel mit Gödelnummer y .”

◮ Diese Aussage ist (im Sinne der Arithmetisierung der
Meta-Mathematik) abbildbar auf eine numerische Beziehung
zwischen den Zahlen x und y . Diese Beziehung bezeichnen wir
mit dem(x , y) — für x demonstriert y
(Bemerkung: Diese Beziehung ist abhängig von PM selbst;
wird PM modifiziert, dann ändert sich auch dem(x , y); das
stellt aber kein grundsätzliches Problem dar.)
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3. Satz: Entwicklung des Paradoxon

Was sagt uns das?

Meta-Mathematische Aussagen wie “das-und-das demonstriert
dies-und-dies nach den Regeln der PM” (bzw. “das-und-das
demonstriert dies-und-dies nicht in PM”) werden wiederum
reflektiert durch Theoreme von PM.

— PM kann über sich selbst reden! —
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3. Satz: Entwicklung des Paradoxon

Noch ein Wort zu Substitutionen. Wir betrachten dazu die folgende
Beispielformel mit der freien Variablen y :

(∃x)(x = sy)

Diese Formel hat Gödelnummer m (siehe vorher).
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3. Satz: Entwicklung des Paradoxon

Noch ein Wort zu Substitutionen. Wir betrachten dazu die folgende
Beispielformel mit der freien Variablen y :

(∃x)(x = sy)

Diese Formel hat Gödelnummer m (siehe vorher).

Substitution von m (in PM Stringrepräsentation) für y liefert

(∃x)(x = s ss . . . s0
︸ ︷︷ ︸

m

)

Diese Formel hat wiederum eine (sehr grosse) Gödelnummer r .
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3. Satz: Entwicklung des Paradoxon

Die Substitution korrespondiert zu einer arithmetischen Funktion
sub (beachte: y hat Gödelnummer 17)

r = sub(m, 17,m)

Lese: “Die PM Formel mit Gödelnummer r ist das Resultat der
Substitution aller Vorkommen der Variablen y in der PM Formel
mit Gödelnummer m durch (die PM Stringrepräsentation) von m.”

Man kann zeigen:
◮ sub(x , 17, x) ist eine primitive rekursive arithmetische Funktion
◮ zu sub(x , 17, x) gibt es wiederum eine korrespondierende

Stringrepräsentation SUB(x , 17, x) in PM
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4. Satz: Das Finale

Gödel’s Vorgehen:

A Konstruiert PM Formel G für Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formel G is nicht demonstrierbar in PM”
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4. Satz: Das Finale

Gödel’s Vorgehen:

A Konstruiert PM Formel G für Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formel G is nicht demonstrierbar in PM”

B Zeigt: G demonstrierbar gdw. ∼ G demonstrierbar.
Also: Falls PM konsistent, dann ist G nicht demonstrierbar.

Hinweis: Das ist eine Vereinfachung der ursprünglichen
Argumentation von Gödel; dieses stärkere Resultat wurde von
Barkley und Rosser 1936 gezeigt
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4. Satz: Das Finale

Gödel’s Vorgehen:

A Konstruiert PM Formel G für Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formel G is nicht demonstrierbar in PM”

B Zeigt: G demonstrierbar gdw. ∼ G demonstrierbar.
Also: Falls PM konsistent, dann ist G nicht demonstrierbar.

C Zeigt: Obwohl G nicht demonstrierbar ist in PM, so ist die
durch G beschriebene arithmetische Eigenschaft dennoch wahr.
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C Zeigt: Obwohl G nicht demonstrierbar ist in PM, so ist die
durch G beschriebene arithmetische Eigenschaft dennoch wahr.

D Verknüpft B und C: PM muss unvollständig sein, weil G wahr
ist, aber nicht demonstrierbar. (Erster Unvollständigkeitssatz)
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C Zeigt: Obwohl G nicht demonstrierbar ist in PM, so ist die
durch G beschriebene arithmetische Eigenschaft dennoch wahr.

D Verknüpft B und C: PM muss unvollständig sein, weil G wahr
ist, aber nicht demonstrierbar. (Erster Unvollständigkeitssatz)

E Konstruiert PM Formel A für Aussage: “PM ist konsistent”
Konstruiert PM Formel A ⊃ G und zeigt Demonstrierbarkeit in
PM.
Argumentiert: Annahme A demonstrierbar, dann auch G
demonstrierbar (‘rule of detachment/modus ponens’).
Widerspruch zu B. Also A nicht demonstrierbar in PM.

(Zweiter Unvollständigkeitssatz)
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4. Satz: Das Finale

Mehr Details zu

A Konstruiert PM Formel G für Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formel G is nicht demonstrierbar in PM”

◮ Wir kennen bereits die PM Formel DEM(x , z):
“Die Formelsequenz mit Gödelnummer x ist ein Beweis (in
PM) für die Formel mit Gödelnummer z .”

◮ (∃x)DEM(x , z):
“Die Formel mit Gödelnummer z ist demonstrierbar.”

◮ ∼ (∃x)DEM(x , z):
“Die Formel mit Gödelnummer z ist nicht demonstrierbar”

◮ Wir bilden nun eine sehr geschickt gewählte Instanz dieser
Formel!
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4. Satz: Das Finale

Mehr Details zu

A Konstruiert PM Formel G für Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formel G is nicht demonstrierbar (in PM)”

◮ ∼ (∃x)DEM(x , SUB(y , 17, y))
“Die Formel mit Gödelnummer sub(y , 17, y) ist nicht
demonstrierbar.”

◮ Sei nun n die Gödelnummer obiger Formel
◮ Bilde dann Formel G : ∼ (∃x)DEM(x , SUB(n, 17, n))

“Die Formel mit Gödelnummer sub(n, 17, n) ist nicht
demonstrierbar.”

◮ G ist definit (keine freien Variablen); G hat Gödelnummer g

◮ Es gilt: g = sub(n, 17, n)
◮ Lese also G als:

“Die Formel mit Gödelnummer g ist nicht demonstrierbar.”
“Die Formel G ist nicht demonstrierbar.”
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4. Satz: Das Finale

Mehr Details zu

B Zeigt: G demonstrierbar gdw. ∼ G demonstrierbar.
Also: Falls PM konsistent, dann ist G nicht demonstrierbar.

◮ Annahme G , d.h. ∼ (∃x)DEM(x , SUB(n, 17, n)),
demonstrierbar in PM.

◮ Dann: Die Meta-Mathematische Aussage “Es existiert eine
Demonstration von G in PM” ist wahr.

◮ Dann: (∃x)DEM(x , SUB(n, 17, n)) demonstrierbar in PM.
Widerspruch zur Annahme der Konsistenz von PM.

◮ Annahme: (∃x)DEM(x , SUB(n, 17, n)) demonstrierbar in PM.
◮ Dann: G , d.h. ∼ (∃x)DEM(x , SUB(n, 17, n)), demonstrierbar

in PM. Widerspruch zur Annahme der Konsistenz von PM.
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4. Satz: Das Finale

Gödel’s Vorgehen:

A Konstruiert PM Formel G für Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formel G is nicht demonstrierbar in PM”
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4. Satz: Das Finale

Gödel’s Vorgehen:

A Konstruiert PM Formel G für Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formel G is nicht demonstrierbar in PM”

B Zeigt: G demonstrierbar gdw. ∼ G demonstrierbar.
Also: Falls PM konsistent, dann ist G nicht demonstrierbar.

Hinweis: Das ist eine Vereinfachung der ursprünglichen
Argumentation von Gödel; dieses stärkere Resultat wurde von
Barkley und Rosser 1936 gezeigt
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4. Satz: Das Finale

Gödel’s Vorgehen:

A Konstruiert PM Formel G für Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formel G is nicht demonstrierbar in PM”

B Zeigt: G demonstrierbar gdw. ∼ G demonstrierbar.
Also: Falls PM konsistent, dann ist G nicht demonstrierbar.

C Zeigt: Obwohl G nicht demonstrierbar ist in PM, so ist die
durch G beschriebene arithmetische Eigenschaft dennoch wahr.
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4. Satz: Das Finale

Gödel’s Vorgehen:

A Konstruiert PM Formel G für Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formel G is nicht demonstrierbar in PM”

B Zeigt: G demonstrierbar gdw. ∼ G demonstrierbar.
Also: Falls PM konsistent, dann ist G nicht demonstrierbar.

C Zeigt: Obwohl G nicht demonstrierbar ist in PM, so ist die
durch G beschriebene arithmetische Eigenschaft dennoch wahr.

D Verknüpft B und C: PM muss unvollständig sein, weil G wahr
ist, aber nicht demonstrierbar. (Erster Unvollständigkeitssatz)
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4. Satz: Das Finale

Gödel’s Vorgehen:

A Konstruiert PM Formel G für Meta-Mathematische Aussage:
“Die Formel G is nicht demonstrierbar in PM”

B Zeigt: G demonstrierbar gdw. ∼ G demonstrierbar.
Also: Falls PM konsistent, dann ist G nicht demonstrierbar.

C Zeigt: Obwohl G nicht demonstrierbar ist in PM, so ist die
durch G beschriebene arithmetische Eigenschaft dennoch wahr.

D Verknüpft B und C: PM muss unvollständig sein, weil G wahr
ist, aber nicht demonstrierbar. (Erster Unvollständigkeitssatz)

E Konstruiert PM Formel A für Aussage: “PM ist konsistent”
Konstruiert PM Formel A ⊃ G und zeigt Demonstrierbarkeit in
PM.
Argumentiert: Annahme A demonstrierbar, dann auch G
demonstrierbar (‘rule of detachment/modus ponens’).
Widerspruch zu B. Also A nicht demonstrierbar in PM.

(Zweiter Unvollständigkeitssatz)
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Diskussion

David Hilbert
(1862-1943) 23 Probleme (1900)

◮ Einflussreichster Mathematiker seiner Zeit, breites Arbeitsspektrum

◮ Grundlagen der Geometrie (1899)

◮ Hilbert’s Programm – Logische Fundierung der Mathematik
◮ 1900–1917: Formuliert Programm; gewinnt Mitstreiter
◮ 1917–1930: Vorlesungen mit Bernays und Behmann (1917-1921), Logik

1. Stufe, Arbeit am Programm (inkl. Widerspruchsfreiheit der Arithmetik),
Lehrbuch Grundzüge der theoretischen Logik (1928, mit Ackermann)

◮ nach 1931: Moderne Beweistheorie
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