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Inhalt des Vor trag

Vision eine leistungsfägigen und integrierten
mathematischen Assistenzsystems

Prototyp entwickelt an der Uni des Saarlandes:

(AG Prof. Siekmann)
Demonstration durch: M. Pollet und A. Fiedler

12:30 Uhr, Foyer
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Mathematisc he Assistenzsysteme

Assistenzsystem für die Mathematik:

Beweisen mathematischer Aussagen

Mathematische Berechnungen

Verwaltung mathematischen Wissens in Datenbanken

Multi-modale Interaktion mit dem Mathematiker:
Graphische Repräsentation, Hypertext, Dialog

Lehren mathematischer Inhalte

Exploration neuen mathematischen Wissens

Verifikation mathematischer Texte

� Ressourcenbündelung erforderlich
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Beweisen mathematisc her Aussa gen

Frege, Russel, Hilber t Prädikatenkalkül und Typentheorie als
formale Basis für die Mathematik
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Beweisen mathematisc her Aussa gen

Robinson (1965): Resolutionskalkül als Grundlage zur Automatisierung

Bild: Jörg Siekmann
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Beweisen mathematisc her Aussa gen

Erfolge: Robbins Lemma wurde erstmals bewiesen mit Maschine (EQP) in 1997
Beispielbeweis durch OTTER für:

%&

ist irrational

Problemeingabe Beweisausgabe
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Beweisen mathematisc her Aussa gen:

Beweisplanen: Domänenspezifisches Schließen auf abstrakterer Ebene

'( )*+ ,( - '( )*+ ,( . '( )*+ ,( /

Beispiele für Beweismethoden:

Diagonalisierungsprinzip

Induktionsbeweis�

heuristische Steuerung

Klassische Automatische Beweiser:

Integration in Beweismethoden

und in Steuerungsheuristiken
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Beweisen mathematisc her Aussa gen:

Beweisplanen: Domänenspezifisches Schließen auf abstrakterer Ebene

'( )*+ ,( - '( )*+ ,( . '( )*+ ,( /

Überprüfung der Korrektheit
durch . . .
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Beweisen mathematisc her Aussa gen:

Beweisplanen: Domänenspezifisches Schließen auf abstrakterer Ebene

'( )*+ ,( . '( )*+ ,( /

Beweisverfeinerung (Expansion)
über mehrere Ebenen
. . .
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Beweisen mathematisc her Aussa gen:

Beweisplanen: Domänenspezifisches Schließen auf abstrakterer Ebene

'( )*+ ,( . '( )*+ ,( /

evtl. unterstützt durch
klassische Automatische Beweiser . . .
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Beweisen mathematisc her Aussa gen:

Beweisplanen: Domänenspezifisches Schließen auf abstrakterer Ebene

'( )*+ ,( . '( )*+ ,( /

abschließende Verifikation auf der
elementaren Logikebene
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Beweisen mathematisc her Aussa gen:

Beweisplanen: Domänenspezifisches Schließen auf abstrakterer Ebene

0

MEGA Beweisobjekt

132547698�:�;=<�8> ?@AB
CDAE FG

HIKJ LMNO L P MQ Q R PSNT

UVKW XKY M Z M [KY M \N L] MN S^ Y [ ]O LVQ TP M Q Q R Z I_ YO L
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Beweisen mathematisc her Aussa gen:

Beweisplanen: Domänenspezifisches Schließen auf abstrakterer Ebene

Überbrückung des Kommunikationsproblems

132947658�:�;=<�8> ?@AB
CDAE FG

HIKJ LMN O L P M Q Q R PSN T

U VKW XKY M Z M [KY M \N L ] MN S^ Y [ ]O LVQ TP MQ Q R Z I_ YO L

OTTER

SPASS

PROTEIN

EQP

...

Aufruf des ATP

Transformation zu ND−Beweis

Rekonstruktion des ATP−Beweises

Transformation in Repräsentation des ATP

TRAMP

M
at

hW
eb

ATPs

Teilproblem

(in OMEGA Sprache)
ND−Teilbeweis 
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Computer Alg ebra Systeme

Erste Rechenmaschine: Abakus (ab ca. 500 v. Chr.)

Wilhelm Schickard’s Rechenmaschine
(1592 - 1635)

MathPert System (Michael Beeson)

Heutige Systeme: Derive, MAPLE, MathCad, Mathematica, Reduce, . . .
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Computer Alg ebra Systeme

Komplementäre Schwächen und Stärken von Beweisern und Computer
Algebra Systemen

Beweiser: Schwächen bei der Symbolischen Berechnung

Berechnung als Beweissuche

logische Repräsentationen schlecht für Berechnung

Computer Algebra Systeme: Schwächen beim Symbolisches
Schließen; eingeschränkte Tauglichkeit als Beweiser

Algorithmen abstrahieren von Nebenbedingungen

Bsp.:

` aKb caKb c gilt nur falls � d e

f Integration von Beweisern und CAS erstrebenswert
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Computer Alg ebra Systeme:

'( )*+ ,( - '( )*+ ,( . '( )*+ ,( /

Computer Algebra Systeme:

Integration in Beweismethoden

und in Steuerungsheuristiken

c

�

Christoph Benzmüller 2003



Computer Alg ebra Systeme:

Überbrückung des Kommunikationsproblems

1g2947698�:h;=<�8> ?@AB
CDAE FG

HIKJ LMN O L P M Q Q R PSN T

U VKW XKY M Z M [KY M \N L ] MN S^ Y [ ]O LVQ TP MQ Q R Z I_ YO L

Aufruf des CAS

Transformation zu ND−Beweis

Rekonstruktion der CAS−Berechnung

Sapper

M
at

hW
eb

CASs

Berechnungsproblem

(in OMEGA Sprache)
ND−Teilbeweis 

COSIE
Transformation in Repräsentation des CAS

MAPLE

MATHEMATICA

...

...
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Mathematisc hes Semantisc hes Web:

MATHWEB-sb: Ein Netzwerk mathematischer Service Systeme im Internet
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Mathematisc he Wissensbanken

Ontologie mathematischer Theorien: Mengen, Relationen,
Funktionen, . . . , Gruppen, . . . , natürliche Zahlen, . . . , relle Zahlen,
. . .

Theorie: Definitionen, Axiome, Lemmata, Theoreme, Beweise, . . .

komplexe Vererbungshierarchie gemäß Ontologie

Eindrucksvolle mathematische Wissensbank: MIZAR ( � � �7� � ��� �� � � � �)
Journal of Formalized Mathematics, Volume 15, 2003
Table of contents
. . .
4. On the Hausdorff Distance Between Compact Subsets by Adam Grabowski
5. Chains on a Grating in Euclidean Space by Freek Wiedijk
6. Bessel’s Inequality by Hiroshi Yamazaki, Yasunari Shidama, and . . .
. . .
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Mathematisc he Wissensbanken:

MBASE

grosse mathematische Wis-
sensbank

aus

0

MEGA Projekt hervorge-
gangen

Import von MIZAR Daten nach
MBASE möglich

Kooperation mit
M. Kohlhase, CMU, USA

Theorem Prover:needs structured and adjusted data

syntactic filtering of dataDatabase:

heterogenous

data
’syntactic’ requests

uniform, adjusted
data

’semantic’ requests

Mediator: semantic filtering of data
collecting of data

structuring and unifying of data
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Interaktion mit dem Mathematiker:

Warum überhaupt Benuzterinteraktion?

auf längere Zeit nicht eliminierbar

wichtig für Ausbildung und Lehre

Idealerweise Kommunikation mathematischer Inhalte durch

Textuelle Repräsentationen

Graphische Repräsentationen: Beweisgraphen, Diagramme, . . .

Maus, Hypertext

Natürlichsprachige Kommunikation

. . .

Wichtig auch

Pro-aktives versus passives mathematisches Assistenzsystem
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Interaktion mit dem Mathematiker:
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Interaktion mit dem Mathematiker:
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Interaktion mit dem Mathematiker:

Dynamische Generierung von Vorschlägen durch Pro-aktive Agenten

Proof

Selector

and/or

User

Suggestions

Interactive

Rule 2

Rule 1

Rule 3

Rule 4

Rule 4

Rule 3

Rule 1

Partial

* *
****

***
*****

**
****
******
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Lehren mathematisc her Inhalte:

Behauptung: Die Mathematikausbildung wird sich durch den Einsatz
mathematischer Lernumgebungen und mathematischer Assistenzsysteme
entscheidend verändern. f Siehe Vortrag von Erica Melis um 14:30

Beispiel der Verwendung von

0

MEGA:

zur interaktiven Bearbeitung von Beispielaufgaben in der
Mathematik-Lernumgebung ACTIVEMATH

zur unterstütztenden Steuerung eines natürlichsprachigen tutoriellen
Dialogs
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Lehren mathematisc her Inhalte:

Tutor -1:
Bitte zeigen Sie :


� � � ��� 
� � � � 
� � � � � 
� � � �
Student-1:
( � � � � � �  ) nach deMorgan-Regel-2 ist


� � � ��� 
� � � �� � � � � � � �

Tutor -2:
Das ist richtig.
Student-2:
( � � � � � �  ) � � �

ist laut DeMorgan-1

� � �
Tutor -3:
Das stimmt auch.
Student-3:
( � � � � � �  ) und

� � �

ist ebenfalls laut DeMorgan-1

� � �

Tutor -4: Auch das stimmt.

. . .
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Exploration neuen mathematisc hen Wissens

Können Maschinen neue mathematischen Beweise finden?
Antwort bereits geliefert Ja

Frage nun:
Können Maschinen neue mathematische Strukturen entdecken?
Antwort (eingeschränktes) Ja

Beispiel: HR System (Simon Colton, Imperial College, London)
hat neue Integer-Sequenzen entdeckt für Encyclopedia of Integer
Sequences

Ziel vorerst:

Unterstützung des Mathematikers bei Exploration
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Verifikation mathematisc her Publikationen

Ziel:

Überprüfung der Korrektheit
mathematischer Publikationen
durch mathematische Assistenz-
systeme

Erste Verlage/Journale denken bereits
über machinenüberprüfbare Beweise
nach . . .
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Zusammenfassung

spannendes, ambitioniertes und multi-disziplinares Forschungsfeld0

MEGA-Team eines der weltweit größten Teams auf diesem Gebiet

Ressourcenbündelung durch Kooperationen erforderlich

An UdS: DFKI, SFB 378, Computerlinguistik (Prof. Pinkal)

EU Netzwerke:
CALCULEMUS (

0

MEGA-Team ist Coordinator), MKMNet

Carnegie Mellon University, USA

The University of Edinburgh, Scotland

The University of Birmingham, England

Cornell University, USA

. . . viele weitere Kooperations-Partner . . .
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Demonstration: Direkt nach Vor trag

Theorem:

¡ e

is irrational.

Proof: (by contradiction)
Assume

¡ e

is rational, that is, there exist natural numbers ¢� £ with no
common divisor such that

¡ e ¢ ¤ £. Then £ ¡ e ¢, and thus

e £ c¥ ¢ c .
Hence ¢ c is even and, since odd numbers square to odds, ¢ is even; say¢ e ¦

. Then

e £ c  
 e ¦ � c§ ¨ ¦ c

, that is, £ c  e ¦ c
. Thus, £ c is even too,

and so is £. That means that both £ and ¢ are even, contradicting the fact
that they do not have a common divisor.

Demonstration durch: Martin Pollet und Armin Fiedler
12:30 Uhr, Foyer
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Demonstration: Direkt nach Vor trag

Proof:
Let

&

be a common divisor of © and ª if © is even and ª is even for all ª « ¬
for all © « ¬

. Let© be even if and only if ©  is even for all © « ¬

. Let there be a ª « ¬
such that there exists a® « ¬

such that ©¯ ª° ® and there is no

± « ¬

such that

±

is a common divisor of ª and ® for
all © « ²

.
We prove that

%&

isn’t rational by a contradiction. Let

% &

be rational.
Let ³ « ¬

and let there be a dc ´µ « ¬

such that

% & ¯ ³ ° dc ´µ and there doesn’t exist a
dc  ¶· « ¬

such that dc  ¶· is a common divisor of ³ and dc  ´µ .
Let � « ¬

, let

%& ¯ ³ ° � and let there be no dc  ¶µ « ¬
such that dc  ¶µ is a common divisor

of ³ and �.
We prove that �  ° & ¯ ³  in order to prove that there is a dc ¸ ¶ « ¬

such that �  °& ¯ dc ¸ ¶ . �  ° & ¯ ³  because

% & ¯ ³ ° �.
Hence �  is even. Hence � is even since � « ¬

. Thus there exists a dc· ¹ · « ¬

such that �° & ¯ dc· ¹· .
Let

º « ¬

and let � ° & ¯ º

.

& « ¬
.

We prove that ³  ° & ¯ º 

in order to prove that there is a dc·» · « ¬

such that ³  ° & ¯ dc·» · .³  ° & ¯ º 

since �  ° & ¯ ³  and � ° & ¯ º
.

That implies that ³  is even. That leads to even ³ because ³ « ¬

. That leads to a
contradiction because � « ¬

, ³ « ¬
, there is no dc  ¶µ « ¬

such that dc  ¶µ is a common
divisor of ³ and �, � is even and

& « ¬

.
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