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Automatisches Beweisen In €2

Ziel: Unterstlutzung des (2-Beweisplaners

Beweisplaner
A

Tellproblem
Tellbewes

voIIautom_atischer
Bewea saer

Planungsebene:

Arbeitsprache hoherer Stufe

— Beweiser hoherer Stufe

LEO: Logic Engine for Omega
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LEO (Logic Engine for Omega)
Ein automatischer Beweiser
hoherer Stufe

Basis: Resolutionskalkul hoherer Stufe
e Klauseltransformation
e Pra-Unifikation

e Resolution, Faktorisierung, primitive Sub-
stitution

Anwendungsgebiet: Mathematik

Problem: Gleichheitsbehandlung
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Resolution

N*vC MPVD a#5, a,ﬁE{T,F}R
e

S
CVDVN#'M

NV M*v C

Fak
M*VCVN#£"M

(nyﬁ)a VC P subst. fiir FT
(B, UMV OV E#£"P

Prim

P ist ein allgemeinster Term von Typ ~, mit einer
logischen Konstanten K ¢ {-,Vv,N?3 € T} als Kopf-

symbol

CVEVEs
C

RP
E, =X #7 A1v... VX # A, wobei die X' sonst

nirgends in £V &, frei auftreten und
CeCNF(oc(C)VE)
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Leibnizgleichheit

= = AXaAYa(\v/P(){—)OPX = PY)

Beispiel:

Kodierung der Gleichung Lo = Ra

C = (Pa—>oLa)F Vv (POé—>OROé)T

Problem:
Flexible Literale durfen durch die Regel
der primitiven Substitution instanziiert wer-

den:

o [ [(AXa.~(P3_,X)) / P]
C— (PILYT v (PlR)F

® [(AXO&-(PO%—WX) \% (Po:?—wX)) / P]

C — (P2 v (P2R)T v (P3R)T
(P3L)Y v (P2R)T v (P3R)T

o |[(AXo.M™(P2_, ., X))/ P]| f jed. Typ =
C — (PLVO)F v (PPRW)T

e ... weitermachen auf neuen Klauseln
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Spezielle Verfahren zur
Gleichheitsbehandlung auf
hoherer Stufe

Vorgehen:
Orientierung an erster Stufe und Ubertragung
auf hOhere Stufe

e | Termersetzung

e |Differenzreduzierung

Auswahl:

1. Paramodulation

2. RUE-Resolution kombiniert mit verall-
gemeinerter Rippling-Technik

3. ...777. .
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Resolution (mit primitiven
Symbolen =)

N*vC MPvD a 7= 3, a,ﬁE{T,F}R
(]
CvDV(N=M

NV M*vVv C

FFak
MYV CV (N =M)

(FVW)O‘ VC P subst. fir FT

— Prim
(F,UM*v eV (F=rpr)!

P ist ein allgemeinster Term von Typ ~, mit einer
logischen Konstanten K € {-,Vv,M% 3 € T} als Kopf-
symbol

CVEVEs
C

RP
=X #7 A1v.. . VX #7 A, wobei die X" sonst
nirgends in £V &, frei auftreten und

CeCNF(o(C)VE)
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Erinnerung an
Paramodulation erster
Stufe

Paramodulationsregel.

A[TIvC L=RvVD o(T)=o(L)
o(A[R] vV CV D) ara

Reflexivitatsaxiom:

X=X

Wird benotigt zum Eliminieren von Litera-
len =S =T, falls S und T unifizierbar.
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Paramodulation hoherer
Stufe

Regel:

(AlTgh*vC (Lg=Rg)'vD
(A[RDeVC VDV (T =L)F

Para

Vorsicht falls T Variablen enthalt, die in A[T] gebun-

den sind

e kein Reflexivitatsaxiom oder entspr. Re-
gel notwendig

(Aoz—>ﬁ = Baﬁﬁ)T\/C

Ext
(Aa_ﬁZa = Ba_ﬁZa)T v C

Vorteil. weniger flexible Literale

Problem: Bestimmung von T (wiein FOL)
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Erinnerung an
RUE-Resolution erster
Stufe

RUE-Regel: (Resolution by Unification and Equality)

AvC —-BVD

RUFE
O‘(C V D) V —l(LZ' = RZ) [Li, RZ] e M

wobei o bel. und M bel. Differenzmenge von o(A)
und o(B)

NRF-Regel: (Negative Reflexive Function)

S=TvVvC

RUFE
c(C)V—-(L;=R;) [L;,R]eM

wobei o bel. und M bel. Differenzmenge von o(S)
und o(T)

Bsp. fur Differenzmenge:
A= P(g9(f(z),b), f(a)), B := P(g(h(a),b), f(b))
> M = {[f(z),h(a)],[a,b]}
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RUE-Resolution hoherer
Stufe

Beobachtung: Resolutionsregel hoherer Stu-
fe erinnert sehr stark der RUE-Resolution
auf erster Stufe

Resolutionsregel = RUE-Regel.

N*vC MPVD a#5, a’ﬁE{T’F}RE

2 S
CVvVDV(N=M)

NRF-Regel: durch Unifikation

Problem: Differenzmengenbestimmung

(fIn = gRn) vC

D
Cv(f=9)F V(L1 =R)F V..V (Ln=RB)"

((Aq = Bo) = (Ca = D)) v b
(Aoz — Da)F \% (Ba — Ca)F v °

(Aog—>ﬁ — Ba—>ﬁ)T VO

Ext
(Aoé_ﬁZa = Ba_>/8Za>T vC
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RUE-Resolution und
verallgemeinerte
Rippling- Technik

Ziel: Eliminieren von negierten Gleichheits-
literalen (S = T)¥

e Ermitteln der syntaktischen Differenz zwi-
schen S und T

e Auswahl (Heuristiken) von Gleichungen
(L; = R;)! zur Reduzierung dieser Dif-
ferenz

e Anwendung von Gleichungen mithilfe der
Rippling-Technik
(Gefarbte Unifikation hoherer Stufe be-
reits definiert durch Dieter Hutter und
Michael Kohlhase)
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Beispiel

Fur jede Funktion F', die Komposition zwei-
er Funktionen G und H ist, qilt: Falls G
und H einen gemeinsamen Fixpunkt besit-
zen, dann hat auch F' einen Fixpunkt.

VFaa.
[3Ga—a.3Ha—a{F = A Xa.G(HX))} A
(IY,.GY =Y AY = HY}]
= {IXo.FX = X}

CNF mit primitiven =¢:

1[(F~X = X)¥ 21 (F- = OX.G-(H- X)L
3 (Y =HY ) |4/ (H Y =Y)T

CNF mit Leibnizgleichheit:

la| (P (F—xX)T 1b| (P X)F
2| (P )Y v (PoOOX.G—(H- X)L
3| (P3(GTY ) v (Psy )T
41 (Y )P v (Pa(H Y )
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Beweis mit
Leibnizgleichheit

la

(P (F—X)T 1b| (P X)¥

2
3
4

(PoF )P v (Po(AX.G=(HX))?T
(P3(GTY NE v (Psy )T
(PaY )P v (Pa(HY )T

Res

1a||2

5

(PAX.G=(H- X))V (P (F~X) = PF )"

Uni*([(\Y.P; (Y X)) / P]) |5], RP:

5!

(P (G (H-XON'

Prim([(AX.—~(PsX)) / P4]), RP(mit CNF):

41

(Ps(H™Y )" v (PsY )"

Res

5114 |

6

(PsY )" v (P (G (H X)) = (Ps(HY))"

Uni*([(\Y.P;(G-Y)) / Ps), [y~ / X]) [6], RP:

6!

(Pr(GTY7)!

Res

6|3

-

(PY )TV (P (GY™)=P3(G Y )

Uni*([(\Y.PY) / Ps]) [ 7] RP:

7| (PrY )T
Res |7'||1b|, Uni*([Y~ / X]):
7 N
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Beweis mit Paramodulation

1[(F~X = X)¥ 21 (F~ = OX.G-(H- X)L

3/ (GY =Y ) |4|(Yy =H Y )

Para [2|in |1, Uni*([]):
5| (G(H X)=X)¥

Para |4|in |5] Uni*([Y~ / X]), RP:
6| (GTY =Y )

Res |3|]|6/|, Uni*([]):
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Res

Beweis mit

RUE-Resolution

(F-X = X)¥ 21 (F— = OX.G-(H-X)))T
(GY =Y ) 4| (Y =H Y )

3

1 .

5

Uni*([Y~ / X]) |5

((G_.Y_ =Y )=(F X =X)Ff

51

Ext

2 .

6

51.

Y8k

uni*([y~ / XD [7']

(GTY =FY )
(F—Z =G (H 2))¥
((F—Z =G (H 2)=(G Y =FY )

"N(F~Z=FY )=(G (H Z2)=G Y ))¥

7I(HY =Y)F
Res | 7" | |4, Do, Uni*:
S| |
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Zusammenfassung

e keine Leibnizgleichheit verwenden
e spezielle Verfahren entwickeln

e crste Ideen zu Paramodulation und RUE-
Resolution

Aufgaben

e Paramodulation weiter untersuchen
e RUE-Resolution weiter untersuchen
e verallg. Rippling-Technik / Heuristiken

e Kombination mit RUE-Resolution
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Beispiel Paramodulation

(pa—o(faa) = (FXa.p(gXb))) The CNF of
the negated theorem is:

1| AX.fXa = AX.gXb)T

2| (p(faa))®
3] (p(gXTH))E

Para(l1|in|2)] :|4|(p((AX.gXb)a))TV(fa = I\X.fXa)"
B-Red({4) : 15| (p(gab))T Vv (fa = AX.fXa)"
Res(|5]/3) :16|(fa=XX.fXa)!V(p(gab) = p(gXTb))F
Sim(6)):17|(faZ = (MX.fXa)Z)!'V(p(gab) = p(gXTb))F
B-Red(|7)) : |9 (faZ = fZa)" Vv (p(gab) = p(gXTb))"
SiIm(9) : (10| (e = 2)F v (Z = a)¥ VvV (p(gab) =
p(gXtb))"

Sim(10) : 11| (a = 2)F v (Z = a)F V (p(gad) =
p(gXTb))"

Uni*({ 11| mit [a/Z]) : 12| (p(gab) = p(gXTb))F
Sim(12) :|13]| (gab=gXTb)F

SiMm(13) : |14 | (a= XTI v (b=0b)F

Uni*((14] mit [a/X]) : [15] O

1
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Beispiel RUE-Resolution

We again proof AXq,.fa—aXa = AXq.9a—aXb =
(pa—o(faa) = (IXa.p(gXb))) The CNF of
the negated theorem is:

1| AX.fXa=AX.gXb)T

2| (p(faa))?
3] (p(gXTH))F

Ext(1) : [4] (OX.fXa)Z = (AX.gXb)Z)T
B-Red(4)) : [5] (fZa = gZb)T

Res(|2]/3)) : [6] (p(faa) = p(gX+b))"

Sim(6) :|7|(faa = gXb)¥

Res((5(|7) : 18| ((fZa = gZb) = (faa = gXb))
Sim(8)) : (9| (fZa = faa)" VvV (¢Zb = gXb)F
Sim*(9) : 10| (f=f)FVZ=a)'V(e=a)'V(g=
NFv(Z=X)'v((b=0b)F

Sim*(10) : 11| (Z=a)F' v (Z = X)F

Uni*(|11)) : [12]| O
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Klauseltransformation

R.CV (AN B)!
RAT:R).C Vv B!

R.CV (AN B)!
R.Cv AT

RC(/\Z) RC(/\T)

R.CV (AA B)F
R.C Vv AF v BF

RC(V)

R.CV (mA)F
R.CV AT

R.CV (=A)!
R.C Vv AF

RO(=1) RC(—)

R.C vV (N¥A)!
R.CV AX!T

RC(V)

R.C Vv (MN*A)F
RU (Free(A) x {X 1).CV (AX)F

RC(3)
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Simplifikation

(AXqnA) = (A\Ya.B) AE  Za neue Variable

= Sim ()
[Z/ XA ="[Z/Y]BAE

(AXa.A) =" BAE Z ¢ Dom(I")
[Z/ XA =7 (BZ)NE

Sim(eta)

ENTo
E

_7
Sim(Ty) A= 8A NE Sim(triv)

WU =" BV A E
Ul ="VIA. .. AU"="VAE

Sim(dec)
h Konstante, negative oder lokal gebundene Variable
e terminierend und konfluent

e Sim-Normalformen: hU™ =° kV", wobei
h und k& Konstanten oder Variablen
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Unifikation/Pra-Unifikation

Sim-Regeln werden um folgende Regeln erganzt:

REFU" =" FVAE
RU'="VIA. .. AU"="V"AE

dec

REUT="hVAE G subst. fur Ftin R

— — flex/rig
R.F="GA[G/FI(FU =" hV AE)

o Flex-Flex Paare werden als pra-gelost an-
gesehen

e Regeln nicht anwenden auf pra-geloste
Paare

e Regeln nur auf Sim-Normalformen an-
wenden

e Sim-Normalisierung nach jeder Regelan-
wendung
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Beispiel

Fur alle Funktionen G, die Iterierte einer
Funktion F' sind, gilt: Falls F' einen Fixpunkt
hat, dann hat auch G einen Fixpunkt.

VGaoa.[3 Fasa.
{VP(a—a)—o- PFAY oo [PJ = P(AXo.F(JX))]
= PG} A {3Xo0.FX = X}]
= IV, GY =Y

CNF (mit primitiven =,)

1| [(P,J)] : (PF)Y v (PG v (PJ)T
2 (P, J)] : (PF))Y v(PGH)T v

(P Xao. F~(J~-X)))E
3 (F X~ =Xx")T 4l (GTY =)

CNF (mit Leibnizgleichheit)

=%= (AXa@.A\Ya.(VLa—o.LX = LY))

3| (BE(F~ X" ) v(EX)T
4al [(Y,L)] : (L= (GY)T
4b| [(Y,L7)] : (L=Y)¥
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Beweis mit Paramodulation

2|1 [(P,J7)

3| (F-X-

Res|1||3¢

1| [(P,J)] : (PF)Y Vv (PG)T v (PJ)T

] : (PFO)PV(PG)TV(PAXo. F~(J-X)))F
= X)' 41 (GY =Y)F

5 (PGHIVPI)IV(PF)=(F X =X))F

Uni*([(\Ya—so .YX~ = X") / P]) [5] RP:

5 (G X =X)I'vJ X =Xx)T

Res |5 || 4

, Uni*([X~ / Y]), RP:

6] (J- X =X)T

....... analoge Ableitung anwenden auf |2 ..... :

8| (F~

(J X)=X)F

Para |6 in

8], uni*([]), RP:

9| (F~

Res |93

X—=X")F

, Uni*([]):

10| W
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Beweis mit
RUE-Resolution

1| [(P,J)]: (PF)Yv(PGHT v (PJ )T

21 [(P,J)] : (PF ) V(PGH)TV(P\Xo.F-(J-X)))F

3| (F-x—=Xx)T 4l (GY =Y)F

Res|1||3
5 (PGH)TV(PI)IV(PF)=(F X =X))F

Uni*([(\Ya—e.YX- = X") / P]) [5] RP:
5 (G- X" =Xx)v((J X =x)T

Res |5'|[4], uni*([X~ / Y]), RP:
6| (J X =x)T

....... analoge Ableitung anwenden auf |2 ..... :
8| (F(J X )=X)F

Res |8 |3
I((F(J X)=X")=FX"=x")"

Uni*([]) |9 |
9|(J X =X)F

Res |9'||6], Uni*([]):
10 W
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4a

Beweis mit
Leibnizgleichheit

1| [(P,J)]: (PF)F v (PGHT v (PJ)T
21 [(P,J)] : (PF ) V(PGH)TV(P\Xo.F-(J-X)))F
3| (E(F~ X" ) v(EX)T

(Y, L)) (L (G7Y))! 4b | [(Y,L7)] : (L7Y)F

Prm([(AXo—a~(Hay—oX)) / P]) [2], RP:

Res

5

(HF)T v (HG)F V (HOAX .. F~(J-X)))T

5

3

Res

6

(HG)E vV (HOX o F-(J- X))V (EX)TV
(HF~ #"E(F~X7))

4a |

(HOXo.F~(J- X)) V(EX )TV
(HF~ #°' E(F- X)) V(HG #" L~ (G7Y))

Uni*([(AXa—a.L~(X2)) / H|[Z / Y] [T] RP:

77

(L(F~(J2))'v(EX)Tv
(L~ (F~2) #"E(F~X7))

Uni*([((0Xa.L~X) / E),[X~ / 2] | 7] RP:

Res

771

(L=(F (X)) v LX)

71!

4bl, Uni*([(F~(J-X")) / Y]), RP:

8

(L=X7)"

Res | 8

4b|, Uni*([X~ / Y]), RP:

9
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