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Introducciéon

El origen del problema se remonta a las llamadas guerras judeo-romanas, durante
el siglo I. Segun cuenta el historiador judio Flavio Josefo, él y cuarenta soldados
camaradas fueron capturados por los romanos después de la caida de Jotapata.
Antes que rendirse, decidieron acabar ellos mismos con sus vidas. Para hacerlo, se
dispusieron en un circulo y acordaron que irian contando de tres en tres, de forma
que cada tercer soldado seria ejecutado por la persona de su izquierda. El ultimo
hombre que quedara con vida tendria que suicidarse. Segin cuenta la leyenda, Josefo
calculé rapidamente cual seria la posicion del iltimo hombre en morir para colocarse
alli, y una vez hubieron muerto sus compatriotas, se entregé a los romanos. Josefo,
sin embargo, en su obra Las Guerras de los Judios, Libro III, Capitulo 8, dice que
el orden de ejecuccién fue determinado por sorteo, y que él y su mejor amigo se
salvaron tal vez por azar, o quizas por la divina intervencién en el sorteo.

El problema que nos ocupara reaparece en la Edad Media, en la obra de Abraham
ben Meir ibn Ezra (1092-1167), més conocido como Rabbi Ben Ezra, uno de tantos
escolares judios que vivieron y estudiaron en el Califato de Cérdoba.

Otras versiones del problema aparecen en la mateméatica oriental. Un ejemplo
es el libro datado en 1627, del matematico japonés Yoshida Koyu llamado Tratado
sobre los grandes y pequenos niumeros, en que se explica la version japonesa del
problema de Josefo. En ésta se ve involucrada una familia con 30 hijos, la mitad
de ellos del primer matrimonio del padre, y la segunda de su segunda mujer. Para
elegir al heredero de las propiedades de sus padres, se disponen los treinta en un
circulo y se empieza a contar de diez en diez, de forma que el décimo de cada
tanda es eliminado. La madre del primer matrimonio dispone a sus hijos de forma
que los quince primeros eliminados sean los de la otra mujer, pero cuando ya han
sido eliminados 14, el padre decide cambiar el sentido de giro. Asi, todavia hay
una oportunidad para el hijo del segundo matrimonio que no ha sido eliminado. El
problema es hallar la posiciéon que debe ocupar.

El problema clasico

Problema 1. Se tienen n personas numeradas entorno a un circulo esperando ser
ejecutadas. Empezando por la persona niumero 1, se saltan m — 1 personas y se



mata a la m-ésima. A continuacion se saltan otras m — 1 personas y se ejecuta a la
siguiente, y asi hasta que solo quede una.

El objetivo es encontrar el lugar inicial en el circulo para sobrevivir J(n,m),
dados n y m.

El caso m = 2

Si la eliminacién se hace de dos en dos, en la primera vuelta son eliminados
los nimeros pares. Si en principio habia 2n personas, tras matar las n primeras se
obtiene otro circulo de n personas, de forma que la persona i-ésima de este nuevo
circulo se corresponde con la 2¢—1 del primero. En otro caso, si al principio tenfamos
2n + 1, tras la muerte de n + 1 personas obtenemos otro circulo de n personas, y
ahora la persona i-ésima de éste se corresponde con la 2¢ + 1 del circulo de partida.
Se establece asi la recurrencia siguiente:

J(1) =1
J(2n) = 2J(n)—1
J2n+1) = 2J(n)+1
Ahora ya podemos construir rapidamente una tabla de valores para J(n,2):

n [1]2 3[4 5 6 7|8 9 10 1l 12 13 14 15|16
Jny|1[1 3[1 3 5 7|1 3 5 7 9 11 13 15| 1

Se demuestra por induccion la féormula explicita
J2"m+1,2)=20+1
conm >0y 0 <[ < 2™ Esto lo podemos expresar tinicamente en funcién de n

como J(n) =1+ 2(n — 2llez2n]),
Otra forma de ver J(n,2) es poniendo n en base 2. Asi,

n = (1bm_1bm_2...b1b0)2

l - (O bm,1 bm,Q...bl bo)g
2l = (bm,1 bm,Q...bl b() 0)2
2l + ]. - (bm—l bm_g...bl b() 1)2

J(n) = (bm—l bm_g...bl bo bm)g

La ultima igualdad se sigue de que b, = 1. Por tanto, hemos probado que,

J((bm bmfl...bl bQ)Q) - (bm,1 bm,Q...bl bo bm)g

El caso m = 3

En general, para todos n y m se cumple que

J(n,m)=Jn—1,m)+m (méd n) (1)

porque después de matar a la primera persona se obtiene un nuevo circulo de
n — 1 personas, donde la primera se corresponde con la 1 + m del anterior.
A partir de esta recurrencia obtenemos la tabla para los primeros valores de

J(n,3):



n 1 2
Jn) |1 2

3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 1 1 4 7 1

)
4 4 7 10 13 2

Vemos que la sucesién J(n) aumenta de tres en tres hasta que sobrepasa a n y

entonces empieza de nuevo en 1 o en 2. Nos fijaremos ahora en la sucesién N
definida como

Nz ={n: J(n,3) € {1,2}}

Consideremos N1 < n < N}. Entonces, utilizando (1) vemos que

J(n) = J(Nk_l) + 3(7’L _Nk—l)a (2)

y para n = N} se cumplird

Ni + J(Ny) = J(Ni—1) 4+ 3Ny, — Ni—a),
que reordenando queda como
3Nj—1 — J(Ny—1) = 2N, — J(Ny)

Realizando una distincién de casos, desarrollamos la recurrencia asi:

((J(M) =J(1) =1

TN = 1= J(Njy) = g (PNt

=2
2

7 N

Si N} es impar

TNG) = 2= JWNin) = J <3N’“2_ 1) 1

01 s = ()

Si N}, es par

\

3
J(Nk) =2= J(Nk_H) =J <%> = 2.
Ademds, si escribimos los NV}, en base 3, podemos ver la siguiente
Observacion 1.
Ny =0 (méd 31 | si l es par;
Ne=j-3"  (méd 31 = JNi) = 3—7 sil es impar,

para todo k conl >0yl <5< 2.



Demostracion. Procedemos por induccién sobre k. Lo comprobamos para N7 = 1.
Supongamos que es cierto para N. Si Ny es par, entonces Ny = SNy J(Np) =
J(Ny). Entonces
3
Ne=7-3" (méd 3" = Ny = 5Nk =(3—7)-3" (mod 3.

Si N}, es impar, entonces

J(Nk> =1 :N]ﬁ_’_l = WCT_Fl =2 (méd 3);
J(Nk):2:>./\/'k+1:%51 (méd 3)

O

Busquemos una expresion que nos determine la suma de los m primeros términos
de {N}}. Tenfamos
3Nk — J(Ne) = 2Nii1 — J(Nisa)

En particular, para k = 1:
NG — J(NL) = 2N% — J(AG)

Sumando N5 a los dos términos de la igualdad obtenemos

3N1 +N2 — J(Nl) = 3./\/2 — J(NQ) = 2N3 — J(Ng)

N1+ Ny =2N3 — J(N3) — 2N + J(N)

siendo N7 = 1y J(N7) = 1. Aplicando induccién sobre k& podemos expresar la suma
de los k primeros términos de {N;} como sigue:

k
Se=>Y Ni=2Nip1 = J(Nipr) — 1 (3)
=1

No olvidemos que nuestro objetivo es encontrar una expresion que nos determine
el término general de J(n,3). Sigamos.

N

3 k—1
(3)
Demostracion. Sea t el menor natural tal que N # %Nk+t_1, entonces se verifica
que

Proposicion 1. La sucesion py = es convergente.

1
Pt = g+ —55 7, O bien, Hi+t = Mk — 2733071
2(%)k+t 1 2(%)k+t 1

Esto quiere decir que podemos expresar {y} como
1 1

=1+ — +o (D) ——
2 20"




. . 3
donde {s,} es la subsucesién de niimeros naturales que cumplen que N, # 5N,

es decir: I\ .
Sn— + _1 "

Cuando m tiende a infinito, tenemos

1 o0 ) 2 Si
g _ - 1\l [ 2
klg(r)louk =1+ 5 El (—1) <3>

Sq

— 0. O

y esta serie es convergente, porque |(—1)’A+1 (%)

Aproximamos computacionalmente dicho limite al que llamamos p:

lim p =~ 1,21670287712495 ..
— 00

Podemos extender este resultado a las sumas Sy, ya que:

i S N 1= I W) N

A continuacién, utilizaremos todo esto para obtener el término general de J(n, 3).
Recordemos (2),

J(n) = J(Ng) +3(n—Ny)
donde NV, < n < Njy. Ahora, por (3) tenemos

Spo1 =2Np — 1) = JWNG) + 1= JNG) = 2N — 1 — Sy

y sustituyendo esto en (2) obtenemos
J(n)=3n—-1-35;

Entonces, un posible término general para J(n,3) es

J(n) = 3n—1— lzu ((;) B 1)]

Sin embargo, esta férmula no es valida porque, como ya hemos visto, {u} es
una sucesion oscilante. El problema es que cuando uy, < p se tiene que
N

N
lo — < lo —=k—-1
€3/2 7 €3/2 Lk

y al aproximar hacia abajo obtenemos k — 2 en vez de k — 1.

3n+1

5= ]. Veamos que asi el
m

Para arreglar esto, sustituimos [logs/, ;1] +1 por [logs
término general si funciona como queremos.
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Es trivial comprobar que

3n + 1 Nt <3> F
lo > lo =lo -] =k.
g3/2 0w - £3/2 it g3/2 9

Sin embargo, para que el cambio sea licito ha de cumplirse también la siguiente
desigualdad:

3n+1 Niso (3) hl
lo <lo =lo — =k+1
g3/2 2 g3/2 era g3/2 9

Para probar esto, es suficiente con probar el peor de los casos, es decir, cuando
n = Ny — 1. La desigualdad queda

3n+1 _ 3Niw =2 _ Niga _ <§)’“+1
2p 2p k-2 2

Operando, llegamos a

(g)"“‘ (s — ) <1,

que, si pur < i, es trivial. En caso contrario, hay que demostrar

1
e — < —

3\ K
(2)
Como py > p, podemos expresar [y como

1 1
Mk:1+ 51 & T+ g
2(3)7 2(9)”" 2(3)"

Entonces, existe [ > k tal que
B 1
M= Mk — W
donde s; < k < s441 Por tanto,

1

(5"

M — B < fk — [ 2(

2

como queriamos demostrar.

Por tanto, el término general de J(n,3) es

3\ Uogs/2 ]
Jn)=3n—1-8 =3n—1— |24 (§> -1




Permutaciones de Josefo

Definicién 1. Se define una permutacion de Josefo P(n, k) como una permutacion
de n elementos resultado de aplicar la eliminacion de Josefo con el pardametro m.

Ejemplos:
123 45 67
P(7’2)_(2 4 6 1 5 3 7)
1 2 3 45

P(5’60)_(5 43 2 1)
De las n! permutaciones posibles sélo son de Josefo L(n) = mem(1,2,...,n),
dado que P(n,k) = P (n,k + L(n)), porque L(n) =0 (mdd 1,...,n). Hay una cor-
respondencia inmediata entre el sistema de congruencias de kK moédulos n,n —1,...,1

y la permutacion P(n, k).
Con n = 4 son:

k | mod(4,3,2,1) | P(4,k)
1 1111 1234
2 2221 2431
3 3311 3241
4 4121 4132
5 1211 1342
6 2321 2143
7 3111 3412
8 4221 4213
9 1311 1423
10 2121 2314
11 3211 3124
12 4321 4321

Identificamos el elemento 0 de Z; con i para que el nimero (n—i)-ésimo represente
el salto en el circulo sin dar mas de una vuelta.

Vamos a ver como afecta a una permutacién de Josefo la transposicion de dos
de sus elementos.

Proposicién 2. Sea la permutacién P(n,k) con n > 4. Si realizamos una trans-
posicion (i,1+ 1), la permutacion resultante no es de Josefo.

Demostracion. Cada permutacién tiene asociado un sistema de congruencias con
modulos 1, . ..n. Para que la permutacién sea de Josefo, ha de ser resoluble el sistema
de congruencias asociado (el pardmetro de eliminacién k es la solucién del sistema).
Vamos a comparar los sistemas antes y después de la transposicion.



(k=To (méd n) (¢=To (méd n)
k=7 (méd n — i + 2) q=Ti2 (méd n — i+ 2)
k=7, (méd n — i+ 1) =7 1+7; (méd n — i+ 1)
k=7 (méd n — 1) g=1-7; (méd n — 1)
k=7 (méd n —1—1) Q=7 +Ti1 — 1 (méd n —i—1)
k=7 (méd n —i — 2) q=Titz (méd n —i —2)

\ k=71 (méd 1) \ ¢ =Tn 1 (méd 1)

i 0
Llamaremos 77 = "t S% s )
n—t si =20
En particular, la congruencia a = b (méd 2p) sélo tendréd solucién si a = b
(méd 2). Para ver si el sistema tiene solucién sélo tendremos en cuenta la paridad.
Se cumple que si n — ¢ es par, entonces 7, = 1, (méd 2). Distingamos dos casos:

= Sin—1es par. Entonces ¢ =1 —r; (méd 2) y ¢ = ripe (méd 2), lo cual es
imposible, ya que r; = r;32 (mdd 2).

» Sin—iesimpar. Entonces ¢ =r;_1+7 (méd 2) y ¢ =7+ 141 — 1 (méd 2),
imposible, porque r;_1 = ;11 (mdd 2). ]

Proposicién 3. Sea la permutacion P(n,k) con n > 4. Si realizamos una trans-
posicion de la forma (1,14 2), la permutacion resultante no es de Josefo.

Demostracion. El sistema inicial es el mismo, y las ¢ — 1 primeras congruencias
y las n — i — 1 finales del sistema resultante no varian. Hacemos la transposicién
(t,i+2)=(i,1+1)o(i,i4+2) o (i + 1,7+ 2) y distinguimos dos casos:

= . —1{es par:

S. Inicial | (i,1+1) (i, 2) (i+1,i+2)
&1 &3 &6 (méd n —i+1)
r; r; +1 ri+&+1 ri + &4 (méd 2)
& &, s & (méd n —i—1)
Tit+o Tito + 54 + 1 Tit+2 + 54 + 1 (mod 2)

donde los & representan los valores con los que es congruente el parametro de
ejecucion después de efectuar cada transposicion inmediata. No nos interesa
su valor porque su médulo es impar.

Para que el sistema final tenga solucion r;+&, = ri1o+&4+1, imposible porque
i =Tit2.



= n — ¢ es impar:

S.Inicial | (4,14+1) | (i+2)| (i+1,i+2)
Ti—1 ri-1+& ric1+ & + &3 (méd 2)
&1 &2 &3 &s (méd n — i)
Tit1 i1 +&a+ 1| rip +6 [ ri+ o+ &+ 1] (méd 2)
& & &4 (méd n — i — 2)

Para que tenga solucion r;_1 + & + &3 = i1 + & + &3 + 1, imposible porque
i1 = Tit1- O

Observacion. Para la transposicién (7,7 + 3), si n — i es par entonces llegamos a
quer; +&+ & =10+ &+ &+ 1 = 1r; =10+ 1, contradicciéon. Sin embargo,
para n — ¢ impar no podemos asegurar nada mediante este procedimiento.

Para la transposicion (i, j), con j —i € {4,5,6} no es cierto que componiéndola
con una permutacién de Josefo ésta deje de serlo’ necesariamente. Algunos contrae-
jemplos son:

» Parai—j =4: (1,5)0P(6,22) = P(6,25) y también (1,5)o P(6,36) = P(6, 39).
e Parai—j =5 (1,6)0 P(6,31) = P(6,34) v (2,7) o P(7,30) = P(7,387).
» Parai:—j=06:(1,7)0 P(7,15) = P(7,390) y (1,7) o P(7,286) = P(7,331).

Paridad de las permutaciones de Josefo.

Sea PJ, el conjunto de las permutaciones de Josefo de n elementos. Definimos
la aplicacién f como

[+ PIn — PIna
P(n,k) — P(n—1k)

Consideremos la permutacién de Josefo P(n,k) = (a; ay ... a,). Entonces,
f(P(n,k))=P(n—1,k) = (bybs ... b,), donde b; = a; + (n — ay), y b; € Zy,.

Los sistemas de congruencias asociados a las dos permutaciones son

Permutacion Sistema de congruencias
P(n, k) (@ ag ... ap) | Tprp_y ... 71 (Médn,n—1,...,1)
P(n—1,k) | (bybs ... by) Tpe1 ... 7T (médn—1,...,1)

Claramente, f es suprayectiva y en general no inyectiva, salvo si m.c.m(1,...,n) =
m.c.m(1,...,n — 1), en cuyo caso es biyectiva.

Supongamos que P(n — 1, k) es composicién de ¢ transposiciones. Veamos que, a
partir de Id,, = (12 ... n) podemos obtener la permutacién P'(n, k) = (n by bs ... by,)

!Para i—j > 7 no podemos asegurar nada, aunque seguramente también existan contraejemplos.
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mediante n— 1+t transposiciones (probablemente también mediante menos). Ahora,
partiendo de P'(n, k), podemos obtener P(n, k) mediante (n —1)(n —r,) transposi-
ciones (recordemos que b; = a;+(n—ay) = a;+(n—ry,), en Z,). Por tanto, denotando
p(o) la paridad de la permutacién o, tenemos

p(P(n,k)=n—14+t+(n—-1)Mn-r,)=t+n—-1)1+n-r,) (mdd 2),
es decir,
p(P(n, k) =p(Pn—1,k)+(n—-1)(14+n—-r,) (mdd2).

Proposicion 4. Las permutaciones de Josefo de 4k y 4k + 1 elementos son pares,
mientras que exactamente la mitad de las permutaciones de Josefo de 4k+2 y 4k+3
elementos son pares.

Demostracion. Por inducciéon sobre n. Para n = 1 la comprobacién es trivial.
Supongamos ahora que, para cierto k, todas las permutaciones de Josefo de n —1 =
4k + 1 elementos son pares. Entonces, (n —1)(1+n—r,) esparsir, =1 (mdd 2), y
es impar si 7, = 0 (méd 2). Pero r,, = ry (méd 2), y como exactamente la mitad de
las permutaciones de Josefo tienen ro = 1 y la otra mitad tienen r, = 2, se sigue que
la mitad de las permutaciones de 4k+2 elementos son pares y la otra mitad impares.
Concretamente, son pares aquellas con ro = 1 e impares aquellas con r, = 2.

Ahora, sin — 1 =4k + 2, entonces (n — 1)(1 +n — r,) es par para todos los r,;
luego la mitad de las permutaciones de 4k + 3 elementos son pares y la otra mitad
impares.

Sigamos, si n — 1 = 4k + 3, entonces (n — 1)(1 +n —r,) es par si r, = 1, y es
impar si ro = 2. Pero las permutaciones de 4k + 3 elementos con ry = 1 son pares
mientras que las que tienen r, = 2 son impares. Por tanto, todas las permutaciones
de Josefo de 4k + 4 elementos son pares.

Por tltimo, si n — 1 = 4k, entonces (n — 1)(1 +n —r,) es par para todos los 7,
luego todas las permutaciones de 4k + 1 elementos son pares.

m

Problemas abiertos

Observacion. Para P(n,1) = Id, al realizar una transposicién cualquiera, la
permutaciéon deja de ser de Josefo.

Demostracion. Para probar esto veamos que

k=1 (méd n)
P(n,1): ¢
k=1 (méd 2)

Tras aplicar la transposicion, para que la permutacion obtenida sea de Josephus ha
de existir ¢ tal que

10



g=j—i+1 (méd n —i+1)

g=n—7+2  (méd n — 1)

g=n—j+1 (méd n —j+1)

g=1 (méd k) Vk#n—i+1,n—in—j+1

Distingamos dos casos:

1) n—i+1espar. Sij—i+1es par, entonces ny j tienen la misma paridad y
n — j+ 1 es impar, por lo que existe k # n — i+ 1 que es par tal que m = 1(mod k)
y el sistema no tiene solucién. Si 7 — i 4 1 es impar, entonces n y j tienen distinta
paridad, luego n — 7 + 1 es par, lo que es imposible.

2) n—i es par. Sin— j+ 2 es par, entonces n — j + 1 es impar y existe k # n —i
que es par tal que m = 1(modk), luego el sistema no tiene solucién. Por el contrario,
sin — j 4+ 2 es impar, entonces n — j + 1 es par, lo que es imposible. O

Problema 1 Para P(n,1) = Id, al realizar una transposicién cualquiera, la per-
mutacién deja de ser de Josefo. Encontrar las permutaciones P(n, k) que com-
parten esta propiedad.

Problema 2 Diremos que un subconjunto de Josefo de {1,2,... ,n} es un conjunto
de p nuimeros para los cuales, existe algin k tal que las personas con los otros
n — p nimeros son eliminadas primero. Con n = 9, tres de los 2° subconjuntos
no son de Josefo, a saber, {1,2,5,8,9}, {2,3,4,5,8}, y {2,5,6,7,8}. Hay 13
subconjuntos que no son de Josefo con n = 12, ninguno para otros valores de
n < 12. jExisten subconjuntos que no son de Josefo para n > 127
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