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Einleitung

Das Wort Statistik hat viele verschiedene Bedeutungen, stets geht es dar-
um, Informationen aus der Beobachtung der uns umgebenden Welt zu ziehen.
Statistische Methoden sind aus vielen Wissenschaften nicht mehr wegzudenken:
Medizin, Biologie, Psychologie ... Die Methoden sind sehr vielfiltig, in dieser
Vorlesung wird es fast ausschliefilich um Verfahren gehen, die eine mathemati-
sche Grundlage haben. Man spricht auch von mathematischer Statistik, dadurch
soll der Ansatz von denjenigen Teilen des Gebiets abgegrenzt werden, in denen
Daten nur beschrieben und iibersichtlich dargestellt werden oder in denen man
nicht abgesicherte Faustregeln zum Entscheidungsfinden verwendet.

Vereinfacht kann man den Unterschied zwischen Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und Statistik so beschreiben: In der Wahrscheinlichkeitsrechnung betrach-
tet man vorgelegte Wahrscheinlichkeitsrdume, und es wird dann versucht, Fol-
gerungen fiir mogliche Abfragen zu ziehen. In der Statistik dagegen geht es
zundchst darum, den fraglichen Raum durch Beobachtung mdoglichst gut zu
identifizieren und zu iiberlegen, welche Entscheidungen man aufgrund dieser
Kenntnisse treffen sollte.

Das Gebiet ist riesengrof}, es besteht nicht die geringste Hoffnung, in einer
einzigen Vorlesung einen systematischen Uberblick zu geben. Deswegen wurde
eine Auswahl getroffen, die einerseits den Interessen des Dozenten folgt und
andererseits einige typische Beispiele statistischer Schlussweisen enthélt. Hier
der Aufbau:

e In Kapitel 0 geht es um Vorkenntnisse: Die sollten in dem Umfang vorhan-
den sein, wie sie in einer Vorlesung zur elementaren Stochastik vermittelt
werden. Grundkenntnisse in Linearer Algebra sind ebenfalls unerlésslich.
Vieles kann man nédmlich nur dann wirklich verstehen, wenn man die Ver-
fahren geometrisch als Aussagen iiber euklidische Rdume deutet.

e Kapitel 1 beschéftigt sich mit beschreibender Statistik. Das soll recht knapp
ausfallen, es geht eigentlich nur darum, einige grundlegende Begriffe und
Techniken kennen zu lernen, mit denen man die bei statistischen Unter-
suchungen anfallenden Daten , vorbehandelt“ und veranschaulicht.

e In Kapitel 2 geht es um das Schdtzen: Wie kann man eine Gréfle — z.B.
einen Erwartungswert — aus den durch Beobachtung gewonnenen Daten
moglichst gut schitzen? Was soll , gut® hier iiberhaupt bedeuten, gibt es
es eine optimale Lésung?

e Dann behandeln wir in Kapitel 3 das Problem des Entscheidens: Welche
von verschiedenen vorliegenden Hypothesen sollte man annehmen? Wie
kann man versuchen, die verschiedenen Risiken zu klassifizieren, wie sollte
nach einer solchen Klassifikation eine optimale Entscheidung aussehen?

e Fiir Kapitel 4 sind lineare Modelle vorgesehen. Da geht es um Situationen,
bei denen die beobachtete Grofie als linearer Ausdruck in den unbekann-
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ten Parametern entsteht, der dann noch von zufilligen Storungen iiberla-
gert wird. Es handelt sich um einen bemerkenswert vielseitig anwendbaren
Ansatz, der viele praktisch wichtige Fragen bertihrt: Ist Medikament A
wirkungsvoller als Medikament B? Verstiarkt Rauchen die Fahruntiichtig-
keit nach Alkoholkonsum? Wie héngt die Entwicklung der Intelligenz vom
Fernsehkonsum ab? ...

In diesem Abschnitt wird es auch einen ausfiihrlichen Exkurs zur mehr-
dimensionalen Normalverteilung geben: Die Normalverteilung spielt des-
wegen eine so fundamentale Rolle, weil sie einerseits in vielen konkreten
Situationen auftritt und weil andererseits vergleichsweise einfache explizite
Rechnungen zum Ziel fiihren.

Nach der Entwicklung einer allgemeinen Theorie beschéftigen wir uns ins-
besondere mit Varianzanalyse — erst danach kann man sich sinnvoll um
den Vergleich von Medikamentenwirksamkeiten kiimmern — und Kowvari-
anzanalyse (wie beseitigt man stérende Einfliisse bei der Varianzanalyse?).

In den bisherigen Kapiteln ging es meist um das Schétzen von Zahlen
oder um Entscheidungen. Eine wichtige Klasse von statistischen Proble-
men wird davon allerdings nicht erfasst, die so genannten Probleme der
nichtparametrischen Statistik. Einige behandeln wir in Kapitel 5.

Daran, dass Statistik eine grofle gesellschaftliche Relevanz hat, wird man fast
taglich bei der Zeitungslektiire erinnert. Hier einige Beispiele aus dem Friihjahr
2009:

e Lernen Jungen schwerer als Madchen?

e Ist die neue rein-biologische Kopfschmerztablette genauso wirkungsvoll wie
die aus der Chemiefabrik?

e Verfithren brutale Computerspiele zur Gewalttétigkeit?
e Sind Kinder dlterer Viter diimmer als andere?
e Lebt man ldnger, wenn man kein Fleisch isst?

e Sind die deutschen Jugendlichen auslédnderfeindlich?

Ehrhard Behrends
Fachbereich Mathematik und Informatik der FU Berlin

Sommersemester 2009

Literatur: Ob man ein Lehrbuch zu einem mathematischen Thema gut oder
schlecht findet, ist natiirlich Geschmackssache. Ich — der Dozent — habe leider

kaum eins gefunden, das ich wirklich empfehlen kann.
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Am besten geféllt mir die ,,Stochastik“ von Georgii, in der fast alle in dieser
Vorlesung behandelten Themen vorkommen. Als Ergéinzung fiir die ersten Kapi-
tel soll noch auf folgende Biicher hingewiesen werden: Ferguson (Mathematical
Statistics), Fischer (Stochastik einmal anders), Irle (Wahrscheinlichkeitstheo-
rie und Statistik), Krengel (Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik), Schmitz (Stochastik fiir Lehramtsstudenten).

Die Lehrbuchsituation zum Thema ,,Lineare Modelle“ ist nach meiner Ein-
schitzung besonders unbefriedigend (etwas steht im schon erwéhnten Buch von
Georgii). Fiir die Vorbereitung habe ich noch herangezogen: Catlin (Estimati-
on, Control, and the Discrete Kalman Filter), Christensen (Linear Models for
Multivariate, Time Series and Spatial Data), Kshirsagar (A Course in Line-
ar Models), Stapleton (Linear Statistical Models), Schach-Schéfer (Regressions-
und Varianzanalyse), Toutenberg (Lineare Modelle).

Die Biicher zur Statistik findet man in der Abteilung H3 unserer Bibliothek.
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Kapitel 0

Vorkenntnisse

Es wird in dieser Vorlesung vorausgesetzt, dass die folgenden Sachverhalte be-
kannt sind:

Wahrscheinlichkeitsraume
e Eine o-Algebra £ auf einer Menge (2 ist eine Teilmenge der Potenzmenge,

die unter allen Mengenoperationen stabil ist, bei denen héchstens abzéhl-
bar viele Elemente von £ beteilgt sind.

e Sei & eine o-Algebra auf Q. Eine Abbildung P : € — [0, 1] heifit ein
Wahrscheinlichkeitsmaf$, wenn P(E) = 1 ist und

P(U En) = Z P(En)

fiir jede Folge (E,) von paarweise disjunkten Mengen in & gilt.

e Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (€2, £, P); dabei ist 2 eine Men-
ge, € eine o-Algebra auf Q und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (€2, &).

e Die o-Algebra der Borelmengen auf dem R"™ ist die kleinste o-Algebra,
die alle offenen Teilmengen enthélt. Faustregel: Jede Teilmenge, die in
den Anwendungen jemals vorkommen kann, ist eine Borelmenge.

Wichtige Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitsrdume

e Ist  endlich oder hochstens abzéhlbar, so ist £ in der Regel die Potenz-
menge. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist dann durch die Angabe der Zahlen
P({w}) definiert. (Diese Zahlen miissen nichtnegativ sein und sich zu Eins
summieren.)

e Die wichtigsten Beispiele dazu sind

— Laplacerdume: Da ist Q endlich, und alle Elementarereignisse haben
die gleiche Wahrscheinlichkeit.
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— Bernoullirdume. Hier ist @ = {0,1}, und es reicht die Angabe der
Zahl p = P({1}) (, Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg®), um das Wahr-
scheinlichkeitsmaf festzulegen.

— Abgeleitet von Bernoullirdiumen sind die geometrische Verteilung (war-
ten auf den ersten Erfolg), die Binomialverteilung (k Erfolge in n Ver-
suchen), die hypergeometrische Verteilung (Ziehen ohne Zuriicklegen)
und die Poissonverteilung (Grenzwert von Binomialverteilungen).

e Sei zunichst Q eine ,einfache* Teilmenge von R (etwa ein Intervall) und
f:Q — R eine ,gutartige* (etwa eine stetige) nichtnegative Funktion mit
Integral Eins. Dann kann damit ein Wahrscheinlichkeitsraum durch die
Festsetzung

P(E) := /E f@)do

definiert werden. Dabei kann E eine beliebige Borelmenge sein, fiir die
Anwendungen reicht es aber so gut wie immer, sich fiir F ein Teilintervall
von €2 vorzustellen. f heiflt dann die Dichtefunktion zu dem so definierten
Wahrscheinlichkeitsmaf.

e Die wichtigsten Beispiele sind

— Die Gleichverteilung auf [a,b]; da ist f(x) :=1/(b— a).

— Die Exponentialverteilung zum Parameter A > 0; sie ist durch die
Dichtefunktion
flz):=X-e

definiert. Durch die Exponentialverteilung kann gedéchtnisloses War-
ten beschrieben werden.

— Die Normalverteilungen N (p,0?). Sie haben — fiir 4 € R und o > 0
— die Dichtefunktion
F@) = o= /20?,
2mo

Sie spielen fiir die Statistik eine ganz besonders wichtige Rolle.

— Im Lauf der Vorlesung werden viele weitere Dichtefunktionen auf-
treten, die fiir die Statistik maflgeschneidert sind: t-Verteilungen, F-
Verteilungen, y2-Verteilungen, ...

e Die gleiche Idee kann in allen Situatitonen ausgenutzt werden, in denen
ein Integral zur Verfiigung steht. Wer also auf R das Lebesgue-Integral
kennen gelernt hat, kann integrierbare Dichten zulassen, wer die Integra-
tion im R™ beherrscht, kann leicht ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf den
Borelmengen dieses Raumes angeben usw. Fiir uns wird das spéter auch
sehr wichtig werden, Eigenschaften mehrdimensionaler Normalverteilun-
gen werden eine wichtige Rolle spielen.



Wahrscheinlichkeitstheorie: Grundbegriffe
e Bedingte Wahrscheinlichkeit.

e Was bedeutet ,,Unabhéngigkeit“ fiir zwei, endlich viele bzw. beliebig viele
Ereignisse?

e Zufallsvariable.
e Erwartungswert und Streuung.

e Unabhéngigkeit fiir Zufallsvariable.

Grenzwertsdtze

Die Grenzwertsétze besagen, ,,dass der Zufallseinfluss verschwindet®, wenn
sich ,,viele* Zufallseinfliisse unabhéngig iiberlagern. Genauer:

e Was bedeuten ,,Konvergenz in Wahrscheinlichkeit*, , Konvergenz in Ver-
teilung®, ,Fast sichere Konvergenz“?

e Das Wurzel-n-Gesetz.
e Das schwache Gesetz der groflen Zahlen.
e Das starke Gesetz der groflen Zahlen.

e Der zentrale Grenzwertsatz.
Lineare Algebra

e Vektoren und Matrizen.
e Selbstadjungierte Matrizen und Hauptachsentransformation.
e Positiv definite Matrizen.

e Riéume mit Skalarprodukt (unitére) Réume.






Kapitel 1

Beschreibende Statistik

In der beschreibenden Statistik geht es darum, aus ,,Zufallsexperimenten® ge-
wonnene Daten so aufzubereiten, dass man erste Schliisse daraus ziehen kann.
In den folgenden Abschnitten sollen die wichtigsten Verfahren und Begriffe vor-
gestellt werden, die man dabei verwendet.

1.1 Statistische Merkmale

In diesem Abschnitt soll nur darauf hingewiesen werden, dass Daten, die inter-
essante Aspekte darstellen, von sehr unterschiedlicher Art sein kéonnen. Formal
geht es stets um Zufallsvariable X : Q — B, wobei (2, £, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und B ein Messraum ist, dabei werden unabhéingige Ausgaben von
X beobachtet. Unterscheide:

e B ist einfach eine Menge ohne jede weitere Struktur. Dann wird es nicht
sinnvoll sein, von einem , Erwartungswert“ von X zu sprechen. Das ist
zum Beispiel der Fall, wenn B die Menge der Automarken oder die Menge
der Grundfarben ist.

Durch B gemessene Aspekte heiflen dann qualitative Merkmale.

e Manchmal triagt B eine natiirliche Ordnung, z.B., wenn als Elemente von
B Zeugnisnoten oder Stadien des Wohlbefindens auftreten (,,sehr gut, gut,
so la la, schlecht“). Man spricht dann von Rangmerkmalen. Auch hier
ist es nicht sinnvoll, Erwartungswerte zu betrachten, da eine quantitative
Wertung meist nicht vorliegt (und wenn, dann ist sie wie im Beispiel der
Zeugnisnoten vielleicht nur vorgetiuscht).

e Es bleiben die fiir uns interessantesten Fille, die quantitativen Merkmale.
Da ist B eine Teilmenge von R, und es wird wirklich etwas gemessen oder
gezahlt. Manchmal unterscheidet man noch diskrete und kontinuierliche
Merkmale, je nachdem, ob B ein Intervall in N (evtl. nach Skalierung ) oder
in R ist. Erst hier sollte man die Frage stellen, wie denn Erwartungswerte
und Streuung aussehen.
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1.2 Tabellen

Es sei X : (,€,P) — B eine Zufallsvariable. Gegeben sind n unabhingige
Kopien, die werden abgefragt, und als Ergebnis erhélt man b4, ...,b,. So etwas
heifit dann einen Stichprobe. In vielen Fillen ist es dabei so, dass ein b € B
ein komplexes Objekt ist, das verschiedene quantitative, Rang- und qualitative
Merkmale iiber die beobachtete Situation enthélt. Bei einer Milchprobe kénnten
das Lieferant, Menge, Fettgehalt und Geschmack sein.

Es ist naheliegend, diese Daten in einer Tabelle, der so genannten Urliste, zu-
sammenzustellen:

Nummer || Lieferant | Menge | Fettgehalt | Geschmack
1 Fa. X 4000 0.032 gut
2 Fa. Y 2500 0.040 sehr gut

Im Allgemeinen ist so eine Tabelle wenig aussagekréftig, und deswegen fasst
man gewisse Aspekte der Daten auf geeignete Weise zusammen. Geht es zum
Beispiel um ein quantitatives Merkmal, das reelle Zahlen in einem Intervall
[a,b] annehmen kann, so kann man das Intervall in r gleiche Teile teilen und
zihlen, wieviele der Messwerte in die einzelnen Teilintervalle fallen. So kénnte
eine Auskopplung aus der obigen Tabelle zum Beispiel so aussehen:

Fettgehalt Anzahl
0.010 bis 0.019 3
0.020 bis 0.029 12
0.030 bis 0.039 4
0.040 bis 0.049 1

Damit man daran moéglicherweise etwas Interessantes sieht, muss ein Kom-
promiss gefunden werden: Ist die Unterteilung zu fein (r also zu grof}), so stehen
rechts recht kleine Zahlen, die von den zufilligen Schwankungen der Messun-
gen stark beeinflusst sind. Ist die Einteilung zu grob, so wird die Darstellung
ebenfalls wenig aussagekraftig.

Machmal gibt es interessante Zusammenhénge zwischen zwei Merkmalen My
und My, die durch eine Tabelle deutlich werden sollen. Man unterteilt dazu die
moglichen Werte von M7 bzw. My in endlich viele Klassen') und zihlt dann, wie-
viele der Messungen in die einzelnen Kategorien fielen. Sind etwa die M;-Werte
disjunkt in die Intervalle I, . .., I, und die My-Werte in Jy, ..., J; zerlegt, so soll
n;; die Anzahl der Messungen sein, bei denen M in I; und M, in J; gefunden
wurde. Das ergibt eine (s x t)-Matrix, man spricht von einer Kontingenztafel:

DWieder muss ein Kompromiss gefunden werden: nicht zu grob, nicht zu fein.



1.3. GRAFISCHE DARSTELLUNGEN 7

J1 Jo .. Ji
It || nin ni2 ... myg
Is Ns1 Ns2 s Nst

Es ist dann klar, wie die Zeilen- bzw. Spaltensummen zu interpretieren sind
und dass die Summe iiber alle Eintriige gleich der Gesamtzahl der Messungen
sein muss. Betrachten wir zum Beispiel den Zusammenhang ,,Geschlecht“ und
,Rauchgewohnheiten“. Zugrunde gelegt wird eine Umfrage unter 1000 Passanten
am Kurfiirstendamm. Die Urliste konnte dann so aussehen:

Nummer || Geschlecht | Raucher/in?
1 m. ja
2 m. nein
3 w. nein
4 W. nein
5 w. ja
6 m. ja
7 w. nein

Viel aussagekréftiger ist sicher die folgende Kontingenztafel zur Veranschau-
lichung der beiden hier interessierenden Merkmale:

Raucher Nichtraucher
ménnlich 188 292
weiblich 310 210

Teilt man jeden Tabelleneintrag noch durch die Gesamtanzahl n, so erhilt
man Zahlen, die bei grolem n als Approximation von gewissen Wahrschein-
lichkeiten aufgefasst werden konnen. Spéter werden wir das als Ausgangspunkt
nehmen, um Unabhéngigkeit oder gegenseitige Beeinflussung derartiger Merk-
male zu studieren.

1.3 Grafische Darstellungen

Das Auge kann Zusammenhénge oft sehr effektiv erkennen, und deswegen sind
grafische Darstellungen von grofler Wichtigkeit. Mathematisch Bemerkenswertes
ldsst sich zu den Tortendiagrammen und Histogrammen allerdings nicht sagen,
auer natiirlich: Die Aufteilung des Laufbereichs der Merkmale darf nicht zu
fein und nicht zu grob sein, um informative Grafiken zu erhalten. An dieser
Stelle kénnte man schon etwas zum Thema , Liigen mit Statistik“ sagen?).

2)Ich empfehle allen die gut geschriebenen Biicher von W. Krimer zu diesem Thema.
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Histogramme kann man natiirlich auch mathematisch formal behandeln.
Sind z1,...,x, Punkte in einem Intervall [a,b], ist dieses Intervall disjunkt in
Iy, ..., I zerlegt und bezeichnet man fiir eine Teilmenge I von R die zugehorige
charakteristische Funktion mit xp, so ist das entsprechende Histogramm bis auf
Skalierung durch die Funktion

X = Z ZXL‘ (:L')Xfi (mk)

k=11i=1

gegeben. So eine Darstellung ist eigentlich nur dann sinnvoll, wenn man die
Zeichnung einem Computer anvertrauen moéchte oder wenn man begriinden
muss, dass sich bei messbaren I; messbare Funktionen ergeben.

1.4 Stichprobenmittel und -varianz, Median

Gegeben seien n Zahlen, die den Messungen z1, .. . , T, eines quantitativen Merk-
mals in einer Stichprobe entsprechen. In diesem Abschnitt geht es um einige
Mafzahlen, die sich zur groben Beschreibung bewéhrt haben. Sie dienen zur
Einschitzung gewisser typischer Aspekte der Situation. Es handelt sich wirklich
um sehr grobe Beschreibungshilfsmittel, und oft lassen sich leicht Gegenbeispie-
le finden, wo in konkreten Situationen gerade nicht das dargestellt wird, was
man eigentlich beschreiben mdochte.

Stichprobenmittel
Das Stichprobenmittel ist einfach der Mittelwert der Messwerte, er wird mit
T (gesprochen ,x quer®) bezeichnet:

n
_ 1
T = — E ZTi.
n-
=1

Die Idee dabei: Das Stichprobenmittel soll eine Einschidtzung davon geben,
wie grof} die x; ,,im Mittel“ sind. Das wird in den meisten Féllen auch wirklich
erreicht, manchmal ist es aber kein geeignetes Mafi:

e Wenn 10 Mitarbeiter einer Firma befragt werden, davon 9 jeweils 2000
Euro verdienen und ein einziger (Aufsichtsrat!) 22000 Euro bekommt, so
ist der Mittelwert 4000 Euro. Das dient sicher nicht dazu, iiber die Ge-
haltsstruktur etwas Sinnvolles auszusagen.

e Genau so kénnte man in einem Dritte-Welt-Land nach einer Umfrage (vie-
le Arme, einige sehr Reiche) zu dem beruhigenden Ergebnis kommen, dass
es den Leuten doch gar nicht so schlecht geht.

e In einem physikalischen Labor soll die Erdbeschleunigung durch Experi-
mente ermittelt werden. Wenn dann einige Ausreifiler dabei sind (grobe
Ablesefehler, die U-Bahn féhrt vorbei, ... ), so wird der Mittelwert sicher
kein guter Ausgangspunkt fiir eine Prézisionsmessung sein.
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Stichprobenvarianz

Das Stichprobenmittel ist natiirlich die statistische Variante des Erwartungs-
wertes aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Nun kommen wir zum Analogon
der Varianz. Wieder geht es darum, ein Maf} dafiir zu finden, wie stark die Werte
um den Mittelwert streuen. Dafiir gibt es viele Moglichkeiten, man kénnte die
Grofle des Vektors

(r1 — T, 20 —ZT,..., 2y — T)

je nach Problemstellung in verschiedenen Normen des R™ berechnen. Als wich-
tigste Mafizahl hat sich dabei die Wahl der euklidischen Norm herausgestellt,
bei ihr werden Messwerte in der Ndahe des Mittels wenig gewichtet, Absténde,
die grofler als Eins sind, gehen besonders stark in die Berechnung ein. Wie in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die Bevorzugung der quadratischen Wichtung
der Abweichung eher pragmatisch als logisch zu begriinden.

In der nun folgenden exakten Definition wird bei der Mittelwertbildung
durch n — 1 geteilt, man hiitte hier eigentlich eher die Zahl n erwartet®): Unter
der Stichprobenvarianz (auch: empirische Varianz) der Stichprobe z1,...,x,
versteht man die Zahl

1 < _

Vw = n_1 Z(l‘l — .T)Q.
i=1

Erwartungsgemif ist dann die Stichproben-Streuung — sie wird mit s, bezeichnet

— die Wurzel aus der Stichprobenvarianz.

Median

Um die grobsten Probleme auszugleichen, die sich bei der Betrachtung des
Stichprobenmittels als Mafl fiir das mittlere Verhalten ergeben kénnen, wird
eine weitere Maf3zahl studiert, der Median. Man sollte besser von einem Median
sprechen, hier die Definition: Eine Zahl x heif}t ein Median der Stichprobe, wenn
mindestens die Hélfte der x; grofler gleich z und gleichzeitig mindestens die
Hélfte der x; kleiner gleich z ist. Sind etwa alle x; verschieden und ist n ungerade,
so gibt es einen eindeutig bestimmten Median, ndmliche ,das mittlere“ z;; ist
n gerade, so bilden die Mediane ein Intervall.

Man kann den Median durch Approximationen charakterisieren. Bei dieser
Gelegenheit liefern wir auch eine Charakterisierung des Stichprobenmittels nach:

Satz 1.4.1.

(i) x sei eine reelle Zahl. Dann ist x genau dann ein Median der Stichprobe
T1,... Ty, wenn Y. |z, — x| minimal ist.

(i) Fir z € R gilt bei vorgelegter Stichprobe x1, ..., x, : Es ist genau dann x
gleich dem Stichprobenmittel T, wenn Y i, (x; — x)* minimal ist.

3)Der Grund wird in Kapitel 2 klar werden.
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Beweis: (i) Wir betrachten die Funktion

n
@:zHZ\xi—:ﬂ.
i=1

 ist stetig und geht fiir || — oo gegen Unendlich, folglich wird das Minimum
angenommen.

Sei z eine Minimalstelle. Es gebe a bzw. b bzw. ¢ Indizes ¢ mit z; = x bzw.
x; < x bzw. z; > x. Wenn man dann (mit einem positiven kleinen ) von x zu
x —¢ libergeht, so verdndert sich ¢ um den Wert ea —eb+¢<c. Da x Minimalstelle
war, heifit das e(a—b+c) > 0. Entsprechend folgt beim Betrachten von ¢(z+¢),
dass e(a+b—c) > 0. Aus den beiden Ungleichungen a+b—c,a—b+c > 0 folgt
dann sofort, dass mindestens die Hélfte der z; links und ebenfalls mindestens
die Halfte rechts von x liegt.

Damit ist gezeigt: Jeder minimierende Wert ist ein Median, und da es Mi-
nimalwerte gibt und ¢ auf der Menge der Mediane konstant ist, ist auch die
Umkehrung bewiesen.

(ii) Man kann diese Beziehung sehr elementar mit Hilfe der Differentialrechnung
zeigen (Ableitung Null setzen usw.). Zur Ubung der entsprechenden Methoden
fithren wir den Beweis aber im Rahmen der Theorie der euklidischen Réume.
Wir arbeiten im R™ mit der euklidischen Norm, genauer: Das Skalarprodukt
wird durch

(o), o) =~ Sy

definiert. Es sei nun = € R. Betrachtet man die Vektoren a := (T,T,...,T),
b:=(z,z,...,2) und ¢ := (x1,...,2,), so steht b — a senkrecht auf a — ¢; das
folgt sofort aus der Definition von Z. Nach dem Satz von Pythagoras heifit das

Ib—cll* =1I(b—a) + (a— o) = [Ib—all* + |la — c[|*.

Wenn man das ausschreibt, steht sofort da, dass die quadratische Abweichung
nur durch das Stichprobenmittel minimiert wird.

Geometrisch kann man sich’s so vorstellen: Ist W C R™ der Un-
terraum der konstanten Vektoren, so ist der Vektor a das Element
bester Approximation in W an c¢. Daher die Orthogonalitiit.



1.5. KORRELATION, REGRESSIONSGERADE 11

O

Mediane sind wesentlich stabiler gegen ,, Ausreifler” als das Stichprobenmit-
tel. In Situationen, in denen derartige Verfilschungen zu befiirchten sind, ist
eine Bewertung durch den Median daher realistischer.

Als kleine Anekdote aus unserem Fachbereich ist in diesem Zu-
sammenhang zu berichten, dass die mittlere Studiendauer frither
durch den Mittelwert der Studienzeiten der Absolventen gemessen
wurde. Da es einige Super-Langzeit-Studenten gab, fithrte das zu
beschémend schlechten Werten. Irgendwann konnte dann die Uni-
versitatsspitze davon iiberzeugt werden, dass der Median ein reali-
stischeres Ma#B ist. Prompt wurde die mittlere Studiendauer um zwei
Semester reduziert, wir waren irgendwo ins Mittelfeld gerutscht.

1.5 Korrelation, Regressionsgerade

In diesem Abschnitt geht es um den Versuch, Zusammenhénge zwischen zwei
quantitativen Merkmalen zu messen. Steigt der Ernteertrag mit der Diingemit-
telzugabe? Nimmt die Reisefreudigkeit mit der Arbeitslosigkeit ab? Der Kor-
relationskoeffizient ist ein sehr grobes Hilfsmittel, um dazu Informationen zu
bekommen.

Die Idee ist einfach. Die Stichproben z; und y; fiir zwei Merkmale seien
vorgelegt, wie iiblich bezeichnen wir die Mittelwerte mit Z und 3. Nun betrachten
wir die Produkte p; := (z; — T)(y; — ¥). Dann gilt doch:

e Wenn das Verhalten von z; mit dem von y; nichts zu tun hat, dann wird p;
positive und negative Werte annehmen, es wird keine bevorzugte Tendenz
geben.

e Ist dagegen z; in der Regel dann grof} (bzw. klein), wenn das auch fiir y;
gilt, so sind die p; von der Tendenz her eher positiv.
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e Haben die z; und die y; eine eher gegensétzliche Tendenz (x; ist grofl wenn
y; klein ist und umgekehrt), so sind die p; meist negativ.

Zusammengefasst heifit das, dass maximal mégliche Werte von > p; fiir ei-
ne starke positive Beeinflussung sprechen, minimale Werte bedeuten einen ge-
gensétzlichen Verlauf und Werte in der Néhe von Null kénnen meist so gedeutet
werden, dass die x’e mit den g’s nichts zu tun haben.

Da man eine Grofle haben mochte, die maflstabsunabhéngig ist, wird noch
entsprechend geteilt, die genaue Definition steht in

Definition 1.5.1. z1,...,z, und y1,...,y, seien quantitave Merkmale. Unter
dem Korrelationskoeflizienten versteht man dann die Zahl

- Zz(xz—f)(yl—ﬂ) .
@)y - )2

Dabei wird angenommen, dass nicht alle x; gleich T und nicht alle y; gleich §
sind: Dann ist der Nenner nicht Null.

Bemerkungen:

1. rgy hat eine geometrische Interpretation. Wir betrachten wieder das am Ende
des vorigen Abschnitts auf dem R™ eingefiihrte Skalarprodukt. Zunéchst gehen
wir von (z;) zu (x; — ) und entsprechend von (y;) zu (y; — g) iiber, nehmen
also 0.B.d.A. an, dass die jeweiligen Stichprobenmittel verschwinden. Dann ist
T2y gerade der Quotient

(i), (42))

()Tl

der Faktor 1/n hat sich in Z#dhler und Nenner weggehoben. Dieser Ausdruck ist
ein guter alter Bekannter. Man weifl aus der linearen Algebra:

e Er liegt zwischen —1 und +1, das folgt aus der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung. Der zugehorige Arcuscosinus wird als Winkel zwischen (x;)
und (y;) interpretiert.

e Der Wert +1 (bzw. —1) wird genau dann angenommen, wenn y; = ax;
fiir alle ¢ und ein geeignetes a > 0 (a < 0) gilt. Das ist genau dann der
Fall, wenn die Tupel (z;,y;) auf einer Geraden durch den Nullpunkt mit
Steigung > 0 bzw. < 0 liegen®).

2. Nach der Vorrede sollte klar sein: Ist r,, in der Néhe von 1, so haben die x;
die gleiche Tendenz wie die y; zum Wachsen oder Fallen, fiir r,, ~ —1 liegt eine
gegensétzliche Tendenz vor, und Unabhéngigkeit sollte zu ry, ~ 0 fithren. Im
ersten bzw. zweiten Fall spricht man von einer positiven bzw. negativen Korre-
lation. Vorstellen kann man sich das so:

4 Dabei ist ,durch den Nullpunkt“ zu streichen, wenn man beliebige Situationen — also nicht
notwendig T = y = 0 — betrachtet: Die Approximationsmoglichkeit durch eine Gerade wird
durch Verschieben des Koordinatensystems ja nicht beeinflusst.
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Liegt 74y in der Néhe von +1 oder —1, kann man versuchen, den linearen
Zusammenhang zwischen den x; und den y; etwas genauer zu untersuchen. Das
Problem stellt sich so:

Gegeben seien (z;,y;) fiir i = 1,...,n, man kann sich diese Menge
als ,,Punktwolke“ in der Ebene vorstellen. Finde eine Gerade, also
eine Funktion der Form x — a 4+ bx, die sich dieser Punktwolke
,moglichst gut anpasst®.

Die Anfithrungszeichen deuten schon an, dass noch Préizisierungsbedarf besteht,
was soll mdglichst gut heilen? Mit dem folgenden Ansatz ldsst es sich am besten
arbeiten:

Definition 1.5.2. FEine Gerade x — a+ bz heifit eine Regressionsgerade, wenn
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der quadratische Abstand zur Punktwolke so klein wie mdglich wird, wenn also

Z(yz —(a+ ba:i))2

%

unter allen maéglichen Wahlen von a,b minimal ist.

Es gibt Regressionsgeraden, und sie sind eindeutig bestimmt:

Satz 1.5.3. Die (x;) und die (y;) seien gegeben, und es sei 0.B.d.A. T =7 = 0;
das lisst sich durch eine Koordinatentransformation leicht erreichen. Dann gibt
es eine eindeutig bestimmte Regressionsgerade a + bx, sie ist durch a =0 und

gegeben.

Beweis: Zunichst sollte man sich daran erinnern, wie man Extremwertaufgaben
in mehreren Verénderlichen 16st. Wir definieren

o(a,b) := Z:(yZ —(a+ b:ri))Q,

i

gesucht ist ein Minimum von ¢ auf dem R2. Nun geht ¢ fiir a,b — oo gegen
Unendlich®. Folglich wird das Minimum aus Stetigkeitsgriinden angenommen,
wir konnen es dadurch finden, dass wir Punkte suchen, an denen die partiellen
Ableitungen von ¢ nach a und nach b gleichzeitig verschwinden. Man rechnet

5)Hier wird gebraucht, dass es mindestens zwei verschiedene x;-Werte gibt; wir wollen das
voraussetzen, sonst ist die Suche nach einer Geraden ja auch nicht sehr sinnvoll.
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leicht aus: d¢/0a = 0 ist gleichwertig zu § = a + bz, und d¢/0b = 0 ldsst sich

zu
Zmiyi = ain—Fbe?
i i i

umformen. Diese beiden Gleichungen haben eine eindeutig bestimmte Losung,
namlich die, die im Satz angegeben ist. Aus der Problemstellung ist klar, dass
es sich um ein Minimum handelt®), die Eindeutigkeit wurde mitbewiesen. [

Achtung: Paradoxien

Hat eine Regressionsgerade zum Beispiel eine positive Steigung, so wird das
oft so interpretiert, dass eine Zunahme des z-Merkmals ,in der Regel“ eine
Zunahme des y-Merkmals implizieren sollte. Hier gibt es viele Fallen, berithmt
ist das Simpson-Paradozon.

Zur HNlustration betrachten wir die folgende Punktwolke. Sie konnte entstan-
den sein als Menge der Tupel

(Studiendauer, Anfangsgehalt)

bei einer Umfrage unter Universitdtsabsolventen der Mathematik:

Dabei betrifft die linke ,, Wolke“ Bachelorabsolventen und die rechte Diplom-
kandidaten. Wenn man nun eine Regressionsgerade durch die Menge aller Tupel
legt, so gibt es eine positive Steigung. Fazit:

Je ldnger man studiert, um so hoher ist das Anfangsgehalt.

In Wirklichkeit ist es aber gerade umgekehrt. Wenn man nur die Bachelorkan-
didaten oder nur die Diplomkandidaten betrachtet, so siecht man, dass Langzeit-
studenten eher ein geringeres Anfangsgehalt bekommen.

Ein &hnliches Paradoxon gibt es fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten. Aus-
gangspunkt ist die folgende Tatsache aus der Bruchrechnung;:

6)Man kann es auch streng einsehen: Die Hessematrix ist nidmlich diagonal mit Eintrigen
2n und 2", 22, ist also positiv definit.
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Aus a1/b1 < z1/y1 und as /by < xz2/ys folgt nicht
(a1 + ag)/(by + ba) < (x1 + z2)/(y1 + 2) -

(Hier ein Gegenbeispiel: Es ist 1/4 < 101/400 und 199/300 < 2/3, aber 200/304
ist grofier als 103/403.) Das kann fiir die Statistik wichtig sein. Bewerben sich
etwa b; Ménner und y; Frauen fiir das Studienfach S; (i=1,2) und haben a;
Ménner bzw. z; Frauen Erfolg, so kann folgende Situation eintreten:

Es ist a1/b; < x1/y1 und as/by < x9/y2, d.h. in S; und So ist
die Quote der erfolgreichen Méinner schlechter als die der Frauen.
Trotzdem gilt (a1 +az2)/(b1+b2) > (x1+22)/(y1+y2), d.h. der Anteil
der Erfolgreichen ist bei den Ménnern héher als bei den Frauen.

Eine Erginzung: Ein Schritt in die Nichtlinearitét

Durch die Regressionsgerade sollte doch ein linearer (eigentlich: affiner) Zu-
sammenhang aufgedeckt werden: Wenn ,,in Wirklichkeit* y = a + bz gilt, aber
nur fehlerbehaftete Messungen von y bei verschiedenen z zur Verfligung stehen,
wie kann man dann sinnvolle Kandidaten fiir ¢ und b finden?

Konstruktion und Beweis sind eindeutig auf den linearen Fall zugeschnit-
ten. Trotzdem ist es nicht schwer, die gleichen Uberlegungen auch auf gewisse
nichtlineare Situationen zu iibertragen.

Ezxponentielles Wachstum

Mal angenommen, es liegen Messpunkte (x;,y;) vor, die — wenn man sie als
Punktwolke skizziert — an eine Exponentialfunktion erinnern. So etwas passiert
héufig, wenn Wachstums- oder Zerfallsvorgénge beobachtet werden. Wie lassen
sich dann a und b so bestimmen, dass die Kurve

y=a-e”
eine moglichst gute Approximation darstellt?

be

Dazu wird die Gleichung y = a - €® zu

Iny =1na + bx

umgeformt. Folglich reicht es, die Punktwolke (z;,lny;) mit den bekannten Me-
thoden durch eine Regressionsgerade o+ Sz zu approximieren und dann a := e®
und b := /3 zu setzen”.

Wachstum wie bei einer Potenz x”

Falls eine Modellierung durch a-e*® zu ungenau ist, kann man es mit y = a-z°

versuchen. Auch hier findet man a und b nach einer Umformung: y = ax® ist
gleichwertig zu Iny = Ina + blnz. Man muss also nur eine Regressionsgerade
a + Bz fir die Paare (Inz;,Iny;) finden und dann wieder a := e® und b := 8
setzen®.

7)Wenn man es »von Hand“ machen mdchte, empfiehlt es sich, die (x;,y;) in einfach loga-
rithmisches Papier einzutragen.

8)Um eine Vorstellung dariiber zu bekommen, ob so ein Modell aussichtsreich ist, empfiehlt
sich die Skizzierung der (Inz;,Iny;) in doppelt-logarithmischem Papier. Die Punkte sollten
dann ungefihr auf einer Geraden liegen.
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Schlussbemerkung zur Regression: Das Thema wird in Kapitel 3 noch
einmal aufgegriffen werden, nachdem die Theorie der linearen Modelle entwickelt

worden ist.






Kapitel 2

Schatztheorie

In diesem Abschnitt geht es darum, mit Hilfe des Zufalls Zahlen zu schitzen.
Genauer: Aus einer bekannten Familie von ,,Zufallsautomaten“ wird einer aus-
gewihlt und — evtl. mehrfach — abgefragt. Aus den dann vorliegenden Infor-
mationen soll man dann eine mit der Parametrisierung der Zufallsautomaten
zusammenhangende Grofle schitzen, und zwar ,,moglichst gut.

In diesem Zusammenhang sind einige Begriffe zu prézisieren, das geschieht
in Abschnitt 2.1: Was ist ein statistisches Modell, was ist ein Schditzer? In Ab-
schnitt 2.2 wird dann gesagt, wie man unter den vielen moglichen Schéatzfunk-
tionen eine Klassifizierung vornehmen kann: Was ist ein ,,optimaler Schéitzer*?
Bemerkenswerterweise kann man in vielen wichtigen konkreten Fallen optimale
Schitzer wirklich explizit bestimmen, das ist der Inhalt von Abschnitt 2.3.

Die in den bisherigen Abschnitten behandelten Schitzmethoden stellen nur
einen Teil der in der Statistik wichtigen Verfahren dar. In Abschnitt 2.4 gibt es
noch einige Erginzungen zum Thema ,Schdtzen®, da sollen weitere Methoden
vorgestellt werden.

Fiir den Spezialfall normalverteilter Messdaten lassen sich sehr prizise Aus-
sagen machen, dieser Fall wird in Abschnitt 2.5 ndher untersucht werden.

2.1 Schitzen: Die Problemstellung

Man kann es sich so vorstellen: Hinter einem Vorhang stehen Zufallsautomaten,
die durch gewisse Parameter charakterisiert sind. Einer wird ausgewéhlt und
abgefragt, und wir sollen mit den so gewonnen Daten etwas anfangen. Etwas se-
ridser wiirde man von einer Familie von Wahrscheinlichkeitsrdumen sprechen, es
ist aber praktisch®), davon auszugehen, dass alle den gleichen Raum € als Menge
der Elementarereignisse und die gleiche o-Algebra der Ereignisse £ haben:

Definition 2.1.1. Fin statistisches Modell besteht aus

DUnd auch mathematisch zu rechtfertigen: Man muss nur zu geeigneten Produkten von
Maflrdumen iibergehen.
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(i) Finer Menge Q und einer o-Algebra € auf Q.

(i) Finer durch eine Menge © parametrisierten Familie Py von Wahrschein-
lichkeitsmaflen auf (Q2,E).

In Kurzfassung schreibt man dafir (Q,E, (Pg)oco)-

Bemerkungen und Beispiele:

1. Betrachte etwa Bernoulliexperimente mit einer unbekannten Erfolgswahr-
scheinlichkeit p. Dann ist Q = {0,1}, © = [0,1], und fur p € © ist P, durch
P,({1}) := p definiert.

2. Werden normalverteilte Daten mit bekannter Streuung beobachtet, so wird
Q) gleich R sein, versehen mit den Borelmengen als o-Algebra, und © entspricht
der Menge der moglichen Erwartungswerte.

3. Q sei wie vorstehend, und P, bezeichne fiir a > 0 die Gleichverteilung auf
[0,a]. Dieses Beispiel wird gleich noch etwas eingehender studiert.

4. Das Ausgehen von einem statistischen Modell ist der erste Schritt zur ma-
thematischen Behandlung eines Problems. Dieser Schritt fasst die iiber das
Problem vorliegende Information zusammen: Mit welchen Zufallsautomaten ist
iiberhaupt zu rechnen?

Es gibt aber eine Reihe von Schwierigkeiten: Warum ist die Einschrinkung
auf gerade diese Wahrscheinlichkeitsrdume gerechtfertigt? Ist die Verteilungs-
annahme vielleicht nur approximativ richtig?

5. In der Regel ist — wie in den vorstehenden Beispielen — die Menge 2 eine
Teilmenge von R. Das ergibt sich auch in allgemeineren Situationen, wenn als
Stichprobe reellwertige Zufallsvariable ,,abgefragt* werden und man das indu-
zierte Wahrscheinlichkeitsmafl betrachtet.

Und nun soll geschitzt werden. Etwas préaziser soll das bedeuten, dass den
Parametern 6 € O eine Zahl v(0) zugeordnet ist, die uns aus irgendwelchen
Griinden interessiert. Formal liegt also eine Abbildung v : © — R vor.

Manchmal ist die Bildmenge auch der R*, fiir unsere Zwecke reicht es
aber, sich auf Skalare zu konzentrieren. Wir vereinbaren hier auch
gleich fiir den Rest der Vorlesung: Ist © eine Teilmenge des R™,
so soll v messbar sein, wenn man in Bild- und Urbildbereich die
Borelmengen betrachtet. Uberhaupt soll im Folgenden gelten: Alles,
was wir aufschreiben, soll definiert sein; es soll nicht jedesmal neu
gesagt werden, dass irgendwelche Mengen oder Abbildungen messbar
sein sollen.

Beispiele:
1. Mal angenommen, unser statistisches Modell besteht aus allen Normalvertei-
lungen auf R, die Parametermenge © ist also die Menge der (p, o) mit 4 € R
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und ¢ > 0. Dann konnte v(p, o) := p interessant sein: Welche Schétzung kann
fiir den Erwartungswert abgegeben werden?

2. Das statistische Modell bestehe aus allen Poissonverteilungen auf Ny, hier
ist also © die Menge der A > 0. Nun wird n-mal abgefragt, und aufgrund des
Ausgangs sollen wir die Wahrscheinlichkeit dafiir schétzen, dass zwei unabhingi-
ge weitere Abfragen beide zum Ergebnis 0 fithren. Diese Wahrscheinlichkeit ist
gleich e~2*, das folgt aus der Formel fiir die Poissonverteilung und der Un-
abhingigkeit. Folglich wire hier v()\) := e~2* zu betrachten.

3. In sehr vielen Féllen ist © eine Teilmenge der reellen Zahlen und ~ die Iden-
titdt. Da mochte man einfach wissen, mit welchem Wahrscheinlichkeitsmafl man
es zu tun hatte.

2.2 Giiteeigenschaften von Schéitzern

Fassen wir das Bisherige zusammen, so haben wir ein statistisches Modell und
eine Abbildung v : ® — R vorgelegt bekommen. Es stehen n unabhéngige
Abfragen aus dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, £, Py) (mit einem unbekannten
Parameter ) zur Verfiigung, und wir sollen daraus ,méglichst gut® den Wert
~(0) schitzen.

Wir betrachten zum Schitzproblem das folgende Beispiel. In einem
Quiz spielen zwei Kandidaten mit. Der Quizmaster sucht sich eine Zahl a > 0
und produziert dann n unabhéngige Abfragen z1,...,x, aus der Gleichvertei-
lung auf [0, a]. Diese Zahlen werden den Kandidaten mitgeteilt, und sie sollen
daraus einen Wert fiir a schitzen. Wer néher dran ist, hat gewonnen.

Spieler A iiberlegt so: Der Erwartungswert der Gleichverteilung ist a/2, und
fiir grofe n sollte das Stichprobenmittel nach den Gesetzen der groflien Zahlen
in der Nihe des Erwartungswertes liegen. Also schiitzt er den Wert

2
ﬁ(xl—ﬁﬂu—f—mn).

Spieler B argumentiert anders, er analysiert das Verhalten von max{Xy,..., X, }
von unabhingigen Zufallsvariablen X, die alle auf [0, a] gleichverteilt sind. Die

n
Wahrscheinlichkeit, dass alle < a — ¢ sind, ist doch (a 6) , und das geht fiir

n — oo gegen Null. Folglich wird der Wert
max{z1,...,Zn}

mit hoher Wahrscheinlichkeit nahe bei a liegen, das ist die von B favorisierte
Schétzung.

Es gibt also mehrere naheliegende Schétzer, und es ist nicht klar, welche
Methode vorzuziehen ist.
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Am vorstehenden Beispiel kann ein wichtiger Begriff erldutert werden: Wenn
durch irgendeine Formel aus den Messwerten eine Zahl entsteht, so soll das ein
Schdtzer fiir v heilen. Eben hatten wir das doppelte Stichprobenmittel und das
Maximum betrachtet, die allgemeine Definition ist wie folgt:

Definition 2.2.1. Fin statistisches Modell und eine Funktion ~y seien wie vor-
stehend gegeben. Unter einem Schétzer fiir v auf der Grundlage von n Messungen
verstehen wir dann eine messbare Abbildung

d: Q" — R.

Bemerkungen:

1. Die Interpretation ist die folgende: Ist Py das ,richtige* Wahrscheinlichkeits-
maf und ergibt das Experiment die Werte 1, ..., z,, so soll als Vorschlag fiir
die Schétzung von () die Zahl d(x1,...,z,) angegeben werden.

2. Die Definition ist sehr allgemein, es sind im Prinzip auch noch véllig sinnlose
Funktionen als ,,Schétzer” moglich.

3. Ideal wére natiirlich ein Schétzer, der den richtigen Wert immer genau trifft:
Egal, was 0 ist und wie die x1,...,x, ausfallen, es ist d(x1,...,2z,) = v(0).

So etwas kann vorkommen: Wenn das statistische Modell aus allen Punkt-
maflen 0, auf R besteht (es wird also mit Wahrscheinlichkeit 1 die Zahl a
erzeugt) und a zu schétzen ist, so kann man

d(z1,...,zn) =21

wéhlen. Leider ist nur in solch extremen Fillen zu erwarten, dass man das
Schétzproblem so vollstandig 16sen kann.

Im Allgemeinen wird man mit weniger zufrieden sein miissen, doch was sollen
die wichtigen Forderungen sein? Im Rest dieses Abschnitts beschéftigen wir uns
noch mit einigen Kriterien, um die Giite von Schétzern zu messen.

Eine plausible Forderung ist sicher, dass ein Schétzer erwartungstreu ist. Das
soll folgendes bedeuten. Mal angenommen, es geht um ein spezielles 6, dieser
Zufallsautomat wurde gewahlt. Der wird nun n-mal abgefragt, und wir geben
die Prognose d(z1,...,2,). Wenn wir das sehr oft machen, so wird sich im
Mittel der Erwartungswert von d : Q™ — R ergeben; dabei tragt Q™ das n-fache
Produktmaf} zu Py, und wir nehmen an, dass der Erwartungswert existiert. Ein
Schiitzer sollte mindestens im Mittel richtige Werte liefern, und das fithrt zu

Definition 2.2.2. FEin Schditzer heiffit erwartungstreu, wenn fir alle 6 der Er-
wartungswert von d gleich () ist.

Bemerkungen:

1. Ist d die konstante Abbildung (), so liefert sie zwar fiir den Spezialfall § =
0o hervorragende Ergebnisse, sie versagt aber fiir andere 6 und ist insbesondere
nicht erwartungstreu.
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2. Wir betrachten ein aus zwei Karten bestehendes Kartenspiel, aus dem ei-
ne einzelne Karte gezogen wird. Wir ziehen n mal mit Zuriicklegen und sollen
daraufhin die Anzahl 6 der roten Karten in dem Spiel schitzen. Es ist also
© = {0,1,2}, und = ist die identische Abbildung. Ein plausibler, sogar erwar-
tungstreuer, Schétzer ist ,,zwei mal Anzahl der roten Karten in der Stichprobe,
geteilt durch n*, das folgt daraus, dass der Erwartungswert der Binomialvertei-
lung gleich np ist. Das fiihrt allerdings zu der merkwiirdigen Situation, dass man
eventuell Schitzungen der Form ,,Das Spiel enthélt 0.92 rote Karten“ abgeben
muss.

Ubrigens: Logischer wire hier, nur Schiitzer mit Werten in {0, 1,2} zuzulassen.

Ubung: Gibt es fiir jedes n erwartungstreue Schitzer dieser Art?

Wir wollen die Strategien von Spieler A und B analysieren. Fiir Spieler A
ist das einfach: Der Erwartungswert jeder Einzelabfrage ist a/2, folglich hat
auch der Mittelwert aus n Abfragen diesen Erwartungswert und damit ist die
Schitzung von A — der doppelte Mittelwert — erwartungstreu. Fiir die Diskus-
sion der Strategie von Spieler B ist an einige Sachverhalte aus der elementaren
Stochastik zu erinnern:

e Sind Xi,..., X, unabhingig, so ist

P(max{Xi,...,X,} < ¢) = [[P{X; < c}.

e Sind insbesondere die X; unabhéngige Abfragen der Gleichverteilung auf
[0,a], so ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Maximum < c¢ ist, durch
(¢/a)™ gegeben.

e Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R mit einer Dichte f und kennt man
die Funktion x +— p(] —oo,xz]), so ist f die Ableitung dieser Funktion.

e Im vorliegenden Fall heifit das: Das Maximum aus n Gleichverteilungen auf
[0,a] hat eine Dichtefunktion, ndmlich die Funktion nz™~1/a™ (definiert
auf [0,a]).

e Hat ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf R eine Dichte f, so ist der Erwar-
tungswert der Identitédt durch [z f(z)dz gegeben.

e Es folgt: Das Maximum aus n Gleichverteilungen auf [0,a] hat den Er-

wartungswert
n

n—1 n
nrx adr = a.
A / n+1

Damit sieht man, dass B nicht erwartungstreu schétzt. Das ist aber leicht zu

reparieren, wir empfehlen B, seinen Wert mit (n 4+ 1)/n zu multipizieren, also

als Schétzung
n+1

max{zy,...,Tn}
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zu wahlen. Dann hat auch B einen erwartungstreuen Schétzer.

FEin weiteres Kriterium fiir die Giite eines Schétzers ist sicherlich, wie stark
die Schétzwerte um den wirklichen Wert schwanken. Im Idealfall sollte nicht
nur der Erwartungswert von d unter Pj gleich () sein, schén wire auch, wenn
die Streuung klein wire, dass also garantiert werden kann, dass die Irrtiimer
kontrollierbar bleiben.

Wie sieht es denn bei Spieler A und Spieler B aus? Wieder ist Spieler A ein-
facher zu behandeln: Die Varianz der Gleichverteilung auf [0, a] ist bekanntlich
gleich a?/12. Der Mittelwert aus n Abfragen fiihrt zu einem n im Nenner, und
da A den Mittelwert mit 2 multipliziert hat, erhalten wir noch einen Faktor 4.

Fasst man alles zusammen, so ergibt sich fiir die Varianz des A-Schitzers der
2

a
Wert —.
ert o~

Nun zu B. Wir nutzen aus, dass der Erwartungswert des Quadrats der Iden-
titit das Integral iiber 22 mal Dichtefunktion ist und dass die Gleichung

Var(X) = B(X?) — (B(X))?

gilt. So folgt: Die Varianz des Maximums aus n Gleichverteilungen ist gleich

a 2 2
9 -1 —n na na
nxz" Ta "dx — = .
/0 (n+1> (n+1)2(n+2)

Damit gilt: Der B-Schéitzer hat eine wesentlich bessere Varianz, allerdings
schwankt er um den falschen Wert. Macht man noch die (n+1)/n-Modifikation,
so ist die eben berechnete Zahl mit dem Quadrat von (n+1)/n zu multiplizieren,
es ergibt sich die Varianz

(n+1)2 na? a?

n2 (n+1)2(n+2) nn+2)

Was wire, wenn B nicht modifiziert, wie grofl wire dann die mittlere qua-
dratische Abweichung? Wir rechnen so:

2 2
n 1
E Xq1,..., X, — = K X, .., Xpt———a— ——
P, ((max{ 1y Xn} a) > P, ((max{ 1 } n+1a n+1a) )

n 2 a®
= EIPa ((max{Xl,...,X"}—n+1a> >+(TL—|—1)2

= Varp, (max{Xy,..., X, }) + (njlril)Q
na’ a®
ECERECEPRACESE
2a?

(n+1)(n+2)
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Zusammen: B ist im Mittel auch dann wesentlich besser als A, wenn nicht mo-
difiziert wurde und n grof3 ist. Doch hat B schon die bestmdogliche Strategie?
Es soll in den folgenden Abschnitten versucht werden, diese Frage sinnvoll zu
formulieren und in Spezialféllen eine Losung zu finden.

Vorher behandeln wir noch einige Erginzungen zu erwartungstreuen Schdtzern.
Als erstes diskutieren wir ein Gegenbeispiel: Manchmal gibt es iiberhaupt keine
erwartungstreuen Schétzer:

Das statistische Modell bestehe aus allen moglichen hypergeometri-
schen Verteilungen zu festem r auf {0,...,m}: Es gibt also Urnen
mit n Kugeln (wobei n > r), von denen r rot und n — r weif sind,
und aus denen wird m-mal ohne Zuriicklegen gezogen; dabei lauft n
durch alle natiirlichen Zahlen > r. Wir fragen uns, ob es einen erwar-
tungstreuen Schitzer fiir n gibt?). Sei nun d irgendein Schiitzer, der
aus der Anzahl der konkret gezogenen roten Kugeln ein NV schétzt.
Wegen der Endlichkeit der Menge {0, ..., m} ist d beschrinkt. An-
dererseits konnen die n-Werte beliebig grof3 werden, und deswegen
werden sie bestimmt nicht alle als Erwartungswert von d auftreten.

Es folgen nun zwei wichtige Beispiele fiir erwartungstreue Schétzer:
Satz 2.2.3. Gegeben sei ein beliebiges statistisches Modell.

(i) Das Stichprobenmittel ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir den Erwar-
tungswert der Identitit auf €.

(i) Die Stichprobenvarianz schitzt die Varianz erwartungstreu. Deswegen wird
im Nenner n—1 gewdhlt, die Zahl n hdtte nicht zu einem erwartungstreuen
Schitzer gefiihrt.

Beweis: (i) Das ist klar, man muss nur wissen, dass der Erwartungswert eine
lineare Funktion ist.

(ii) Die Behauptung ist eine Umformulierung der folgenden Aussage:
Sind Xj, ..., X, unabhéngige Kopien einer Zufallsvariable X und bezeichnet
man mit X die Zufallsvariable (X1 + --- + X,,)/n, so gilt

E (ni - > X X)2> = o%(X).

K2

Zur Vorbereitung des Beweises bemerken wir, dass

E((X; - E(X))(X - E(X))] = o*/n,
E(X -E(X))?* = o*/n;

beides liegt an der Definition von ¢ und der Tatsache, dass der Erwartungswert
fiir unabhéngige Zufallsvariable multiplikativ ist.

2)Man sollte sich hier an die Illustration dieses Problems durch die Fische-Anzahl aus der
elementaren Stochastik erinnern.
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Nun koénnen wir so rechnen:

E<n112<Xi—X>2> = E(nl1Z[<X¢—E<X>>—<X—E<X>>P>

i

_ E( 112[(Xi—E(X))2—|—

n— -
i

—2(X; - B(X))(X - BE(X)) + (X — E(X))2]>

1

= Z[az — 202 + lo*2]
n

n—1 n
1

= 0'2.

O

Wir behandeln nun einen weiteren wichtigen Begriff. Es soll ausgedriickt
werden, dass eine Folge von Schétzern den Zielwert mit Sicherheit besser und
besser approximiert. Hier die exakte Formulierung;:

Definition 2.2.4. Fin statistisches Modell und eine Funktion ~y seien wie vor-
stehend gegeben. Weiter sei fiir jedes n ein Schdtzer definiert, der aus n Ab-
fragen einen Schitzwert fiir v(6) erzeugt. Diese Folge (d,) von Schitzern fiir
~v(0) heifit eine konsistente Schétzfolge fiir v, wenn die (d,) fir jedes Py in
Wahrscheinlichkeit gegen ~v(0) konvergieren. Genauer: Fiir jedes € > 0 soll

Po({(x1, ..., xn) € Q" | |dn(21,. .., 20) — ()] > €})

fiir n — oo gegen Null gehen.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Die Definition ist von eher theoretischem Interesse, sie liefert nur einen groben
Giitemafistab fiir Schéatzer.

2. Das schwache Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass die Folge der Stichpro-
benmittel eine konsistente Schétzfolge fiir den Erwartungswert darstellt.

Ab jetzt behandeln wir nur noch erwartungstreue Schétzer fiir ein vorgeleg-
tes statistisches Modell und eine fest vorgegebene Funktion ~y. Ziel ist doch,
moglichst genau zu schéitzen, d.h. beim Schétzen moglichst kleine Varianzen zu
erreichen. Das legt die folgende Definition nahe:

Definition 2.2.5. FEin erwartungstreuer Schétzer d* fir v heifit gleichmaBig
bester erwartungstreuer Schétzer, falls gilt: Ist d ebenfalls ein erwartungstreuer
Schdtzer, so ist fir jedes 0

Varp,(d) > Varp,(d").
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Bemerkung: Es ist iiberhaupt nicht klar, dass es so etwas gibt®), und nahelie-
gende Kandidaten sind evtl. nicht bestmoglich. Als Beispiel betrachten wir die
Situation, wo = {1,2,3,4,5,6} ist und © zweielementig ist: Zur Wahl stehen
nur die Gleichverteilungen auf {1,2,3} und {4, 5,6}, und zu schétzen ist der Er-
wartungswert aufgrund einer Messung. Dann ist das Stichprobenmittel (das ist
hier die Identitit) zwar erwartungstreu, es geht aber offensichtlich besser. Ein
Schitzer, der auf {1,2,3} den Wert 2 und auf dem Rest den Wert 5 annimmt,
schétzt mit Varianz Null. Er ist damit sicher ein gleichméflig bester Schétzer,
doch wie findet man so etwas in schwierigeren Fallen?

Wir wollen noch versuchen, uns optimale erwartungstreue Schéitzer geome-
trisch zu veranschaulichen. Dazu fixieren wir zunéchst ein Py und betrachten den
Raum V aller Funktionen auf dem R"”, die beziiglich des n-fachen Produktmafes
quadrat-integrabel sind. Das sind die hier interessierenden Schéitzfunktionen d.
Der Unterraum W aller Funktionen mit Erwartungswert 0 spielt eine wichtige
Rolle: Ist ndmlich d ein erwartungstreuer Schétzer fiir v(6), so besteht die Men-
ge Ser aller erwartungstreuen Schétzer aus den Funktionen d + h mit h € W,
es handelt sich also um einen affinen Unterraum.

Nun ist fiir jedes f die Varianz gleich

(f.f) = (BE(H),

und da alle f € S den gleichen Erwartungswert haben, heifit das: Ein erwar-
tungstreuer Schétzer hat genau dann die kleinste Varianz, wenn es sich um
ein Element aus S¢; mit kleinstem Abstand zum Nullpunkt handelt. Aulerdem
sieht man sofort, dass es hochstens einen solchen besten Schétzer geben kann
und dass er dadurch charakterisiert ist, dass er auf allen Elementen aus W
senkrecht steht.

Wenn man nun noch alle Py beriicksichtigt, muss man W durch den Durch-
schnitt der zu den einzelnen 6 gehorigen Riumen ersetzen. Eindeutigkeit und
Orthogonalitéts-Charakterisierung bleiben erhalten, und so ergibt sich ein be-
kanntes klassisches Kriterium von RAO.

3)Sicher ist eine notwendige Voraussetzung, dass es iiberhaupt erwartungstreue Schitzer
gibt.
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2.3 Suffizienz und Vollstindigkeit: diskrete Raume

Wie findet man nun aber beste Schétzer? Wir behandeln dazu ein weiteres
wichtiges Konzept, mit dem wir schlielich in der Lage sein werden, in vielen
wichtigen Féllen beste Schétzer konkret anzugeben. Es geht im Wesentlichen um
Informationsreduktion, intuitiv ist es leicht zu verstehen: Welche Informationen
in der Stichprobe konnten fiir die Berechnung der Schétzfunktion an dieser
Stelle wirklich eine Rolle spielen? Ein Beispiel: Soll der Anteil der roten Karten
in einem Kartenspiel geschéitzt werden und ergibt sich bei unabhéngiger Ziehung
(mit Zuriicklegen) das Ergebnis r, s, 7,7, s, s,r, 7, 7,7, so ist doch plausibel, dass
die Reihenfolge der gezogenen Farben sicher keine Rolle spielt und dass es sogar
nur auf die Anzahl der in der Stichprobe gefundenen roten Karten ankommt.
Das ist nicht so einfach zu priizisieren. Wir betrachten unser {ibliches sta-
tistisches Modell: Es ist @ C R, und eine Familie (Ppco) von Wahrscheinlich-
keitsmaflen ist gegeben. Nun wird n-mal abgefragt, wobei 6 unbekannt ist. Wir
erhalten x1,...,x, und versuchen nun, die darin enthaltenen Informationen zu
komprimieren. Es soll alles weggelassen werden, was wir sowieso schon wissen.

Um die zu besprechenden Ideen nicht durch neue techni-
sche Definitionen zu verschleiern, werden wir im Folgenden
meist annehmen, dass {2 endlich oder héchstens abzédhlbar
ist.

Hier ist die entscheidende

Definition 2.3.1. SeiT : Q™" — R™ eine messbare Abbildung. T heif$t suffizient
fiir (Pygeco), wenn gilt: Ist y im Bild von T, so sind die Einschrinkungen aller
Py auf

Qy={z|Tex=y} CQ"
identisch. Anders ausgedriickt: Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ Q. auf Q,,
so dass

Qy = (F9)le,
fiir alle 4.

Das ist, zugegeben, schwierig, und deswegen gibt es einige

Bemerkungen und Beispiele:

1. T bewirkt so etwas wie eine Zerlegung von ", und genau genommen ist nur
diese Zerlegung interessant®).

2. Es sei 2 = {0, 1}, das statistische Modell bestehe aus allen Bernoulliverteilun-
gen zu p € [0,1]; dann sind die P}, die Produktmafe auf {0,1}". Wir wollen die

4)Die Einschrinkung eines Mafies P ist durch P|g(E) := P(E)/P(B) fiir E C B erklirt. Sie
ist offensichtlich nur fir P(B) > 0 definiert, im Folgenden miisste es also hin und wieder den
Zusatz ,,falls definiert” geben. Alternativ: Man kann sich erst einmal auf den Fall beschréanken,
dass stets Py (€2y) > 0 gilt.

5)Das passt natiirlich in das Konzept der Wahrscheinlichkeitstheorie, dass Information in
Unter-o-Algebren verschliisselt ist.
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Abbildung T : (z1,...,2,) — >, x; untersuchen, wir behaupten, dass sie suffi-
zient ist. Sei k fest (das entspricht dem y der allgemeinen Definition), wir wollen
uns auf die Menge aller (1, ..., z,) konzentrieren, die genau &k Einsen enthalten.
Bei vorgelegtem PP, ist die Wahrscheinlichkeit dieser Menge gleich b(k, n; p), und
jedes einzelne Element hat die gleiche Wahrscheinlichkeit (némlich den (})-ten
Anteil davon). Folglich kann man @Qy als die Gleichverteilung auf €, wiihlen,
und die Suffizienz ist bewiesen.

Eine Variante: Teilt man {1,...,n} in s disjunkte nicht leere Teil-
mengen auf, so ist der aus den Summen iiber die jeweiligen Anteile
bestehende Vektor (des R?) eine suffiziente Statistik.

3. Betrachte das gleiche Modell wie eben, diesmal aber T : (z1,...,Z,) — 1.
Diese Abbildung schaut sich also nur das erste Ergebnis an. Ein moglicher T-
Wert ist £ = 1, die Menge §2; besteht aus allen n-Tupeln in Q7, die an der
ersten Stelle eine 1 enthalten. Die Wahrscheinlichkeit unter P’} ist p, die bedingte
Wahrscheinlichkeit der Menge der Teilmenge (1, zo, . .., z,), die auler der ersten
Eins &’ Einsen enthalten, ist damit gleich b(k’,n—1,p) (dabeisei 0 <k <n-—1
beliebig). Und diese Zahlen sind nicht unabhingig von p, Suffizienz liegt also
nicht vor.

4. Ein triviales Beispiel: Die Identitét ist immer suffizient, allgemeiner jede injek-
tive Abbildung. Umgekehrt kann es vorkommen, dass es nur injektive suffiziente
Abbildungen gibt, d.h., dass keine Informationsreduktion moglich ist.

Betrachte ein dreielementiges 2 und wihle darauf so viele Wahr-
scheinlichkeitsmafle (d.h., Wahrscheinlichkeitsvektoren), dass sie auf
keiner zweielementigen Teilmenge proportional sind. Dann miissen
die T~!(y) fiir suffiziente Abbildungen einelementig sein.

(Noch einfacher: Auf einem zweielementigen ) reichen sogar zwei
Mafle.)

Das weitere Vorgehen ist wie folgt:
e Bevor es richtig losgeht, benttigen wir einige Vorbereitungen.

e Zunichst zeigen wir, wie sich aus einem erwartungstreuen Schétzer und
einer suffizienten Statistik®) auf naheliegende Weise ein weiterer Schitzer
konstruieren lasst, der fiir jedes 6 zu einer nicht schlechteren Varianz fiihrt
und nur noch von T'(z) abhiingt.

e Damit sollte klar sein, dass es sich um einen hier wichtigen Begriff handelt.
Wir diskutieren ein Kriterium fiir Suffizienz und behandeln dann weitere
Beispiele.

6) Statistik® wird in diesem Zusammenhang synonym mit ,, Abbildung® verwendet. Diese
Bezeichnung ist historisch bedingt.
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e Dann muss noch ein technischer Begriff eingefithrt werden: Vollstindigkeit.
Unter Verwendung dieser Definition ist es moglich, den Hauptsatz der
Theorie, den Satz von Lehmann-Scheffé, zu formulieren und zu beweisen.

e Es folgen noch einige Beispiele, um mit diesem Satz bestmdogliche Schétzer
konkret zu konstruieren.

’ Vorbereitungen

1. Sei K eine Teilmenge eines R-Vektorraumes. K heifit konvex, wenn K al-
le Konvexkombinationen von Elementen aus K enthélt: Ist n € N und sind
Ty, @y € K, A, A, 2> 0mit Y, A = 1, so liegt die Konvexkombination
>; Aiz; ebenfalls in K.

2. Sei K konvex und f : K — R eine Abbildung. f heifit konvex, wenn fiir alle
Konvexkombinationen gilt:

f(z Aiz;) < Z Aif ().

Gilt stets > bzw. stets =, so heifit f konkav bzw. affin.

Es reicht, die Ungleichung fiir Konvexkombinationen aus zwei Elementen
zu fordern (einfache Ubungsaufgabe).

Beispiele: Wenn K = R ist, so sind die affinen Abbildungen genau die
Abbildungen der Form x +— ax+Db; fiir zweimal differenzierbare Funktionen
ist f”” > 0 notwendig und hinreichend fiir Konvexitéit. Auf dem R™ kann
man hinreichende Bedingungen mit Hilfe der Hesse-Matrix formulieren.

3. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable und f : R — R eine konvexe Funktion.
Dann gilt
HEX)) < E(f(X));

das ist die Jensensche Ungleichung.

(Beweis: Wir betrachten nur den Fall endlicher Raume €. Da folgt das Ergebnis
direkt aus der Konvexitdtsdefinition, denn der Erwartungswert von X ist die
Konvexkombination mit Gewichten P({w}) der X (w).)

4. Der diskrete Wahrscheinlichkeitsraum §2 sei disjunkt in Ay U---UA,. zerlegt,
und X : Q — R sei eine Zufallsvariable. Unter dem bedingten Erwartungswert

von X unter Aj; versteht man dann den Erwartungswert der Einschrénkung von
X auf den Wahrscheinlichkeitsraum Aj;, also die Zahl

Ywen, X (@)P({z})
P(Aj) '

(Inhaltliche Interpretation: Mit was fiir einem X -Wert sollte man im Mittel rech-
nen, wenn man weifl, dass bestimmt ein Ergebnis in A; herauskommt. Besteht
die Zerlegung nur aus einem Element, kommt der gewthnliche Erwartungswert
heraus. Wir werden das Thema in Abschnitt 4.5 noch einnmal aufgreifen.)
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Suffizienz verbessert Schatzer‘

Wir kitmmern uns nun wieder um das Schéitzproblem, gehen also wieder von
einem statistischen Modell (mit diskretem €2) und einer bekannten Zielfunktion
v : O — R aus. Weiter sollen eine suffiziente Statistik 7" : Q™ — R™ und ein
erwartungstreuer Schéitzer d : 2* — R fiir v vorgegeben sein.

Definition 2.3.2. Seiy im Bild von T. Nach Voraussetzung gibt es ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ Q, auf Q, := T~ (y), so dass alle durch die Py auf §,, in-
duzierten Wahrscheinlichkeitsmafe mit Q, dbereinstimmen (falls sie definiert
sind).

Mit dr(y) bezeichnen wir den Erwartungswert der Einschrinkung von d auf

Q, unter Q.

(Diese Zahl ist also das, was man als d-Wert unter Py erwarten wirde, wenn
man weifl, dass T = y ist; nach Voraussetzung ist diese Zahl unabhdngig vom
Parameter 6.)

In Formeln:

2wean Ta=y A@)PF ({2})

TE T @)

und dieser Ausdruck ist unabhingig von 0. Auf diese Weise wird eine Abbildung
dr vom Bild von T nach R induziert.

Der Schétzer dr o T ist nicht schlechter als d:

Satz 2.3.3. Fiir den vorstehend definierten Schitzer dp o T gilt:

(i) dp o T ist erwartungstreu.

(i) Die Varianzen sind nicht schlechter als die von d: Fir alle 0 ist

Varg(d) > Varg(droT).

Dabei steht Varg fiir die Varianz unter Verwendung von Py auf Q7, ent-
sprechend ist der Erwartungswert Eg zu interpretieren.
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Beweis: (i) Das ergibt sich wie folgt aus der Definition:

Eyp(droT) = Y (droT)()P;({z})

zeQn

= > Y (droT)(@)P;({a})

yeT(Qn) x€Qy,

= Y > dr(w)Pi({a})

yeT(Qm) zEQy

= > dr(y) Y Pp({z})

yeT(Q™) €LYy

= Y dr)P@,)

yeT(Q™)
) e, d@P({a})
- yETZ(m) P () 5 ()
= ) d@)P;({z})
= Ey(d)
= 7(0).

(ii) Hier geht an entscheidender Stelle die Jensensche Ungleichung ein. Wir
fixieren ¢ und betrachten die disjunkte Zerlegung von Q" in die €),,, wobei y alle
moglichen Bildwerte von 71" durchléuft.

Wir schauen uns fiir irgendein y das auf {2, durch Py induzierte Wahr-
scheinlichkeitsmafl und die Zufallsvariable ,,Einschrankung von d auf 2, etwas
genauer an. Da die Funktion a — (a — «)? fiir jedes a konvex ist, kénnen wir
a := 7(0) setzen und aus der Jensenschen Ungleichung folgern:

> )=o) PG = | S a0 - e

TEQ,
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Fiir die Varianzen folgt damit die gewiinschte Ungleichung;:

Varg(d) = ) (d(z) = 7(6))°P5({x})

zeQn
= DD (@) —~(0)°Py({=})
yeBIild T x€Q,
Yven, (@) —(0))*Pg({=})
-2 7 (0,) F)

yeBild T

_ o FEED ) b

Py ({z}) n

= D (dr(y) —1(0)PF(S)

yeBild T

= Y (dr o T@) — 4(0)P5 ()
‘,L,EQTI
= Vary (dT o T).

O

Ein Kriterium fir Suffizienz ‘

Es ist giinstig, im hier behandelten diskreten Fall ein einfaches Kriterium
zur Verfiigung zu haben. Es sei — unter den iiblichen Voraussetzungen — eine
Abbildung T : Q® — R™ vorgegeben. Suffizienz heifit dann doch, dass die
Wahrscheinlichkeiten Py auf den €, proportional sind. Das fiihrt unmittelbar
zum néchsten Satz, dem so genannten Neyman-Kriterium™:

Satz 2.3.4. T ist genau dann suffizient, wenn es eine Abbildung h : Q" — R
und Abbildungen gg : R™ — R (fiir 0 € ©) so gibt, dass

Py ({z}) = go(Tx)h(x)

fiir alle x € Q.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Ist T eine beliebige Abbildung und sind h und die gy ebenfalls beliebig mit
positiven Werten vorgegeben, so kann man die Formel zur Definition von Py
verwenden; evtl. muss man gy noch mit einem Faktor multiplizieren, um zu
Wahrscheinlichkeitsmaflien zu kommen. Anders ausgedriickt: Alle Abbildungen
T konnen unter geeigneten Umsténden als suffiziente Abbildungen vorkommen.

) Der Beweis ist leicht, er wird hier {ibersprungen.
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2. Nach dem Satz liegt genau dann eine suffiziente Abbildung vor, wenn es
gelingt, die Zahl Py ({z}) als ,Funktion von z* mal ,(von # moglicherweise
abhéingige) Funktion von Tz“ zu schreiben. Mit dieser Bemerkung lassen sich
zahlreiche Beispiele finden, wir behandeln im Folgenden einige typische Vertre-
ter.

3. Ein Bernoulli-0-1-Experiment werde n mal unabhéngig wiederholt, die Er-
folgswahrscheinlichkeit p sei unbekannt®. Fiir ein spezielles x = (21,...,2,) €
{0, 1}™ ist die Wahrscheinlichkeit unter P} gleich ,,p hoch Anzahl der Einsen
mal 1 — p hoch Anzahl der Nullen in z*.

Setzt man Tx := ), x;, so ist

Pp({e)) = o0 -p)

Mit h =1 und g,(y) := p¥(1 — p)"~¥ ist damit das Neyman-Kriterium erfiillt,
folglich ist T suffizient.

4. Wir betrachten @ = Ny und darauf alle Poisson-Verteilungen. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine n-elementige Stichprobe unter einer speziellen, zum Pa-
rameter \ gehorigen Verteilung ist gleich

2T
Pr({(@ns . oan)}) = —o e

arl )

und daraus sieht man, dass z — ), x; eine suffiziente Statistik fiir dieses Modell
ist.

5. Nun sei Q = N, wir betrachten alle Gleichverteilungen P, auf Mengen der
Form {1,...,a}. Unter P? ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein n-Tupel (21, ..., 2,)
gleich 1/a™, wenn alle x; im Intervall liegen und Null sonst. Das kann man etwas
gekiinstelt als

h(x)ga(max z;)

schreiben, dazu muss man h = 1 setzen und g, als 1/a™ mal charakteristische
Funktion von {1,...,a} definieren. Folgerung: » — maxuz; ist suffizient fiir
dieses Modell.

6. Nun kann man auch sagen, in welchem Sinne es ,,auf die Reihenfolge nicht an-
kommt“. Wir betrachten ein ganz beliebiges statistisches Modell. T": Q" — R™
soll diejenige Abbildung sein, die einfach der Grofie nach sortiert. (Zur Erin-
nerung: Wir haben Q C R vorausgesetzt.) Zum Beispiel ist T7(3,2,2,4,1) =
(1,2,2,3,4). Behauptung: T ist suffizient. Der Beweis ist leicht, denn wegen
der Unabhéngigkeit der Beobachtungen haben Permutationen die gleiche Wahr-
scheinlichkeit, man kann also einfach h = 1 setzen und gy als die Wahrschein-
lichkeit von x unter P definieren.

Dieses T heif3t iibrigens die Ordnungsstatistik.

8)Dieses Beispiel wurde weiter oben schon einmal diskutiert.
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7. In Analogie zu Beispiel 5 folgt: Betrachtet man auf Z alle Gleichverteilungen
auf Intervallen der Form {a,a+1,...,b} mit a < b, so ist  — (min x;, max x;)
eine suffiziente Statistik.

Vollstandigkeit

Wir benétigen noch eine etwas technische Bedingung. Gegeben ist eine suf-
fiziente Statistik, und es soll ausgedriickt werden, dass die durch T induzierte
Zerlegung von " in die €, ,nicht zu fein® ist.

Definition 2.3.5. FEine Statistik T heif$t vollstandig, wenn gilt: Ist f : Q" — R
eine Funktion mit den Figenschaften:

(i) f ist auf jedem Q, konstant,
(i1) der Erwartungswert von f unter Py ist Null fir alle 6,

so ist f die Nullfunktion?.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Mal angenommen, es gibt m verschiedene €. Bezeichnet man die f-Werte
darauf als f1,..., f,, und die Wahrscheinlichkeiten unter Py mit pf,...,p  so
heifit die Vollstandigkeitsbedingung gerade: Aus

Zfz‘pf =0

(fiir alle 6) soll f; = -+ = f;, = 0 folgen. Das bedeutet — das lernt man in der
Linearen Algebra — dass die Vektoren

(p§7"'7pfn)’ 96@7

ein Erzeugendensystem im R™ bilden miissen; © darf also nicht ,,zu klein* sein.

2. Betrachte alle Bernoulliverteilungen P, auf {0, 1}, davon n-fache Kopien und
die Statistik 7' = Summe; wir wissen schon, dass sie suffizient ist. Sei nun
f:{0,1}" — R eine Funktion, die nur von k = ) x; abhéngt. Da es zu jedem
moglichen k genau (Z) derartige z gibt, ist der Erwartungswert von f unter P}

gleich
S5 (3 )ttt

SChI‘eib( man daS alS

so sieht man: Ist dieser Ausdruck fiir alle p gleich Null, so muss wegen des
Identitatssatzes fiir Polynome f = 0 gelten.

9) Genauer: Py-fast sicher gleich Null fiir alle 6.
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3. Wir behaupten, dass die Ergebnissumme auch fiir das System aller Poisson-
verteilungen vollstandig ist. Sei dazu f eine nur von dieser Summe abhéngige
Funktion. Der Erwartungswert unter P} ist

)‘k —nA
D) D ™

Wenn diese Summe fiir alle A verschwindet, so muss f — wieder nach dem Iden-
titdtssatz fiir Potenzreihen — gleich Null sein.

4. Betrachte die Gleichverteilungen P, auf allen {1,...,a}. Behauptung: Das
Maximum aus den n Stichprobenwerten ist vollstandig. Sei f eine Funktion des
Maximums, f : N — R. Setzt man m; =, Anzahl der Elemente des N™ mit
Maximum k“, so ist zu zeigen, dass aus

> fk)ymy/a" =0
k=1

(alle a) folgt, dass f = 0 ist. Das ist aber klar, man braucht nur sukzessive
a=1,2,... eingusetzen.

5. Hat man fiir ein 7" die Py geméf Satz 2.3.4 geschrieben, so gilt: 7" ist genau
dann vollstindig, wenn gilt: Fiir jede auf dem Bild von T definierte Funktion
F, fiir die Y F(y)go(y) = 0 fiir alle 0 gilt, ist F' = 0.

Der Hauptsatz

Hier das Ergebnis unserer Bemiihungen:

Satz 2.3.6. (Lehmann-Scheffé) Gegeben seien ein statistisches Modell und eine
Zielfunktion . T sei eine suffiziente und vollstindige Statistik fiir dieses Modell.

(i) Angenommen, es gibt einen erwartungstreuen Schitzer d (bei n Beobach-
tungen) fiir -v. Dann gibt es auch einen erwartungstreuen Schitzer d* mit
gleichmdfig bester Varianz, man kann thn als d* = dp o T wdhlen.

(ii) Umgekehrt: Ist es mdglich, einen erwartungstreuen Schitzer der Form
d* =d' oT zu finden, so ist das schon ein Schitzer mit gleichmdflig bester
Varianz.

Beweis: Der Beweis ist erfreulich einfach.

(i) Sei d ein weiterer erwartungstreuer Schiitzer, wir kénnen ihn verbessern,
wenn wir zur Faktorisierung dr o T iiber T iibergehen. Da droT und dpoT
erwartungstreu sind, hat die Differenz unter allen P§j Erwartungswert 0, aufler-
dem ist sie iiber T faktorisierbar. Damit muss — wegen der Vollsténdigkeit —

C{T oT =dr oT gelten, insbesondere hat dr o T nicht schlechtere Varianzen als
d.

(ii) Man zeigt einfach, dass (d*)r = d’ gilt: Das ist aufgrund der Definition von
(d*)r Kklar. Nach dem ersten Teil ist dann d’ o T' bestmoglich. O

Bemerkungen und Beispiele:
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1. Man kann sich die folgende Faustregel merken: Hat man eine vollstdndige
und suffiziente Statistik fiir ein statistisches Modell gefunden, so ist alles ganz
einfach. Man muss nur versuchen, einen erwartungstreuen Schétzer fiir v so
anzugeben, dass bei der Berechnung nicht x selbst, sondern nur T'x auftritt.

2. Die Ergebnisse zur Binomialverteilung und zur Poissonverteilung implizieren:

e Das unbekannte p bei einer Bernoulliverteilung schétzt man aus einer
Stichprobe von n Versuchen am besten durch das Stichprobenmittel.

e Ist A\ bei einer Poissonverteilung gesucht, so sollte man ebenfalls mit dem
Stichprobenmittel schitzen.

3. Die vorstehenden Ergebnisse sind ziemlich plausibel, es gibt aber auch Schétzer,
bei denen man ohne theoretischen Hintergrund keine Chance hat.

Wir betrachten noch einmal alle Gleichverteilungen auf allen diskreten Inter-
vallen {1,...,a} mit unbekanntem a. (Achtung: Das ist nicht das Quizbeispiel,
da ging es um Intervalle [0, a].) Es wird n mal gezogen, und man soll a schéitzen.

Da wir schon wissen, dass = — max x; eine suffiziente und vollsténdige Sta-
tistik ist, miissen wir nur einen erwartungstreuen Schitzer angeben, der eine
Funktion von gy := max z; ist. Behauptung:

yt =y -t
yr—(y—1"
ist so ein Schétzer. Zum Beweis fixieren wir ein a. Ist 1 < b < a, so ist

die Wahrscheinlichkeit, dass maxz; < b gilt, offensichtlich gleich b™/a™. Folg-

lich ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Maximum exakt gleich b ist, gleich
b — (b —1)"
a’ﬂ

d(z1,...,zp) =

, und fiir den Erwartungswert von d unter P ergibt sich

Ea(d) =

= a.
Dieser Schétzer ist also bestmoglich.

Um ihn besser zu verstehen, kann man den zweiten Mittelwertsatz

der Differentialrechnung auf die Funktionen z"*! und 2" auf dem
n+1

Intervall [y — 1,y] anwenden. Damit folgt, dass d gleich z ist,

wo z zwischen y — 1 und y liegt.

Potenzreihenfamilien ‘

Es ist recht ldstig, immer wieder neu Suffizienz und Vollstdndigkeit nachzu-
priifen. Deswegen ist es sinnvoll, ein fiir allemal eine grofle Klasse von statisti-
schen Modellen einzufiihren, fiir die man ein suffizientes T leicht finden kann.
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Definition 2.3.7. Es sei Q C Ny. Weiter sei © C R ein Intervall. Ein durch
Mafe (Pp) definiertes statistisches Modell heifit eine Potenzreihenfamilie, falls
es Funktionen t,h : QQ — R und Zahlen cy so gibt, dass

Py({z}) = c6" @ h(z)

fir alle x gilt.

Beispiele:
1. Die Bernoulliverteilungen sind ein erstes Beispiel, man muss allerdings etwas
genauer hinsehen. Fiir = 0,1 ist doch

1

Po({e}) = 1750

wenn man 6 := p/(1 — p) setzt. Geht man also zum Parameter 6 iiber, so liegt
eine Potenzreihenfamilie vor (mit ¢(x) =2, h =1 und ¢y = 1/(1 + 0)).

2. Die Familie der Poissonverteilungen auf Ny ist leicht als Potenzreihenfami-
lie zu erkennen: Es ist Py({k}) = A\e~*/k!, und dieser Ausdruck ist gleich
A B h(k), wenn wir definieren:

e =e N t(k) =k, h(k):=1/k!.

Die Wichtigkeit der Definition resultiert aus dem

Satz 2.3.8. Es werden Stichproben mit n Elementen gezogen. Definiert man
dann T durch
T(x1,...,2pn) :=t(x1) + - + t(Tn),

so ist T eine suffiziente und vollstandige Statistik.

Beweis: Die Suffizienz ist mit Satz 2.3.4 leicht einzusehen (beachte, dass die
Stichproben 1, ..., x, unabhingig gezogen werden):

Pi({(w1,-own)}) = o (h(z1) - h(xa)) 87

Fiir die Vollsténdigkeit miissen wir von einer Funktion f ausgehen, die sich iiber
T faktorisieren ldsst, die also die Form F o T hat. Es ist

Zf P ({x})
ZZf Py ({z})

y Tx=y

= ZF > Py({a})

Tx=y

= C@ZF Gythl Tp)-

Tr=y

Eo(f)
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Die y sind dabei gewisse Elemente aus R. Ist der Erwartungswert also fiir alle 6
gleich Null, so folgt aus dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen, dass F' und damit
f verschwinden muss.

Nachtrag: Man kann die vorstehenden Uberlegungen mit erheblichem Aufwand
auf Wahrscheinlichkeitsrdume iibertragen, die durch Dichtefunktionen definiert
sind. Hauptproblem dabei: Was sind denn bedingte Wahrscheinlichkeitsmafle?

Intuitiv ist klar, was gemeint ist: Wenn z. B. (z,y) gleichverteilt
auf dem Einheitskreis ist und x = 0 gilt, dann folgt daraus, dass y
gleichverteilt in [—1,1] sein wird.

Wieder gibt es dann Statistiken, die, wenn sie suffizient und vollstdndig sind,
sofort zu optimalen Schéitzern fithren.

Beispiele:

1. So ist x — maxz; eine suffiziente und vollstandige Statistik fiir die Familie
aller Gleichverteilungen auf allen [0, a]. Es folgt sofort, dass x +— RT—H max x;
der bestmogliche Schitzer fiir a ist. (D.h., dass wir das Quizproblem schon

optimal gelost hatten.)

2. Fiir die Gleichverteilungen auf allen Intervallen [a,b] mit a < b ist & —
(max z;, min y; ) suffizient und vollsténdig. So gewinnt man leicht optimale Schétzer
fiir @ und b.

3. Wieder gibt es Potenzreihenfamilien, in die der richtige Schétzer schon ein-
gebaut ist, alle géingigen Verteilungen gehoéren zu dieser Klasse. Es folgt zum
Beispiel, dass das Stichprobenmittel die beste Moglichkeit liefert, den Erwar-
tungswert von Normalverteilungen zu schétzen.

2.4 Erginzungen

In diesem Abschnitt soll kurz auf weitere Themen eingegangen werden, die im
Zusammenhang mit dem Schétzproblem interessant sind.

Bayes-Schitzer

Wir betrachten das iibliche statistische Modell mit einer gegebenen Zielfunk-
tion. Bisher hatten wir angenommen, dass die méglichen 6 vollig gleichberechtigt
auftreten. Das ist sicher zu einfach gedacht, wenn man schon einige Erfahrung
mit diesem speziellen Testproblem hat: Man wird doch evtl. gewisse 6 haufiger
erwarten als andere. Mathematisch etwas formaler heifit das, dass wir ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl o auf © postulieren, das unsere Erfahrung zusammenfasst;
a heift die a-priori- Verteilung des Problems. Und wieder gilt:

Informationen verdndern Wahrscheinlichkeiten!
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Wenn wir nun ein- oder vielleicht sogar mehrfach abfragen, wird sich unsere
Einschéitzung moglicherweise dndern. Um das zu quantifizieren, braucht nur an
den Satz von Bayes erinnert zu werden, damit sind die neuen Wahrscheinlich-
keiten leicht angebbar.

Klar, dass man im Laufe der Zeit gelernt hat, das auf fast beliebigen Rédumen
zu beherrschen. Um aber hier die Ideen nicht zu sehr durch Technik zu iiber-
lagern, konzentrieren wir uns auf den Fall, in dem © und 2 endlich sind; das
erspart uns wieder, bedingte Wahrscheinlichkeitsmafle zu definieren.

Unsere Ausgangssituation ist die folgende:

Gegeben sind © = {1,...,n} und Q@ = {1,...,m} sowie Mafie P;
auf  fiir ¢ € ©. Zusétzlich gibt es Zahlen a; > 0 mit > «; = 1, sie
beschreiben das Wahrscheinlichkeitsmafl .. Mit

pij = Pi({j}a

gilt dann: p;; ist die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ ausgew&hlt und dann
j gezogen wird.

Umgekehrt kann man auch beliebige p;; > 0 mit ), Zj pij =1
vorgeben und daraus die a; und die P; berechnen: «; := Zj Dij,

P:i({j}) == pij/ .

Die P;({j}) sind gerade die P(j|i); uns interessieren aber die P(i|j). Dabei steht
P fiir dasjenige Maf, dass die Gesamtsituation — also ,,Auswihlen von ¢ gemé#f3
Qai,...,Qn, dann Auswihlen von j gem#fl P;“ — beschreibt; P ist ein Maf§ auf
© x Q, und P({(4,7)}) = pi; . Die Zahlen P(i|j) haben die folgende Interpreta-
tion: Wird konkret als Stichprobe j gezogen, so sollen wir Prognosen dariiber
anstellen, welches 7 dafiir wohl verantwortlich war. Es ergibt sich so ein Maf3 auf
©, das als a-posteriori- Verteilung unter der Bedingung j bezeichnet wird; wir
schreiben dafiir 77, d.h., das Maf§ 77 ist durch die Zahlen 7 := P(i|j) gegeben.
Nun wird die Bayes-Formel wichtig, danach ist

Wf = pij/Bj,
wobei Bj = Zzp”
Beispiel: Essein = m = 2 und p11 = paa = 1/8 und p12 = pa1 = 3/8.
Damit ist a3 = aa = 1/2.
Nun wird j = 2 gemessen, ¢ = 1 ist dadurch favorisiert. Und wirklich

ergibt sich
7% =3/4, 73 =1/4.

Beim Schiitzen soll unser Vorwissen natiirlich auch eine Rolle spielen. Ist
~v: 0 — R eine Zielfunktion (bei uns gegeben durch ~1,...7,), so soll v durch
einen Schitzer d : Q@ — R (gegeben durch ds,...,d,,) geschitzt werden. Falls
wirklich = i gilt, ist der quadratische Fehler durch ), (d; —7:)?pij/ i gegeben.
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Wichten wir ihn mit «; und summieren auf, so ist das so etwas wie das erwartete
Fehlerrisiko. Daher definieren wir Fy(d) := 3=, >, (dj — i) pij-

Man méchte natiirlich so gut wie moglich schétzen: Ein Schéitzer d heifit ein
Bayes-Schitzer, wenn F,(d) minimal ist. Uberraschender Weise kann man sehr

schnell Existenz und Eindeutigkeit zeigen, nebenbei fillt eine explizite Formel
ab:

Satz 2.4.1. Definiere einen Schitzer d® punktweise als Erwartungswert iiber
die a-posteriori- Verteilung, also durch die Formel

ij =E.(y) = Z%‘Wf = Z%Pz‘j/ﬁj-

Dann gilt: dP ist der eindeutig bestimmte Bayes-Schitzer.

Bemerkung: d? ist im Allgemeinen nicht erwartungstreu. Sind z.B. alle Dij
gleich, so ist d® konstant.

Beweis: Im Beweis wird nur zu beachten sein, dass ), vipi; = Bjij und
> ;Pij = B gilt. Sei d eine beliebige Schétzfunktion. Es ist

Fo(d) = Fo(dP) = ZZ ((dj —7:)% = (d7 —%)?) pij
Z Z (d5 - (df)2 — 2v;(d; — df)) Dij
= > (42— (dP)? - 2d;dP +2(dP)?) B;

J

> (d;—dP)’ B

J

Dieser Ausdruck ist > 0, und er verschwindet genau dann, wenn d = d”. Damit
ist alles gezeigt.

Bemerkung: Man kann auch mit analytischen Methoden zum glei-
chen Ergebnis kommen. Die Funktion F, ist doch strikt konvex
und nimmt ihr eindeutig bestimmtes Minimum an. Das findet man
durch Nullsetzen des Gradienten, als Losung des entsprechenden
Gleichungssystems ergeben sich die Komponenten von d?.

Bei diesem Weg ist allerdings nicht offensichtlich, wie eine Verall-
gemeinerung auf den Fall beliebiger — nicht notwendig endlicher —
Mafirdume aussehen koénnte.

Konfidenzbereiche

Wir wollen hier einen anderen Ansatz fiir das Schétzen besprechen. Bisher
war es stets so, dass wir aufgrund der konkreten Stichprobe x = (z1,...,2,)
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ein d(z) € R als konkreten Vorschlag fiir eine Schitzung von +(f) angegeben
hatten: Man spricht dann von einer Punktschdtzung. Das fithrt zum Beispiel
beim Schétzen einer Wahrscheinlichkeit (féllt die Reifzwecke auf den Riicken?)
zu Aussagen des Typs: ,,Die Schitzung ist 0.384“. Niemand glaubt dann, dass
die gesuchte Wahrscheinlichkeit wirklich diesen Wert hat, doch wie kann man
diese Ungewissheit angemessener beschreiben?

Intuitiv ist klar, dass die Sicherheit, mit der etwas behauptet wird, mit der
Prézision einer Aussage abnehmen wird. In der Statistik verfadhrt man so, dass
man als erstes eine Wahrscheinlichkeit festlegt, die man als Fehlerwahrschein-
lichkeit zu tolerieren bereit ist. Sie heifit die Irrtumswahrscheinlichkeit und wird
mit a bezeichnet. Typische Werte fiir a sind 0.1, 0.05 und 0.01, die Wahl wird
von der speziellen Situation abhéingen. Die Zahl 1 — « ist dann die Wahrschein-
lichkeit, mit der man auf eine richtige Antwort hoffen kann, sie heifit das Kon-
fidenzniveau.

Angenommen, ein « ist fixiert. Wenn dann die Stichprobe den Wert x ergibt,
mochte man eine ,moglichst kleine “ Teilmenge O, von R finden: Das ist unser
Vorschlag fiir den Bereich, in dem v(6) zu finden ist. Wir wollen uns héchstens
mit Wahrscheinlichkeit « irren, das fiithrt zu der folgenden Forderung:

Es sei 6 der in Wirklichkeit ausgewéhlte Parameter. Dann werden
die x € " gemaB Py erzeugt, jedes x liefert ein ©,, und mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — « soll v(#) darin enthalten sein. In Formeln: Fiir
alle 6 soll

Py({z [7(0) ¢ ©:}) <«

seinl®).

Wenn eine derartige Zuordnung gefunden wurde, spricht man von einer Kon-
fidenzbereichsschitzung mit Irrtumswahrscheinlichkeit o (oder: zum Konfidenz-
niveau 1 — «).

Solche Verfahren haben wirklich die Eigenschaft, dass die Irrtumswahrschein-
lichkeit kontrolliert werden kann, das ist in die Definition eingebaut. Formal
sind auch sehr ,feige“ Konfidenzbereichsschitzungen zugelassen: Man kénnte
zum Beispiel alle ©, = R setzen, dann ist die Irrtumswahrscheinlichkeit sogar
Null. Die Konfidenzmengen sollen aber zu vorgelegtem x moglichst klein sein,
um moglichst prézise Aussagen zu erhalten. Der Einfachheit halber wéhlt man
oft Intervalle (in N oder R), man spricht dann auch von Konfidenzintervallen.

Es bleibt offen, wie man Konfidenzbereiche konkret findet. Wir diskutieren
hier einige Beispiele, bei denen v die identische Abbildung ist:

Beispiele:

1. Hier soll ein allgemeines Verfahren beschrieben werden. a sei vorgegeben.
Wir wihlen fiir jedes 6 ein Ereignis Qg o, so dass Pg(€9,o) > 1 — . (Im Idealfall
sollte ,=* gelten, das ist im diskreten Fall aber nicht immer zu erreichen.)

10)Wir setzen wie immer stillschweigend voraus, dass die auftretenden Mengen messbar sind,
wenn ein Mafl darauf angewendet wird.
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Nun kénnen leicht Konfidenzbereiche gefunden werden: Definiere, fiir z € €Q,
die Konfidenzmenge O, durch

O, ={0]x €}

Es ist dann durch die Definition sichergestellt, dass es sich wirklich um Konfi-
denzmengen handelt.

2. Als konkretes Beispiel dazu betrachten wir das Binomialmodell. Es ist also n
fixiert, und bei unbekanntem p werden n Abfragen gemacht, die zu k& Erfolgen
fiihren. p soll zum Konfidenzniveau 1 — « geschéitzt werden.

Man verfihrt nach dem in ,,1.“ beschriebenen Verfahren. Fixiere p. Um ein
moglichst kleines Konfidenzintervall zu erhalten, wihlt man ein mdoglichst klei-
nes Intervall in N der Form {a,a + 1,...,b} mit Wahrscheinlichkeit > 1 — .
Das geht so:

Suche &, moglichst grof8 mit

’
k1

Z b(k,n;p) < a/2
k=0

sowie k; moglichst klein mit

Z b(k,n;p) < a/2.

ki +1

Wenn man das fiir alle p berechnet hat und das Intervall von k;, bis
k, iiber p abtriigt, ergibt sich eine Teilmenge von [0,1] x {0,...,n},
die von zwei aufwérts fithrenden ,, Treppen“ begrenzt ist.

Nun muss man nur noch dieses Gebilde bei gegebenem k mit der zur
x-Achse parallelen Geraden auf der Hohe k schneiden. Es ergibt sich
ein Intervall [p,(k),po(k)], das ist das gesuchte Konfidenzintervall
zu k.

Die Berechnung muss man {ibrigens nicht selbst durchfithren, man kann die
gesuchten Werte — also Intervalle des Typs [p.(k),po(k)] — aus Tafelwerken
ablesen. Im Anhang ist auch eine entsprechende Tabelle abgedruckt.

Hier eine typische Anwendung, dabei seien n = 50 und 8 = 0.99 (also o« = 1—
B = 0.01). Ergeben sich dann 11 Erfolge, so fithrt das zu dem Konfidenzintervall
[0.08,0.42]: Die hohe Sicherheit wird durch ein recht grofies Konfidenzintervall
erkauft.

3. Mal angenommen, wir haben eine Normalverteilung mit unbekanntem g und
bekanntem o vor uns. Sie wird n-mal abgefragt, daraus soll ein Konfidenzinter-
vall fiir p gefunden werden. Wir argumentieren so:
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e x1,....x, sei das Ergebnis der Abfrage, mit T bezeichnen wir wie iiblich
das Stichprobenmittel. Es ist bekannt, dass N (u, 02 /n) verteilt ist. Be-
achte: (T — p)y/n/o ist dann N(0, 1)-verteilt.

e Wilhle ein Intervall der Form [—a,a], so dass
P(-aa])=1-a

unter N(0,1). (Das kann mit Hilfe einer Tafel von N(0, 1) leicht gefunden
werden: Bestimme a so, dass Pyg,1)(z < a) =1 —«/2.)

e Mit Wahrscheinlichkeit 1 —« liegt (Z—pu)y/n/o in [ —a, +a]. Das ist gleich-
wertig zu: Mit Wahrscheinlichkeit 1—a liegt pnin [T — ao/v/n, T + ao/\/n].

Und das heifit: [Z — ao/\/n, T + ac/y/n] ist ein Konfidenzintervall fiir x4 zum
Konfidenzniveau 1 — a.

Ein Beispiel dazu: Es sei a = 0.05, 0 = 10 und n = 40. Der Wert von a aus
den vorstehenden Uberlegungen ist dann 1.96. Damit ist 10 - 1.96/4/40 = 3.1
auszurechnen. Fazit: Das Konfidenzintervall fiir p ist [Z — 3.1,7 + 3.1].

Maximume-likelihood-Schétzer

Maximum-likelihood-Schéatzer wurden im diskreten Fall schon in der elemen-
taren Stochastik eingefiihrt. Die Idee war einfach:

Gegeben sei ein statistisches Modell mit einem diskreten 2. Es wird
ein (uns unbekanntes) 6y ausgewihlt, dann wird n-mal abgefragt.

Das Ergebnis sei (21,...,2,).
Setze pg(x1,...,xn) == Py({z1,...,2,}). Man gibt dann als Schétz-
wert fiir 6y dasjenige 6 an, fiir das pp(x1,...,x,) maximal ist.

So schliefit der gesunde Menschenverstand, und es ergeben sich Schétzungen,
die sehr plausibel sind. (Als Beispiel wurde in der elementaren Vorlesung eine
p-Schitzung bei einer Binomialverteilung behandelt.)

Das Verfahren ist auf den kontinuierlichen Fall nicht direkt iibertragbar, da
dort Py ({z1,...,2,}) = O fiir alle 6 sein wird. Man behilft sich dadurch, dass
man sich an die naive Interpretation erinnert, nach der Ausgaben fiir diejenigen
Werte am wahrscheinlichsten sein werden, fiir die die Dichtefunktion maximal
ist. So gelangt man zu

Definition 2.4.2. Gegeben sei ein statistisches Modell, dabei sei § ein Intervall,
und die Py seien durch eine Dichtefunktion fy gegeben. Zu schitzen sei 6, d.h.
v ist die Identitdt.

Ein Schitzer d : Q — © heifit ein Maximum-likelihood-Schétzer, wenn gilt:

Ja(a)(x) = max fp(x).
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Bemerkungen und Beispiele:

1. Hat man als Stichprobe n unabhingige Abfragen zur Verfiigung, so muss
man sich daran erinnern, dass das Produktmafl auf Q" die Dichtefunktion
(x1,...,2n) = fo(x1) - fo(x,) hat. Es ist dann dasjenige 6 zu finden, bei
dem dieser Ausdruck maximal wird.

2. Maximum-likelihood-Schéitzer miissen nicht existieren und im Fall der Exi-
stenz nicht eindeutig bestimmt sein.

3. Im differenzierbaren Fall findet man solche Schéitzer mit elementarer Schul-
mathematik: Ableitung Null setzen usw.

4. Es sei Q = RT, wir betrachten alle Gleichverteilungen auf Intervallen des
Typs [0,a]. Nun werde die Stichprobe (z1,...,2,) gezogen. Die zugehorige
Dichtefunktion ist Null, falls max z; > a und 1/a™ sonst. Folglich ist max z; ein
Maximum-likelihood-Schétzer.

Das zeigt, dass solche Schétzer nicht erwartungstreu sein miissen.

5. Im Binomialmodell ist ,, Erfolgsanzahl geteilt durch Versuchsanzahl“ ein Maximum-
likelihood-Schéitzer fiir p.

6. Wir betrachten nun alle Normalverteilungen N (a, 0?) und suchen einen Maximum-
likelihood-Schiitzer fiir (a,o?), falls die Stichprobe (z1,...,,) vorliegt. Das
lauft auf das folgende analytische Problem hinaus:

Finde zu vorgegebenem Vektor = := (x1,...,2,) € R™ dasjenige
Tupel (a,o?), fiir das

fla,v) = (27wl)n/2 Uexp[—(xi—a)/%] = (27wl)n/26Xp(— Z(xi_a)Q/ZU)

%

maximal ist; dabei ist v := 2.

Sicher muss man dazu versuchen, Y (z; —a)? zu minimieren: Die Losung kennen

wir schon, es ist das Stichprobenmittel T (s. Satz 1.4.1). Und nun muss noch ein
optimales v gefunden werden. Das findet man durch Nullsetzen der Ableitung
des Logarithmus von f, also aus der Gleichung

n 1 9

v

Wir erhalten

also bis auf den Faktor n/(n — 1) die Stichprobenvarianz').

Fisher-Information ‘

11) Auch dieser Schiitzer ist also nicht erwartungstreu, vgl. Satz 2.2.3.
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Wir haben schon Methoden kennen gelernt, um bestmégliche Schitzer zu
finden. Wie gut ist aber , bestmoglich“? Man kann aus den Eigenschaften des
statistischen Modells manchmal vorhersagen, dass die Varianz von Schéatzfunk-
tionen einen gewissen Wert nicht unterschreiten kann. Qualitativ kann man das
Ergebnis plausibel finden, die technischen Einzelheiten (und warum man genau
diese Definitionen wiihlt) sind aber nur schwer zu motivieren.

Wieder beschrinken wir uns auf eine Situation, die einerseits reichhaltig
genug ist, andererseits aber keine schwierigen Techniken erfordert. Hier ist unser
Ausgangspunkt:

Gegeben seien ein Intervall Q = [a,b] und darauf definierte dif-
ferenzierbare Funktionen fy fiir # € © C R. Die fy sollen Wahr-
scheinlichkeitsdichten sein, das zugehorige Maf sei Py, das ist unser
statistisches Modell.

Als Zielfunktion ist v(0) := 6 gegeben, es soll also das Wahrschein-
lichkeitsmaf} identifiziert werden.

Vor der eigentlichen Definition gibt es einige Voriberlegungen. Wenn irgend-
ein 0 fixiert ist und ein x € Q geméfl Py als Stichprobe erzeugt wurde, soll 6
durch eine maximum-likelihood-Schatzung gefunden werden. Es ist also unter
allen 0 dasjenige zu finden, fiir das fy(x) maximal ist.

Deswegen ist die partielle Ableitung von fy(z) nach 6 von Interesse, die
wird am Schétzwert verschwinden. Gleichwertig dazu ist das Verschwinden von
(0fe(x)/00)/ fo(x), das ist gerade die Ableitung nach 6 von log fy(x).

Das fiihrt zur ersten Definition: Die Likelihood-Funktion wird durch L(6, z) :=
log fg(x) erklért, fiir die partielle Ableitung nach 6 schreiben wir der Einfach-
heit halber L'(6,x). Qualitativ sollte dann plausibel sein: Wenn 2 fixiert ist, so
suchen wir doch ein 6 mit L'(6,x) = 0; und wenn L'(0,z) ,in der Regel groBi“
ist, wird das zu ,,scharfen* Schétzungen fiir 8 fithren. Das ist, zugegeben, etwas
vage. Mindestens sollte es motivieren, dass die Grofle

1(0) := Eo([L'(0,)]%)

wichtig sein kénnte und dass ein groies () auf eine gute Schitzbarkeit hoffen
lasst. Die Funktion 6 — I(6) heifit die Fisher-Information, mit ihr wird wirklich
eine quantitative Abschétzung gelingen.

Vorbereitungen: Sei d ein erwartungstreuer Schitzer fiir .

1. Die Erwartungstreue heifit, dass f: d(x)fo(z)dz = 0 fiir alle 6. Leitet man
das partiell nach € ab, so folgt

b x
1 = /d(x)afgé )dx

b
_ / d(2)L' (8, z) fo(x)dz
Eg(d(z)L'(0,x)).
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2. Fiir jedes @ ist [ fo(x)dx = 1, da die fy Dichtefunktionen sind. Leitet man das
partiell nach 6 ab, folgt [ f;(x)dz = 0; wieder bezeichnet der Ableitungsstrich
die partielle Ableitung nach 6.

3. Damit kann man schlieflen:
0 = /fé(x)dz
= [ Ly@)fole)ds
= FEy(L).
Und deswegen ist
Varg(L') = Eo([L'f) — (Eg[L'])?

= I(0).

4. Nun betrachten wir die (bzgl. Py quadrat-integrablen) Funktionen auf  als
Vektorraum und definieren darauf ein Skalarprodukt durch

(f.9) = / f9dPs.

Die bisherigen Ergebnisse besagen dann:
e (L', c) =0 fiir jede konstante Funktion c.
o (L', L") =1I(6).

o (dL')=1.

5. Wir wenden noch fiir dieses Skalarprodukt die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung an:

1 = (d,L')?

= (d—0,L)?
lld — 6I[*IIL']?
VaT‘g(d)Ig.

IN

Damit haben wir die so genannte Rao-Cramer-Informationsungleichung bewie-

sen:

Satz 2.4.3. Es gilt Varg(d) > 1/1Iy fiir alle erwartungstreuen Schitzer d. Damit
wird eine theoretische untere Schranke fiir die mogliche Giite von Schdtzern
gegeben. Besser als der Kehrwert der Fisher-Information kann die Varianz eines
Schdtzers niemals werden.
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’ Stochastische Schitzer

Fiir uns war ein Schétzer eine Funktion d, die einer Stichprobe (z1,...,z,) €
Q™ eine reelle Zahl zuordnet: Das ist unser Vorschlag fiir den zu schétzenden
Aspekt v(f). Manchmal ist dieser Ansatz zu eng. Um die Verallgemeinerung,
die wir gleich kennen lernen werden, zu motivieren, betrachten wir ein Beispiel:

Das statistische Modell bestehe aus allen Gleichverteilungen auf Men-
gen der Form {b,b + 1} mit b € N, das zugehorige Mafl soll mit P
bezeichnet werden. Aus n Beobachtungen 1, ..., z, soll b geschétzt
werden.

Dann ist klar: Kommen in der Stichprobe zwei verschiedene Zahlen
vor, so wird die kleinere das gesuchte b sein. Wenn aber z1 = --- =
T, =: ¢, 80 kann b = c oder b = ¢—1 gelten, und beide Moglichkeiten
sind vollig gleichberechtigt. Da kénnte man auf die Idee kommen,
sich durch Werfen einer Miinze fiir eine von ihnen zu entscheiden.

Mochte man diese Idee formalisieren, so gelangt man zur

Definition 2.4.4. Fin stochastischer Schétzer fiir den Aspekt v ist eine Abbil-
dung d*, die jedem x = (x1,...,x,) € Q" ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ Q. auf
R zuordnet.

Die Interpretation: Liegt die Stichprobe x wvor, so erzeuge eine reelle Zahl
gemdif$ Q. Das soll dann der Vorschlag fiir v(0) sein.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Die iiblichen Schétzer d tauchen als Spezialfall auf: Da ist @, das Punktmafl
bei d(x).

2. Genau genommen muss man noch einige technische Feinheiten beriicksichti-
gen, um verniinftig mit solchen stochastischen Schéitzern arbeiten zu kénnen. So
muss man, um fiir d* wieder einen Erwartungswert definieren zu kénnen, gewisse
Messbarkeitsvoraussetzungen machen. (Das ist allerdings nur im nicht-diskreten
Fall von Bedeutung.)

3. Im vorstehenden Motivationsbeispiel hatten wir @, so definiert: Enthélt x
zwei verschiedene Zahlen als Komponenten, so ist @), das Punktmaf} auf der
kleineren, andernfalls — falls x; = c fiir alle i — ist @, die Gleichverteilung auf

{c—1,c}.

Das Thema wird im néchsten Kapitel unter dem Namen ,stochastische
Tests* noch einmal aufgegriffen werden. Da wird dann auch klar werden, dass
optimale Losungen in gewissen Féllen nur mit der Hilfe des Zufalls gefunden
werden konnen.

2.5 Der Spezialfall normalverteilter Messungen

Im Fall normalverteilter Messungen lassen sich sehr prézise Aussagen machen.
Das liegt daran, dass man die auftretenden Verteilungen in diesem Spezialfall
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explizit berechnen kann. Die Ergebnisse werden auch in Kapitel 4 eine wichtige
Rolle spielen.
Der Aufbau dieses Abschnitts ist wie folgt:

e Zunichst gibt es einen Nachtrag zur elementaren Stochastik. Wir fithren
zwei Verteilungsfamilien — die 8- und die I'-Verteilungen — ein.

e Dann behandeln wir einige Vorbereitungen: Wie veréndern sich Dichte-
funktionen, wenn man zu Funktionen der Zufallsvariablen iibergeht.

e AnschlieBend studieren wir, wie sich einige natiirliche Verteilungen er-
geben, wenn man mit Normalverteilungen startet. Diese Ergebnisse sind
fundamental fiir die Statistik.

e Diese Ergebnisse konnen nun leicht angewendet werden. Es wird kein Pro-
blem sein, alle méglichen Konfidenzintervalle bei unterschiedlichster Vor-
information zu berechnen.

Zwei weitere Verteilungsfamilien ‘

In der Analysis ist in der Abteilung ,,Anwendungen der Integralrechnung*
auch die I'-Funktion behandelt worden. Sie ist durch

o
I'(r) ::/ trletdt
0

fiir r > 0 definiert. Man konnte sich leicht davon iiberzeugen, dass das Integral
wirklich existiert und dass gilt:

e I'(1)=1.
e I'(r+1)=rI(r).
e I'(r) = (r—1)! fiir r € N.

Substituiert man (bei gegebenem « > 0) ax = t, so folgt

F(r):/ a"r e dy,
0

Und das heift: Definiert man eine Funktion vy, auf [0, +o0 [ durch

‘s

I'(r)

mr—le—ar7

'Ya,r(x) =

so ist das eine Dichtefunktion. Das dadurch definierte Wahrscheinlichkeitsmafl
auf [0, +oo [ heiBt die Gammaverteilung Ty, .

(Implizit tauchte sie in der elementaren Wahrscheinlichkeitsrechnung schon ein-
mal auf, als es um unabhingige Summen von Exponentialverteilungen ging.
Auch ist Ty ; die Exponentialverteilung zum Parameter \.)
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Nun seien zwei Zahlen a,b > 1 vorgegeben. Dann definiert man

1
B(a,b) := / 5711 — 5)7 L ds,
0

B heifit die Fulersche Beta-Funktion. Mit Hilfe von B kann man eine Dichte-
funktion auf [0, 1] definieren. Man setzt

Sa—l(l _ S)b_l

5a,b(5) = W»

der zugehorige Wahrscheinlichkeitsraum heifit die Beta- Verteilung 3, ;, auf [0, 1].

Technische Vorbereitungen ‘

Hier sollen einige Techniken zusammengestellt werden, die im Folgenden
benotigt werden. Einige sind schon in der elementaren Stochastik behandelt
worden.

e Sind X und Y unabhingige Zufallsvariable mit Werten in R, die eine
Dichte f bzw. g haben, so hat auch X 4+ Y eine Dichte h. Sie ist gerade
die Faltung von f und g, also

W) = (f * g)() = / " F(t)g(e — .

e XY seien reellwertige Zufallsvariable mit Dichten f,g. Sie sind genau
dann unabhéngig, wenn die vektorwertige Zufallsvariable (X, Y") die Dich-
tefunktion (x,y) — f(x)g(y) hat, also genau dann, wenn die gemeinsame
Dichte Produktform hat.

e Seien B, C C RY offene Teilmengen. Auf B sei eine Dichtefunktion f defi-
niert, wir fassen den zugehorigen Wahrscheinlichkeitsraum als induzierte
Dichte der vektorwertigen Zufallsvariable X = Identitdt auf.

Weiter sei ¢ : B — C bijektiv, und ¢ und ¢! sollen differenzierbar sein.
Wir betrachten die Zufallsvariable Y := ¢(X).

Y entsteht also dadurch, dass zunéchst ein Punkt 2 mit der f-Dichte
erzeugt wird; ausgegeben wird dann Y (x). Die Bildwerte liegen of-
fensichtlich in C.

Behauptung: Das Bildmafl von Y hat eine Dichte g, sie ist durch

9(y) = f(e ' (y) det Jp—1 ()]

gegeben'?)

12) y  bezeichnet die Jacobimatrix einer Funktion f.
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Beweis: Sei D C C. Schreibt man D = ¢(F), so wird genau dann Y in
D liegen, wenn X in E liegt. Dafiir kennen wir die Wahrscheinlichkeit, sie
ist gleich [}, f. Nach dem Transformationssatz fiir Integrale kann man das

als
/ 9(y)dy
D

schreiben, und damit ist die Behauptung schon bewiesen.

Im Spezialfall d = 1 wurde die Aussage schon in der elemen-
taren Stochastik gezeigt: Ist f eine Dichte auf [a,b] und ist
© :[a,b] = [¢,d] streng monoton steigend, bijektiv und diffe-
renzierbar, so hat das durch ¢ auf [ ¢, d] induzierte Wahrschein-
lichkeitsmaf die Dichte f(o 1) (¢~ 1) (y); das folgt sofort aus der
Substitutionsregel.

Verteilungen, die sich aus der Normalverteilung ergeben‘

Hier soll gezeigt werden, wie die eben eingefithrten Verteilungen mit der
Normalverteilung zusammenhingen. Das wird fiir das Folgende grundlegend
sein.

Lemma 2.5.1. Sei X N(0,1)-verteilt, das induzierte Maf$ hat also die Dichte
der Standard-Normalverteilung. Dann ist X? wie Ty 2,172 verteilt.

Beweis: Wir betrachten zunéchst |X|. Das ist eine RT-wertige Zufallsvariable,
die dort aus Symmetriegriinden die doppelte Dichte der Standardnormalvertei-
lung hat, also

Wir interessieren uns doch fiir ¢(|X]), wo ¢ : RT — RT durch p(z) := 22

definiert ist. Damit ist ¢~ *(y) = /Y, das muss in das Zweifache der Dichte der
Standardnormalverteilung eingesetzt werden, anschlieflend ist mit der Ableitung
zu multiplizieren. Als Dichtefunktion erhalten wir

Le*y/Qi.

V2 VY
Das ist bis auf den Faktor I'(1/2)/+/7 die Dichte 1 /2,1/2. Nun sind aber zwei
Dichten, die bis auf einen Faktor iibereinstimmen, identisch, auflerdem muss
der Faktor Eins sein. Es folgt die Behauptung, und als Nebenergebnis haben
wir noch die bemerkenswerte Gleichung

r'(1/2)=+r
erhalten. O

Satz 2.5.2. Es seien a,r,s > 0, und X bzw. Y seien unabhdngige Zufallsva-
riable, die I'q r- bzw. I'q s-verteilt sind.
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(i) X +Y und X/(X +Y) sind unabhdingig.
(i) X +Y ist Ty p1s-verteilt.

(111) X/(X +7Y) ist B, s-verteilt; insbesondere ist diese Verteilung unabhdingig
von a.

Beweis: Die gemeinsame Verteilung von (X,Y") hat wegen der Unabhingigkeit
die auf ] 0,400 [* definierte Dichte

r+s
— — o r—1,s—1_—a(z+y)
(z,y) = p(2,Y) := Ya,r(T)Va,s(¥) o Ve .

Definiere
@:B::]O,-l-oo[g—>}07+OO[X]071[::C

durch p(z,y) := (z+y,z/(x+y)). Damit ist ¢(X,Y) = (X+Y, X/(X+Y)), und
wir kénnen mit Vorbereitung 3 die gemeinsame Dichte von (X +Y, X/(X +Y))
ausrechnen.

Dazu stellen wir fest, dass ¢! die explizite Form (u,v) — (uv,u(1 — v))
hat. Das fithrt zur Jacobimatrix

Jp-1(u,v) = ( 1ﬁv j‘u >

mit der Determinante u. Das bedeutet fiir die Dichte von (X +Y, X/(X +Y))
die Formel

a’r’Jrs
pluv,u(l —v)) = Wurﬂfleﬂ‘uvr*(l et
_ I'(r+s)
= T((s) D arss (s )

Das hat mehrere Konsequenzen. Erstens hat die Dichte Produktform, d.h. X+Y
und X/(X +Y) sind wirklich unabhéngig. Zweitens muss der Vorfaktor Eins
sein (da ja v und S Dichtefunktionen sind), wir erhalten also als Nebenresultat
die Beziehung

L'(r)L(s)
B(r,s) = — 22
(rs) I(r + s)
Und drittens kann man ablesen, dass X +Y und X/(X +Y) die gewiinschten
Dichten haben. 0

Korollar 2.5.3. Es ist Yo,r * Ya,s = Yo,r+s-

Fiir uns am wichtigsten ist die nachstehende Folgerung:

Korollar 2.5.4. Es seien X1,...,X, unabhingige N(0,1)-verteilte Zufallsva-
riable. Dann ist X7 + -+ + X2 wie [y /2,n /2 verteilt.
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Fiir diese Verteilung gibt es einen eigenen Namen:

Definition 2.5.5. Unter der Chiquadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden (kurz
X2 - Verteilung) versteht man die Ty /3 ,, /o Verteilung. Sie ist auf ] 0,400 [ defi-
niert und hat die Dichte

Xi(x) = 71/2,n/2($) =

Wir benétigen noch weitere Dichten:

Satz 2.5.6. Es seien X1,...,Xm,Y1,...,Y, unabhinige N(0,1)-verteilte Zu-
fallsvariable. Betrachte

1 1
We=—> X7/=> Y~
m XY
W hat auf )0, 400 [ die Dichtefunktion

mm/2nn/2 xm/271
B(m/2,n/2) (n + ma)ntm)/2

fm,n(x) =

Beweis: Setze X = Y X2 und YV := ZYf Diese Zufallsvariablen sind un-
abhéngig, und wir kennen die Dichten, nédmlich 73 ,/2 und v;/2,/2. Nach
Satz 2.5.2 ist dann Z := X/(X +Y) Beta-verteilt, die Dichte ist 3,2 /2.

Wir schreiben nun W als

nX n Z
W=—==———=0p(2).
mY ml-2Z2 #(2)
Da¢:]0,1[—=]0,4+00[,  +— (n/m)(z/(1 —z)) eine differenzierbare Bijektion
ist, konnen wir die Dichte von W mit den Vorbereitungen explizit bestimmen.
(Hier ist d = 1, die Jacobideterminante ist dann einfach die Ableitung.) Es ist
0~ y) = my/(n +my) und damit

nm
(n+my)*

— !/
(™) (y) =
So ergibt sich als Dichte fiir W die Funktion

ﬁm/Z,n/Q(@_l(y)) (50_1)/(y) =

_ 1 ( my )m/2_1( n )n/2_1 nm
- B(m/2,n/2) ‘n +my n+my (n + my)?
1 mm/an/2ym/271

— B(m/2,7’l/2) (n + my)n/2+?n/2 .

Das ist gerade die Funktion f,, ,,, und damit ist der Satz bewiesen. O
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Definition 2.5.7. Die eben durch die Dichtefunktion f, ., beschriebene Vertei-
lung auf ] 0,400 [ heifit die F-Verteilung mit m und n Freiheitsgraden, sie wird
kurz mit Fy, 5 bezeichnet'd).

Die letzte fiir uns wichtige Verteilung wird im folgenden Satz eingefiihrt:

Satz 2.5.8. FEs seien X,Y1,...,Y, unabhingige N(0,1)-verteilte Zufallsvaria-

ble. Betrachte W := X/+/(1/n) > Y2

Dann hat W eine Dichtefunktion, ndmlich die auf R definierte Funktion
22\ ~(t/2
Tn(x) = (1 + n) / B(1/2,n/2)\/n.

Beweis: W?2 ist nach dem vorigen Satz Fy p-verteilt. Damit ist die Dichte von

|[W| = vW?2 mit den iiblichen Methoden leicht zu berechnen, es ergibt sich die
Funktion 2y f1 »(y?). Beachte noch, dass W symmetrisch ist. Die Dichte von |W|
ist also nur zu spiegeln und durch zwei zu teilen. Es folgt: W hat die Dichte

Sin @)yl = (). O

Definition 2.5.9. Die eben eingefithrte Verteilung heifit die Studentsche t-
Verteilung mit n Freiheitsgraden. Man spricht von der t,, - Verteilung.

Die eben eingefiihrten Verteilungen sind deswegen wichtig, weil sie sich in
natiirlicher Weise bei der Untersuchung von Normalverteilungen ergeben. Eine
ganz besondere Rolle wird der folgende Satz spielen:

Satz 2.5.10. Es seien a € R und 0% > 0. Gegeben seien N(a,c?)-verteilte
unabhdngige Zufallsvariable X1, ..., X, . Definiere dann

: > (X — M)

n—1
das sind gerade diejenigen Zufallsvariablen, die dem Stichprobenmittel und der
Stichprobenvarianz entsprechen. Dann gilt:

1 * o
M::EZXi, Vo=

(i) M und V* sind unabhingig.

n

1
(ii) M ist N(a,o?/n)-verteilt, und V* st x2_, -verteilt.

M —
fiig) Y — )

A /V*
Bemerkung: Der Satz ist iiberraschend: Erstens héitte man die Unabhéngigkeit
in (i) nicht erwartet, und zweitens ist nicht selbstversténdlich, dass man konkrete
Formeln fiir die Dichten angeben kann.
Beweis: Ist X; N(a,o?)-verteilt, so ist Y; := (X; — a)/o N(0,1)-verteilt. Be-
zeichne die zu Y7, ..., Y,, konstruierten Zufallsvariablen analog mit My und V5,

o2

ist t,,—1-verteilt.

13)Sie ist nach dem Statistiker R.A. Fisher benannt.
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wir nehmen an, dass die Aussage fiir den Fall N(0,1)-wertiger Variable schon
bewiesen ist.

Dann sind also My und V4 unabhéngig, das gilt dann auch fir M = oMy +a
und V* = 02Vyr. Weiter: Wenn (n — 1)V5F die Verteilung x2_; hat, so auch
n—

o2

V™, denn diese beiden Zufallsvariablen stimmen iiberein. Und da

ViMy _ (M~ a)

folgt aus der Giiltigkeit von (iii) fiir die Y; die entsprechende Aussage fiir die
X;.

Fazit: Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dass a = 0 und o = 1 gilt.

Bevor es weitergeht, erinnern wir uns an die Definition einer orthogonalen
Matriz. Das ist eine Matrix O mit der Eigenschaft OO = Id. Orthogonale
Matrizen entsprechen den linearen Abbildungen auf dem R", die die Lange von
Vektoren erhalten: Fiir jedes x gilt also ||z|| = ||Ox]|.

Seien nun Zi, ..., Z, unabhingige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Die ge-
meinsame Verteilung auf dem R™ ist

1\" 1"
(r) a2 _ (W) e lleli?/2
o 27

Nach der Vorbemerkung folgt: Ist O eine orthogonale Matrix und definiert man
Wy, ..., W, durch

Wi,... . W)t :=0(2y,...,2Z,)7%,

so hat (Wq,...,W,,) die gemeinsame Dichtefunktion

<1> o-lI0Tal?/2 _ (1) o—llall?/2.
V2 V2

(Hier war noch wichtig, dass die Jacobideterminante der Abbildung z — Oz
gleich Eins ist.)
Wichtige Folgerung: Auch die Wy,..., W,, sind unabhingige N (0, 1)-verteilte
Zufallsvariable.

Zuriick zum Hauptbeweis. Die X; sind unabhéngig und (0.B.d.A.) N(0, 1)-
verteilt. Wir wihlen irgendeine orthogonale Matrix O, fiir die die erste Zeile
gleich

(1/vn,....1/v/n)

ist14).

14)S6 etwas gibt es, man muss nur diesen Vektor zu einem Orthonormalsystem erweitern.
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Definiere Yi,...,Y, durch (Yi,...,Y,)* := O(Xy,..., X,,))*. Nach Vorbe-
merkung sind die Y; unabhéngig und N (0, 1)-verteilt, aulerdem gilt nach Kon-

struktion )
= — o n) = .
Y \/ﬁ(X 1+ 4 X)) = VM

Wir beachten noch, dass || X||> = ||Y]|?, da O orthogonal ist'®). Es folgt

n

(n=1V* = > (X;— M)

i=1

= ) X7 —nM?
i=1

= [IXI]? —nM?

= [[Y]? —nM?
V][ = vy

n
— Z Y2,
1=2

Damit sind wir iiberraschenderweise schon fertig:
e M =Y /ynund V*= (37, Y?)/(n—1) sind unabhéingig.

e Dass M die behauptete Verteilung hat, ist klar, fiir die Verteilungsbehaup-
tung von V* muss man Korollar 2.5.4 zitieren.

e Dass /nM/+/V* wie behauptet verteilt ist, folgt nun aus Satz 2.5.8.

Damit ist der Satz vollstéandig bewiesen. O

’Anwendung: Konfidenzintervalle beim Gaufimodell

Die vorstehend bewiesenen Resultate sollen nun angewendet werden, um
Konfidenzintervalle zu unterschiedlichen Schétzproblemen zu berechnen. Die fiir
die konkrete Rechnung notwendigen Wahrscheinlichkeiten miissen aus Tafelwer-
ken (oder einem Statistik-Hilfsprogramm) entnommen werden, da die auftreten-
den Integrale nicht geschlossen ausgewertet werden kénnen. Im Anhang sind die
wichtigsten Tafeln zu finden.

A. Mittelwert einer Normalverteilung bei bekannter Streuung

Problem: Das statistische Modell bestehe aus allen N(a,c?), wobei o bekannt
ist. Das Problem kennen wir bereits: es wurde schon in Abschnitt 2.4 auf Seite 44
beschrieben, wie ein Konfidenzintervall zu finden ist.

B. Mittelwert einer Normalverteilung bei unbekannter Streuung

15) X und Y sind die aus den X; und den Y; zusammengesetzten vektorwertigen Zufallsva-
riablen.
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Problem: Diesmal besteht das Modell aus allen N(a,0?), wobei o fest, aber un-
bekannt ist. Gesucht ist ein Konfidenzintervall fiir a aus einer Stichprobe des
Umfangs n. (Beispiel: Eine wirkliche Lénge soll aus einer mehrfachen Léngen-
messung mit einem unbekannten Messgeriit ermittelt werden).

Lésung: Bezeichne wie iiblich mit « die Irrtumswahrscheinlichkeit. Bestimme
dann mit Hilfe einer Tabelle ein r so, dass das Intervall [ —r, 7] unter ¢, die
Wahrscheinlichkeit 1 — a hat. Lose dann noch

V(M — a)
7

nach a auf (wobei fir M bzw. V* das Stichprobenmittel bzw. die Stichproben-
varianz einzusetzen ist):

€[—rr]

a € M—r-—V,M—I—r- v
vn vn

Das rechts stehende Intervall ist das gesuchte Konfidenzintervall.
Begriindung: Die ,wirkliche* Zufallsvariable ist N (a, 0?)-verteilt, nach Satz 2.5.10

V(M —a)
VvV
Beispiel: Es sei a = 0.05, n = 10, T = 3.1 und V, = 12.3. Wir miissen
in der Tabelle mit 9 (!) Freiheitsgraden in der Spalte tg 925 nachsehen, denn
es sind die P({z < ¢}) tabelliert. Wir erhalten den Wert 2.262, d.h.: Un-
ter tg hat [—2.262,2.262] die Wahrscheinlichkeit 0.95. Wir berechnen noch

2.262+/ 12.3/@ = 2.50. Als Konfidenzintervall erhalten wir

ist t,,—1-verteilt.

[3.1—2.50,3.1+2.50] = [0.60,5.60].

Das ist ziemlich grof}, aber die Varianz ist ja auch erheblich.

C. Mittelwertabstand zweier Normalverteilungen mit bekannter Streuung

Problem: Gegeben seien zwei Grofien, die N(aq,0%)- bzw. N(ag,o3)-verteilt
sind; dabei sind a; und as unbekannt, aber o7 und o9 sind bekannt. Die er-
ste wird m-mal, die zweite n-mal abgefragt; die Ergebnisse bezeichnen wir mit
T1,..., Ty DZW. Y1,...,Yn, die Stichprobenmittel mit T und 3.

Wir wollen mit diesen Informationen ein Konfidenzintervall fiir a1 — as zum
Konfidenzniveau 1 — « finden. (Das tritt zum Beispiel dann auf, wenn man
wissen mochte, um wieviel erfolgreicher die eine Diingemethode als die andere
ist.)

Losung: Bestimme — mit Hilfe der Tafel der Standard-Normalverteilung — ein
Intervall [ —r, ], das unter N(0,1) die Wahrscheinlichkeit 1 — o hat. Setze

doe vmn
’ \/ncr% + mcr2.

Das gesuchte Konfidenzintervall fiir aq —ag ist dann [T —y —r/d, T -7+ r/d].
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Begriindung: In der elementaren Stochastik hatten wir gezeigt: Sind X,Y un-
abingig und N (b1, 0?)- bzw. N(ba,03)-verteilt, so ist ¢X N(cby,c?o?)-verteilt
und X +Y N(by + by, 0% + 03)-verteilt. Damit folgt: Die Verteilung von

[T -7 — (a1 —az2)ld

ist N(0,1). Der Rest ist dann klar.
Beispiel: a = 0.05, m = 100, n = 200, 07 = 1 und oo = 2. Angenommen,

v/20000

wir erhalten 7 —y = 3. Da in diesem Fall d = ———= = 5.77 ist und
v/200 + 4 - 100

wir r = 1.96 wihlen konnen, folgt: Ein Konfidenzintervall fiir a; — a9 ist durch
[3—1.96/5.77,3 4+ 1.96/5.77] = [2.66, 3.34] gegeben.

D. Quotient der Varianzen zweier Normalverteilungen mit bekannten Mittel-
werten

Problem: Gegeben seien wieder zwei Grofien, die N(ai,0?)- bzw. N(ag,03)-
verteilt sind; diesmal sind a; und as bekannt, uns interessiert ein Konfidenz-
intervall der Form [71,79] zur Irrtumswahrscheinlichkeit o von o3 /07. (Man
denke an den Vergleich zweier Werkzeugmaschinen.) Die erste Grofie wird m-
mal, die zweite n-mal abgefragt; die Ergebnisse bezeichnen wir mit x1,..., 2,
bzw. Y1,.. ., Yn.

Lésung: Berechne die Grofe

= > (@i —a1)?/m
C Y- a2)?/n

und suche aus einer Tabelle ein Intervall [ s1, 2], so dass die Wahrscheinlichkeit
fiir [s1, s2] unter F, ,, gleich 1 — « ist. Setze dann [r1,7r2] :=[s1/q, s2/q].
Begriindung Die w; := (x; — a1)/o1 und die z; := (y; — az)/oa sind N(0,1)-
verteilt. Folglich ist

Ywi/m _of Y(wi—a)?/m _ o}

Yzi/n of Ylyi—a2)?/n o}

nach Satz 2.5.6 F},, ,,-verteilt.
Gesucht sind in der Regel die z und y mit P(Fr,n > z) = «/2 und
P(Fnn < y) = /2. Manchmal sind nur die z-Werte in den Tabellen
verzeichnet. Beachte dann, dass aufgrund der Definition F}, , < y genau

dann gilt, wenn Fy, ,» > 1/y. Suche also  mit P(F,,m > x) = /2 und
setze dann y := 1/z.

Beispiel: Sei n = 5,m = 7, a = 0.1. Angenommen, es ergibt sich ¢ = 10. Aus
der Tabelle entnehmen wir

[s1,52] = [0.205,3.97],

und wir schlieflen: Unser Konfidenzintervall fiir o3 /o7 ist [0.02,0.39].
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E. Varianz einer Normalverteilung bei bekanntem Erwartungswert

Problem: Eine Normalverteilung N (a,0?) wird n-mal abgefragt (mit dem Er-
gebnis z1,...,7,). a ist bekannt, ein Konfidenzintervall fiir 02 zum Niveau «
ist gesucht.

Lisung: Bestimme ein Intervall [ay,as ], das unter x2 die Wahrscheinlichkeit
1—a hat und berechne d := > (z; —a)?. Dann liegt d/o? mit Wahrscheinlichkeit
1 —ain [ai,az], d.h. [d/az,d/a;] ist ein Konfidenzintervall fiir o2.

Begriindung Die (z; —a) /o sind N (0, 1)-verteilt, folglich ist > (z; —a)?/0? nach
Korollar 2.5.4 x2 — verteilt

Beispiel: Es gebe 10 Abfragen, und a = 0.05 sei vorgegeben. Der Tabelle (10
Freiheitsgrade!) entnehmen wir, dass [a1,a2] = [3.25,20.48] die geforderten
Eigenschaften hat. Ist also etwa bei einer konkreten Messung das sich ergebende
d gleich 123, so ergibt sich daraus das Konfidenzintervall

[123/20.48,123/3.25] = [6.00, 37.84]

fiir 2.

F. Varianz einer Normalverteilung bei unbekanntem Erwartungswert
Problem: Wie eben, aber mit unbekanntem Erwartungswert.

Lésung: Bestimme ein Intervall [a1, as |, das unter x2_; die Wahrscheinlichkeit
1—a hat und berechne d := > (z; —7)?. Dann liegt d/o? mit Wahrscheinlichkeit

1—ain [a1,as], dh. | d/ag,d/a; | ist ein Konfidenzintervall fiir o2.

Begriindung Hier wird Satz 2.5.10(ii) angewendet.

Beispiel: Wir betrachten die Situation aus ,,E“, es sei aber a unbekannt. Diesmal
miissen wir in der Tabelle bei 9 Freiheitsgraden nachschauen, es ergibt sich das
Intervall

[al,ag] = [2.70, 19.02] .

Das impliziert — falls wir wieder d = 123 annchmen — das Konfidenzintervall

[123/19.02,123/2.70] = [6.47,45.55].

Das ist erwartungsgeméf grofler als das in ,,E“, die Verschlechterung ist auf die
fehlende Information iiber a zuriickzufiihren.






Kapitel 3

Testtheorie

Bisher ging es darum, gewisse aus dem Wahrscheinlichkeitsmafl Py abgeleitete
Parameter (0) moglichst gut zu schiitzen. In diesem Kapitel wollen wir Ent-
scheidungen aufgrund vorliegender statistischer Erhebungen treffen. Dazu wird
zunéchst in Abschnitt 3.1 der allgemeine Rahmen prézisiert: Was ist eine Hy-
pothese, was ist die Aufgabe des Statistikers, welche Fehler kann man machen?
Anschlielend wollen wir in Abschnitt 3.2 detailliert untersuchen, wie man im
Fall von zwei Wahrscheinlichkeitsrdumen mit Hilfe des Konzepts der zufilligen
Testfunktion eine optimale Lésung des Testproblems finden kann. In Abschnitt
3.8 sollen diese Resultate dann auf allgemeinere Fragestellungen angewendet
werden, auch sollen die im zweiten Kapitel entwickelten Methoden fiir die Be-
handlung des Testproblems eingesetzt werden.

3.1 Hypothesen

Im wirklichen Leben sind permanent irgendwelche Entscheidungen zu treffen,
die meisten treffen wir sicher unbewusst. Nehmen wir zum Beispiel die Frage,
ob Sie heute einen Schirm mitnehmen sollten, wenn Sie das Haus verlassen.
Grundlage Threr Entscheidung wird doch eine Einschétzung sein: Wird es heute
regnen oder nicht?

Mal angenommen, Sie tippen auf Regen und nehmen den Schirm mit. Wenn
es dann wirklich regnet, dann haben Sie richtig vorgesorgt. Andernfalls tragen
Sie Thren Schirm den ganzen Tag lang vollig nutzlos spazieren.

Sind Sie dagegen optimistisch und rechnen mit gutem Wetter, so werden Sie
bei dem ersten Regenschauer ein Problem haben.

Das Fazit: Wenn man die Wahl zwischen zwei Alternativen hat, so kann sich
diese Wahl nachtréglich als giinstig oder ungiinstig erweisen, je nachdem, was
denn nun wirklich passiert.

In der Statistik hat sich die Terminologie eingebiirgert, eine Annahme iiber
den wirklichen Zustand der Welt eine Hypothese zu nennen, genauer spricht



62 KAPITEL 3. TESTTHEORIE

man von einer Nullhypothese, das Gegenteil heifit die Alternativhypothese. (In
unserem Beispiel kénnte man ,,Es bleibt trocken“ oder aber auch ,,Es wird reg-
nen® als Nullhypothese deklarieren. Die Alternativhypothese ist dann die jeweils
andere Aussage.)

Hier einige typische Beispiele, die in der Statistik eine Rolle spielen:

1. Die Nullhypothese kénnte lauten: Dies ist ein fairer Wiirfel. Die Alternativ-
hypothese wire dann: Der Wiirfel ist unfair.

2. Gegeben sei das aus allen Normalverteilungen bestehende statistische Modell.
Eine mogliche Nullhypothese wire: Der Mittelwert p ist gleich 12.

3. Wie vorstehend, aber mit der Nullhypothese p < 12.

Es ist nicht schwer, sich weitere Beispiele mit statistischen Modellen und
aus dem wirklichen Leben auszudenken. Es gibt aber nun ein Problem mit der
Einschétzung des Wahrheitsgehalts von Hypothesen:

Man kann Fehler machen !

Mal angenommen, wir nennen die Nullhypothese Hy. Wenn wir glauben, dass
sie falsch ist und uns danach richten, kénnen zwei Dinge passieren. Sie kann
wirklich falsch sein, dann ist alles in Ordnung. Sie kann aber auch wahr sein,
dann haben wir einen Fehler gemacht.

Wir konnten aber auch glauben, dass Hy wahr ist. Falls ja, ist wieder alles
bestens, andernfalls haben wir falsch getippt und miissen eventuell mit Konse-
quenzen rechnen.

Definition 3.1.1. Es seien Nullhypothese Hy und Alternativhypothese Hy ge-
geben.

(i) Nimmt man an, dass Hy nicht gilt, obwohl Hy in Wirklichkeit gilt, so
nennt man das einen Fehler erster Art.

(i) Nimmt man an, dass Hy nicht gilt, obwohl Hy in Wirklichkeit gilt, so
nennt man das einen Fehler zweiter Art.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Das ist wirklich etwas verwirrend. Daher soll die Definition noch einmal in
einer kleinen Tabelle wiederholt werden, die man immer vor Augen haben sollte:

Hy angenommen H; angenommen
Hy wirklich o.k.! Fehler 1. Art
H; wirklich Fehler 2. Art o.k.!

2. Es ist im Grunde vollig beliebig, welche der Hypothesen Hy und welche H;
ist. Es hat sich aber die folgende Konvention eingebiirgert:

Die Hypothesen sind so zu bezeichnen, dass der Fehler erster Art
schwerwiegendere Konsequenzen als der Fehler zweiter Art hat.
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Typischerweise wird das folgende Beispiel in der Literatur angeboten. Man stellt
sich eine Feuerwehrzentrale vor, soeben ist ein Anruf eingegangen: ,,Das mathe-
matische Institut brennt!“

e Hj: Der Anrufer hat Recht, es brennt wirklich.
e Hi: Es war ein Witzbold, der Anruf war eine Folge seiner Priifungsangst.

Der Fehler erster Art bestiinde in diesem Beispiel darin anzunehmen, dass es
nicht brennt und genervt aufzulegen, obwohl alles bereits in Flammen steht.
Und einen Fehler zweiter Art wiirde die Feuerwehr begehen, wenn sie ausriickt
und am Ziel nur iiberraschte Mathematiker findet.

Es ist klar, dass der Fehler erster Art in diesem Beispiel als der gravierendere
einzuschétzen wére, deswegen wire die Bezeichnungsweise im Einklang mit der
Konvention.

Es sollte allerdings betont werden, dass das in vielen Féllen durchaus nicht so
klar ist, dass also unterschiedliche Betrachter durchaus verschiedener Meinung
sein konnen, welcher der Fehler gravierender ist.

Ein Beispiel dazu: Die Klausuraufgaben fiir die bundesweite Mathe-
matik-Vordiplompriifung werden mit der Post verschickt.

Hypothese: Der Postweg ist sicher und zuverléassig.

Ein moglicher Fehler wére: Die Post ist wirklich zuverléssig, man be-
auftragt aber trotzdem einen Kurierdienst. Das wiirde der Finanzse-
nator als schwerwiegend ansehen. Variante: Man vertraut der Post,
die Klausur geht aber verloren. Dann hétten die Priifungsbiiros ein
Problem.

Es hilft aber nichts, man muss sich entscheiden, denn irgendwie miissen die
moglichen Hypothesen ja bezeichnet werden.

3. Hier einige Beispiele fiir Nullhypothesen aus dem téglichen Leben. Versuchen
Sie erstens, in den einzelnen Fillen die Fehler erster Art und zweiter Art verbal
zu beschreiben und beobachten Sie sich zweitens im Alltag, wann Sie — mehr oder
weniger unbewusst — mit dem Abwéigen dieser beiden Fehlerarten beschiiftigt
sind.

e Die Kandidatin fiir die Vordiplomspriifung stellt die Hypothese auf, dass
die Fragen bei dem Priifer B. wohl ganz harmlos sein werden.

e Herr R. kommt in die Disco und sieht eine schone Frau, die er gerne an-
sprechen wiirde. Neben ihr steht allerdings ein ziemlich brutal aussehender
ménnlicher Mensch. Seine Hypothese: Es ist ihr Bruder.

e Herr B. mochte einen Badezimmerschrank anbringen und muss ein Loch
bohren. Seine Hypothese: Das Stromkabel lduft ganz woanders.
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Es ist nun Zeit, etwas formaler zu werden. Der passende Rahmen ist das Zu-
grundelegen eines statistischen Modells, d.h. einer Familie (Py)pco von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen, die alle auf dem gleichen Messraum (£, ) definiert sind.
Wir nehmen an, dass © disjunkt in zwei nicht leere Teilmengen ©y und 0,
zerlegt ist, dann entspricht die Nullhypothese der Aussage 6 € © und die Al-
ternativhypothese der Aussage 6 € ©1. Auf diese Weise kénnen nicht alle der
vorstehenden Beispiele formalisiert werden, wir werden uns auf Hypothesen des
Typs ,,Die Erfolgswahrscheinlichkeit ist < 0.2“ oder ,,Der Mittelwert der nor-
malverteilten Zufallsvariable ist 66“ beschrénken.

Wie in der Schétztheorie wird ein 6 ausgewiahlt, und aus (€2, £,Py) werden
n unabhingige Abfragen gezogen. Aufgrund des Ergebnisses (x1,...,2,) € Q"
sollen wir uns fiir Hy oder H; entscheiden, d.h. es ist eine Abbildung

d: Q" —{0,1}

anzugeben. (Interpretation: d(z) = i bedeutet, dass wir uns fiir H; entschei-
den).) So ein d heiit dann eine Testfunktion (auch einfach , Test* oder ,Ent-
scheidungsfunktion®).

Im Zusammenhang mit Tests spielen zwei Begriffe eine wichtige Rolle

e Die durch G4 : 0 — Eyd = Py({d = 1}) von © nach R hat dann die
folgende Interpretation:

— Fiir § € ©¢ ist G4(0) die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster
Art. (Beachte nur: G4(0) ist das Mafl der Menge {d = 1} unter Py,
also die Wahrscheinlichkeit, filschlich fiir H; zu votieren.)

— Fiir § € 07 ist 1 — G4(0) die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler
zweiter Art. (Denn diese Zahl ist die Wahrscheinlichkeit von {d = 0}
unter Pj.)

Gq heiflt die Gitefunktion des Tests d.

e Die Menge d~!({1}) heifit der kritische Bereich (auch: Verwerfungsbereich
oder Ablehnungsbereich) des Tests.

Als Fazit erhalten wir:

Im Idealfall findet man ein d, so dass die Giitefunktion auf ©g nahe
bei Null und auf ©; nahe bei Eins ist.

So etwas gibt es im Allgemeinen nicht, und deswegen muss man nach sinn-
vollen Kompromissen suchen. Je nach Zielvorgabe kann das Ergebnis ganz un-
terschiedlich ausfallen, mogliche Strategien sind:

DMan ist in der Statistik mit den Formulierungen etwas vorsichtiger. Statt ,, Ho wird an-
genommen* sagt man ,, Hyp wird nicht abgelehnt“, und statt ,,Entscheidung fiir H1“ sagt man
»Ho wird abgelehnt“. Das trifft das, was wirklich ausgesagt werden kann, auch besser: Wenn
eine Miinze auf Fairness getestet wird, so ist eine Aussage ,,Die Hypothese, dass die Miinze fair
ist, kann nicht abgelehnt werden* angemessener als eine der Form ,,Diese Miinze ist aufgrund
des Tests als fair anzusehen®.
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1. Suche ein d so, dass die Summe aus den maximalen Fehlern erster und
zweiter Art moglichst klein ist. (So verfihrt man wohl manchmal bei All-

tagsentscheidungen.)

2. Fixiere ein o > 0 und beschrianke dich dann auf die d, fiir die alle Fehler
erster Art durch a beschriankt sind. Suche unter diesen d eines, fiir das der
maximale Fehler zweiter Art so klein wie moglich ist. Dieser Ansatz ist
sicher dann gerechtfertigt, wenn man — wie im Feuerwehrbeispiel — Fehler

erster Art unbedingt vermeiden mochte.

Definition 3.1.2. Sei o > 0. FinTest d heifft Test zum Irrtumsniveau « (oder

zum Konfidenzniveau 1 — o), wenn G4(6) < « fiir alle 8 € ©q gilt.

Zur Nlustration der neu eingefithrten Begriffe wird jetzt ein einfaches Bei-

spiel ausfiihrlich diskutiert. Hier die Ausgangssituation:

Im Baumarkt gibt es schon im Januar Tulpenzwiebeln, zwei Mi-
schungen sind im Angebot. Bei Variante 1 kauft man 10 rote Tulpen,
20 weifle Tulpen und 70 gelbe Tulpen, bei Variante 2 sind es dagegen
55 rote, 35 weifle und 10 gelbe. Leider sieht man den Zwiebeln die
Farbe der zukiinftigen Bliite nicht an.

Sie haben eine Packung gekauft, sich aber nicht gemerkt, aus wel-
chem Korb Sie die genommen haben. Und der Zettel mit der Be-
schreibung ist unterwegs verloren gegangen.

Thre Nullhypothese lautet: ,,Es handelt sich um Variante 1¢. Zum
Test bringen Sie eine Zwiebel im Schnelldurchgang im Gewéchshaus
zur Bliite. Welche Testfunktion sollte man sinnvollerweise auswéihlen?

Qualitativ ist zum Beispiel offensichtlich, dass das Ergebnis ,,gelb® eher fiir
die Nullhypothese spricht als das Ergebnis ,,rot“. Um alles quantitativ behandeln
zu konnen, stellen wir alle Testfunktionen systematisch zusammen. Dazu reicht
es, den kritischen Bereich (auf dem d = 1 ist, in dem die Nullhypothese also
abgelehnt wird) anzugeben. Nachstehend sind alle Moglichkeiten fiir kritische
Bereiche zusammen mit den Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler erster und zweiter
Art?) zusammengestellt. Bei uns ist Q = {rot, weif}, gelb}, und n ist gleich 1, da

wir nur eine Bliitenfarbe testen. Folglich gibt es 23 = 8 Tests:

Nummer | kritischer Bereich | W. fiir Fehler 1. Art | W. fiir Fehler 2. Art

1 0 0 1

2 {rot} 0.1 0.45
3 {weil}} 0.2 0.65
4 {gelb} 0.7 0.9
5 {rot,weil} 0.3 0.1
6 {rot,gelb} 0.8 0.35
7 {weiB, gelb} 0.9 0.55
8 {rot, weif}, gelb} 1 0.

2) Also den Zahlen G4(0) fiir die Fille 6=, Variante 1“ bzw. =, Variante 2¢.
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Hier wird noch einmal klar, dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir
die Fehler erster und zweiter im Allgemeinen nicht 1 ist: Es werden zwar Wahr-
scheinlichkeiten fiir disjunkte Ereignisse addiert (kritischer Bereich und Kom-
plement), die Wahrscheinlichkeitsmafle sind aber verschieden.

Nun kénnen Tests mit verschiedenen Eigenschaften leicht bestimmt werden.
Zum Beispiel:

e Bei Test 1 macht man garantiert keinen Fehler erster Art, dafiir handelt
man sich einen maximalen Fehler zweiter Art ein.

e Unter allen Tests vom Irrtumsniveau < 0.2 ist Test 2 der beste, denn
bei ihm ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art minimal.
(Das ist auch plausibel: Bei einer roten Bliite ist kaum zu erwarten, dass
Variante 2 vorlag.)

Wir werden uns hauptséchlich um Tests zu einem vorgegebenen Konfidenz-
niveau kiimmern und versuchen, unter diesen Kandidaten einen bestmdoglichen
zu finden (also die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art zu minimie-
ren). Bevor wir damit im néchsten Abschnitt beginnen, sollen noch kurz einige
andere Anséitze besprochen werden.

Verlustmatrix

Je nachdem, wie man sich entscheidet, wird man mit einer von vier Moglich-
keiten rechnen miissen: Man entscheidet sich fiir Hy oder H;, und tatséchlich
kann Hy oder Hj gelten. Mit jeder dieser vier Moglichkeiten ist eine gewisse
Wichtung verbunden, man versucht, diese durch eine Zahl zu beschreiben. Das
fithrt zur Definition der Verlustmatriz:

Bezeichne mit L;; die Bewertung des Verlustes, wenn in Wirklichkeit
H, gilt und man sich fiir H; entscheidet (4, j = 0,1). Die 2 x 2-Matrix
(Li;) heiBt dann die Verlustmatriz.

Die L;; diirfen auch negativ sein, das kommt zum Beispiel dann vor,
wenn eine richtige Entscheidung einen Gewinn bringt.

Abstrakt sieht es also so aus (Lo etwa bezeichnet den Verlust bei einem Fehler
zweiter Art):

Hy angenommen [ angenommen
Hy wirklich Lgo Lo
H; wirklich L L1

Je nach Situation kann die Verlustmatrix sehr unterschiedlich aussehen, im
Feuerwehrbeispiel etwa kénnte man vielleicht mit den folgenden Zahlen (in Eu-
ro) arbeiten:
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Hy angenommen H; angenommen
Hj wirklich 5000 10000000
H; wirklich 1000 0

Hat man sich auf eine Verlustmatrix geeinigt, kann man die Giite eines Tests
auf sehr unterschiedliche Weise bewerten, es folgen die wichtigsten Beispiele.

Risikofunktion

Wir wollen fiir den Rest des Abschnitts annehmen, dass ©g und O einele-
mentig sind: @0 = {]P)o}, @1 = {]P)l}

Es sei d : Q — {0,1} ein Test. Bezeichne fur 4,j = 0,1 mit «;; die Wahr-
scheinlichkeit, dass — wenn wirklich H; zutrifft — der Test das Ergebnis j liefert.
(Zum Beispiel ist ag; die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art.) Unter dem
zu d gehorigen Risiko versteht man dann die Zahlen

Ra(i) := Z Lijags; i =0,1;

7=0,1

damit ist R4(7) so etwas wie der Erwartungswert des Verlusts, wenn H; zutrifft.

Es ist klar, dass man ein d sucht, fiir das das Risiko ,,moglichst klein® ist.
Doch was soll das bedeuten? Durchlduft d alle moglichen Testfunktionen — fiir
ein k-elementiges  sind das 2% Funktionen — so geben die Tupel (R4(0), R4(1))
zu einer ,,Punktwolke® W im R? Anlass. Und es ist durchaus nicht klar, wel-
cher Punkt von einem besonders , giinstigen“ d stammt. Wir diskutieren zwei
mogliche Losungsansétze.

Bayes-Ansatz

Beim Bayes-Ansatz nimmt man eine a-priori-Verteilung fiir das Auftreten
von Hy und H; an. Gegeben sind also zwei nichtnegative Zahlen oy und a; mit
ag + a1 = 1, wobei «; die geschétzte Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von
H; ist. Geht man von diesen Wahrscheinlichkeiten aus, so ist

Vi := aoRq(0) + a1 Ra(1)

der Erwartungswert des Verlusts, wenn man mit dem Test d arbeitet.

Um zu entscheiden, welches d optimal ist, muss nur an die elementare geome-
trische Tatsache erinnert werden, dass die Menge aller (x, y), fiir die apz+a1y =
c gilt, eine Gerade ist und dass diese Geraden fiir verschiedenes ¢ parallel sind.
Um eine optimale Losung zu finden, muss man also das ¢ in dieser Geradenschar
so klein wie moglich wahlen, dass es gerade noch die Punktwolke W trifft. Die
d, fiir die (R4(0), R4(1)) zu den Schnittpunkten gehért, sind dann bestmdoglich.

’ Minimax-Losungen ‘

Traut man den a-priori-Wahrscheinlichkeiten nicht, kann man auf eine sehr
konservative Strategie ausweichen: Man versucht, das d so zu wéhlen, dass das
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Maximum der Verluste unter Kontrolle bleibt. Genauer: Man betrachtet die
Zahlen
max{R4(0), Ra(1)}

und bestimmt d so, dass diese Zahl dafiir minimal ist. (Man spricht von einer
Minimaz-Lésung.)

Auch das kann man sich veranschaulichen: Man fixiert zunéchst ein ,sehr
kleines“ r und betrachtet alle (z,y) mit max{x,y} = r; diese Menge soll A,
heiflen.

Lésst man nun r wachsen, so wird A, irgendwann einmal erstmalig die
Punktwolke W beriihren. Alle d, die zu getroffenen (R;(0), Rq(1)) gehoren, sind
Minimax-Lésungen.

Zum Schluss dieses Abschnitts soll noch kurz eine weitere Vokabel erlautert
werden: Was ist der p-Wert eines Tests? Angenommen, wir testen Hy gegen
H,, zur Verfiigung stehen verldssliche Tests d, zum Niveau « fiir alle a. Wir
fixieren nun ag und nehmen eine Stichprobe z1,...,z,. Es sei so, dass unser
Test d,, aufgrund dieser Stichprobe sagt: Hy wird nicht abgelehnt.

Nun kann es sein, dass auch fiir gewisse a > «( die Hypothese bei diesem
konkreten Ergebnis nicht abgelehnt worden wire. Das ist dann eine Verstarkung
der Empfehlung, nicht abzulehnen, denn der Ablehnungsbereich ist nun grofler
geworden.

Ein Beispiel: Die Hypothese lautet p < 0.5, sie soll zum Niveau «
getestet werden, und es gebe bei n Versuchen k Erfolge. Wenn dann
k ,nicht zu groB“ ist, wird sie nicht abgelehnt. Falls nun sogar k
,sehr klein® ist, sind wir uns ganz sicher, dass Hy gilt.

Quantifiziert wird das durch die folgende Definition: Der p- Wert eines Tests®)
ist das Supremum der Zahlen «, fiir die Hy nicht abgelehnt worden wére. Ein
grofler p-Wert kann also so interpretiert werden, dass die Empfehlung ,, Hy nicht
ablehnen!“ besonders vertrauenserweckend ist.

Achtung: Vorher wurden , Test“ und ,, Testfunktion* synonym ge-
braucht, hier beim p-Wert geht es wirklich um konkretes Erzeu-
gen von Stichproben. Anders ausgedriickt: Wenn eine Testfunktion
d gewahlt ist, wird es bei verschiedenen Abfragen in der Regel auch
verschiedene p-Werte geben.

Statistik-Lehrbiicher weisen in diesem Zusammenhang gern darauf hin, dass
ein grofler p-Wert nicht dazu verfithren darf, sich in dem Glauben zu wiegen,
dass man einen Test zu einem sehr hohen Konfidenzniveau durchgefiihrt hat:
Das « ist unbedingt vorher festzusetzen, nach dem Test darf es nicht mehr
verdndert werden. Hiermit wird diese Warnung weitergegeben.

3)Genauer: Einer Familie von Tests.



3.2. ALTERNATIVTESTS 69

3.2 Tests mit vorgegebenem Konfidenzniveau:
Alternativtests

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man einen besten stochastischen
Test im Fall einer Alternativentscheidung finden kann. Wir gehen von einer
Situation aus, in der das statistische Modell aus nur zwei Wahrscheinlichkeits-
mafen Py und P; besteht. Es wird P aus © := {Py, P;} gewiihlt, und wir sollen
aufgrund einer Stichprobe zum Niveau « entscheiden, ob die Nullhypothese
P = Py abgelehnt werden sollte. Ohne Einschrinkung bestehe die Stichprobe
nur aus einem Element, das ldsst sich durch Ubergang zum n-fachen Produkt
stets erreichen. Wir behandeln zunéchst den diskreten Fall und diskutieren dann
die Modifikationen, die im Fall von Maflen mit Dichten notwendig sind.

Der Fall diskreter Raume ‘

« sei vorgelegt. Mal angenommen, wir wollen einen Test zur Irrtumswahr-
scheinlichkeit o konstruieren. Dann miissen wir doch soviele x zu einer Menge
K% zusammenfassen (um dann den Test d als charakteristische Funktion von K
zu definieren), dass Py(K) moglichst genau gleich « ist: So wird garantiert, dass
der Fehler erster Art a nicht iibersteigt. Mochte man den Fehler zweiter Art
gleichzeitig moéglichst klein halten, sollte P (K) ,,moglichst grofi“ sein. Kurz: Es
ist naheliegend, K aus solchen z zusammenzusetzen, fiir die Py klein und Py
grof} ist.

Es kann dadurch ein kleines Problem geben, dass man bei diesem ,,Einsam-
meln“ nicht genau den Wert « trifft. Das wird auf elegante Weise dadurch gelost,
dass man auch stochastische Entscheidungen zulésst. Ab hier betrachten wir al-
so statt d : Q" — {0,1} Funktionen d : Q™ — [0,1]. Das wird so interpretiert:
Ist d(x) = p, entscheide dich mit Wahrscheinlichkeit p fiir H;. Es ist klar, dass
die bisherigen Tests als Spezialfille enthalten sind und dass der Erwartungswert
von d wieder die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art ist.

Ein derartiges d heift ein stochastischer Test.

Es ist Zeit fiir eine formalere

Definition 3.2.1. Mit den vorstehenden Bezeichnungen definieren wir

 Pi({=})
k@) =g

fiir x € Q°)
Ein stochastischer Test d heiffit ein Neyman-Pearson-Test zum Niveau c,
falls gilt:

(i) Der Erwartungswert von d unter Py ist a.

4 K heiit auch der kritische Bereich.
5)Wir diirfen voraussetzen, dass es keine Quotienten der Form 0/0 gibt; ansonsten gelten
die Rechenregeln in der Kompaktifizierung von R.
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(i) Es gibt eine Zahl ¢, so dass d(x) =1 (bzw. gleich 0) ist fir R(x) > ¢ (bzw.
< ¢). Auf der Menge {R = ¢} darf d beliebige Werte haben.

Satz 3.2.2. Es gibt einen Neyman-Pearson-Test zum Niveau o, und jeder der-
artige Test ist bestmdglich im folgenden Sinn: Andere stochastische Tests zum
Niveau « fithren zu einem nicht kleineren Fehler zweiter Art. AufSerdem gilt:
Jeder beste Test ist ein Neyman-Pearson-Test.

Beweis: Wir stellen uns die Elemente von Q0 = {x;,...} so sortiert vor, dass
R monoton féllt. Wir withlen dann ein ¢, so dass Py({z | R(z) > ¢}) < a und
Po({z | R(x) > ¢}) > a; es ist klar, dass so ein ¢ existiert.

Definiere A := {R = c¢}. d ist durch die Werte 1 (auf {R > c}), 0 (auf
{R < c¢}) und v (auf A) definiert. Dabei ist

_ o — Po({R > C})
Po(A)

Es ist dann klar, dass d ein Neyman-Pearson-Test zum Niveau « ist.

Sei nun 1 ein beliebiger Test zum Niveau « und d ein entsprechender Neyman-
Pearson-Test. Wir wollen zeigen, dass d nicht schlechter als v ist.

Nebenbei sei auf die geometrische Deutung dieses Sachverhalts hingewie-

sen:
Gegeben seien zwei Konvexkombinationen A1,..., A\, und 1, ..., fn. Ver-
suche, Zahlen a,...,a, € [0,1] so zu finden, dass > a;A\; = « ist und

>~ aipi so grofl wie moglich ist. Es ist zu zeigen, dass die optimale a;-Wahl
darin besteht, sie auf den ¢ mit groBem u;/\; gleich Eins zu setzen, auf
den ¢ mit kleinem p;/\; gleich Null und zwischendurch evtl. einmal in
[0,1], um > a;A\; = « zu erreichen.

Setze a; := (z;). Mal angenommen, es wire a; < 1. Suche ein j mit a; > 0
und betrachte fiir , kleines“ & > 0 einen Test v)': Der ist auf allen ¢ # 1, j wie 1
definiert, bei 1 hat er den Wert a; +¢ und bei j den Wert a; —e(Po(x1)/Po(x;)).
Auch v’ ist ein Test zum Niveau «, aber der Fehler zweiter Art ist eher kleiner
geworden.

Kurz: Man kann von % zu einem nicht schlechteren Test iibergehen, fiir den
a1 = 1 ist. Genau so zeigt man, dass man durch Verbesserung as = 1, ag = 1
usw. erreichen kann, so lange, bis das Pp-Maf von {z1,...,z;} den Wert a nicht
iibersteigt.

Auf diese Weise folgt, dass man einen beliebigen Test zum Niveau « durch
Ubergang zu einem Neymann-Pearson-Test verbessern kann, und damit ist der
Satz vollstéindig bewiesen O

Ein Beispiel:
1. pp und p; seien zwei Zahlen in ]0,1], es gelte po < p1; man denke an eine
Miinze, die aus einer von zwei Produktionslinien fiir gefilschte Miinzen stammt,
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die Wahrscheinlichkeit fiir , Kopf“ kann py oder p; sein. Die Miinze wird nun
n-mal geworfen, aus der Anzahl k der Erfolge soll man sich bei vorgegebenem
Konfidenzniveau 1 — « fiir Hy : p = pg oder Hy : p = p; entscheiden.

Es geht also um zwei Binomialverteilungen auf {0, ...,n}, die erste hat ihren
,Buckel“ links von dem der zweiten. Praktischerweise sind die Quotienten schon
sortiert, wir behaupten namlich:

b(k, n;
Die Abbildung k — R(k) := W ist monoton steigend.
> 15 Po

(Zum Beweis betrachte man den Ausdruck R(k + 1)/R(k). Er ist — wie man
leicht durch Umstellen zeigt — genau dann > 1, wenn pg < p; gilt.) Folglich
miissen wir ein kg suchen, so dass

o S, bkonipo) <.
e kg ist kleinstmoglich mit dieser Eigenschaft.
Es ist dann n:= "), b(k,n;po) < c. Definiere d wie folgt:
e Fiir k < kg — 1 ist d(k) := 0.
o Fiir k > ko ist d(k) := 1.
e d(ko — 1) hat den Wert (a —n)/b(ko — 1,n;p0).

Dann ist d ein Neyman-Pearson-Test zum Niveau a: Der Erwartungswert unter
Py von d ist wirklich

> d(k)b(k,n;po) = d(ko — 1)b(ko — 1,m,p0) + Y d(k)b(k,n; po)
k E>ko
(a=n)+n

Aus dem Satz folgt, dass dieser Test den kleinsten Fehler zweiter Art realisiert.

Man beachte also: Werden k Erfolge erzielt und ist k ,klein“ bzw. ,grofl“ ,
so entscheidet man sich fir Hy (bzw. Hy). Es gibt aber einen Grenzfall, ndmlich
k = ko — 1, da muss dann eine Zufallsentscheidung herangezogen werden.

Hier ist ein konkretes Beispiel mit py = 0.5 und einem beliebigen
p1 > 0.5.

Zum Niveau a = 0.125 erhélt man dann bei 4 Versuchen den fol-
genden Neyman-Pearson-Test d (mit k bezeichnen wir die Erfolgs-
anzahl):

e Fiir k <2 ist d(k) = 0: Man bleibt dann bei Hy.

e d(3) = 0.25: Es wird noch einmal ein Zufallsexperiment ge-
startet, das mit Wahrscheinlichkeit 0.25 eine 1 liefert. Nur dann
sagen wir Hq, sonst Hy.
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e d(4) = 1: Bei 4 Erfolgen wird Hy abgelehnt.

Man rechnet leicht nach, dass d wirklich exakt das Niveau « hat.

Mafle mit Dichten ‘

Wir betrachten nun den Fall, dass € ein Intervall in R ist und die Mafle
durch zwei Dichten fy und f; gegeben sind. Diesmal ist die Funktion

_ hi(@)
~ fo(w)

zu betrachten. Die Definition eines Neyman-Pearson-Tests ist analog zum dis-
kreten Fall: d heifit Neyman-Pearson-Test zum Niveau «, falls d unter Py den
Erwartungswert « hat und es ein ¢ so gibt, dass d(x) = 1 (bzw. gleich 0) ist fiir
R(z) > ¢ (bzw. < ¢); in der Regel wird {R = ¢} eine Nullmenge sein, so dass es
sich um einen deterministischen Test handelt.

x — R(zx)

Die Aussage des vorigen Satzes 3.2.2 gilt dann analog: Beste Tests sind
Neyman-Pearson-Tests und umgekehrt. (Der Beweis im kontinuierlichen Fall
kann dhnlich wie im diskreten Fall gefithrt werden; vgl. das Buch von Georgii,
Seite 251.)

Ein Beispiel:
Gegeben seien zwei Normalverteilungen N(ag, 1) und N(ag, 1) mit ap < a;.
Der Quotient der Dichtefunktionen, also

exp(— (& — a1)*/2)
exp(—(z — ap)?/2)
stimmt bis auf einen positiven Faktor mit der monoton steigenden Funktion

x — exp((a1 — ap)z) tberein. Folglich gibt es ein b € R, so dass der Neyman-
Pearson-Test d die charakteristische Funktion von [b, oo [ ist.

x— R(z) =

’ Potenzreihenfamilien ‘

In Definition 2.3.7 hatten wir Potenzreihenfamilien eingefiihrt: Das sind sta-
tistische Modelle, bei denen das Maf} Py fiir ein {z} durch

0" @ h(z)

gegeben ist, wobei ¢ eine geeignete Funktion ist. (Im kontinuierlichen Fall miissen
die Dichtefunktionen so aussehen.) Zu Stichproben mit n Ergebnissen gehéren
dann die Wahrscheinlichkeiten

(co)mot @) Tt @)ttt @) () o ().

Es seien nun zwei Elemente 0y und 67 aus so einer Potenzreihenfamilie vor-
gelegt, es sei etwa 0y < 61. In diesem Fall ist die Funktion R durch

s o (01T
R'chg‘o(Ho)
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gegeben, wobei wieder T'(z) = T'(21,...,2yn) :=t(x1) + - - + t(zy). R ist damit
eine in T'(x) steigende Funktion, und es folgt, dass Neyman-Pearson-Tests die
folgende Form haben miissen:

o d(z) =1, falls T'(z) > c.
o d(z) =0, falls T'(z) < c.

o Auf {T = ¢} ist der Wert von d dadurch festgelegt, dass die Wahrschein-
lichkeit fiir den Fehler erster Art gleich « ist.

Dieses Prinzip lag den beiden vorstehend beschriebenen Beispielen zugrunde.

3.3 Ein- und zweiseitige Tests, Tests im Zusam-
menhang mit der Normalverteilung

Alternativtests beschreiben nur eine recht spezielle Situation. Realistischer sind
doch Probleme, bei denen die Hypothesen eine ganze Klasse von Elementen
enthalten:

e Hj : Die Erfolgswahrscheinlichkeit ist < 0.4.

e Hj : Der Erwartungswert dieser Normalverteilung ist > 2121.
e Hj : Der Erwartungswert dieser Normalverteilung ist < 0.

e Hj : Der Erwartungswert dieser Normalverteilung ist gleich 1.

In diesem Abschnitt wollen wir die Ergebnisse vom Neyman-Pearson-Typ auf
solche Fragen anwenden.

Einseitige Tests

Hier geht es um Hypothesen des Typs Hy : 0 < 0y oder Hy : 0 > 6y mit
einem fixierten fy, wir werden nur den ersten Fall behandeln, der andere geht
analog.

Wir erinnern uns daran, dass es bei den konkreten Beispielen im vorigen
Abschnitt nur auf Hy, nicht aber auf die spezielle Gestalt von H; ankam. Das
wollen wir uns jetzt zunutze machen:

Satz 3.3.1. Gegeben sei eine Potenzreihenfamilie, wir verwenden die Bezeich-
nungen aus Definition 2.3.7 und Satz 2.3.8. Die Nullhypothese habe die Form
Hy : 0 < 0y, weiter sei a eine vorgegebene Fehlerwahrscheinlichkeit. Dann gibt
es einen Neyman-Pearson-Test d zum Niveau o, der gleichmdflig in 0 > 0y die
kleinsten Wahrscheinlichkeiten fir Fehler zweiter Art realisiert.

Er hat die folgende Form: Man kann Zahlen ¢ € R und 6 € [0,1] so wihlen,
dass d auf den Mengen {T < c} bzw. {T > ¢} bzw. {T = ¢} den Wert 0 bzw. 1
bzw. § hat.
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Beweis: Wir wihlen ¢ und § so, dass die wie vorstehend definierte Funktion
d unter 6y den Erwartungswert o hat. Aus dem vorigen Abschnitt wissen wir,
dass d ein optimaler Test (= kleinster Fehler zweiter Art) zum Niveau « fiir 6,
gegen 6, fiir alle 6; > 6 ist.

Nun ein kleiner Trick: Wir betrachten d’ := 1 — d. Der Erwartungswert ist
1—a, und es ist ein Neyman-Pearson-Test: Es ist der Neyman-Pearson Test von
0o gegen 0’ wo 0" < 0y beliebig ist.

Neyman-Pearson-Tests sind bestmoglich. Wenn man also als Variante zu
diesem Testproblem die konstante Funktion d” := 1 — o angibt®, so muss die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art unter d’ eher giinstiger sein, d.h.:

1-— Eg/(d) = E@/ (d/) > Eg/(d”) =1-a.

So folgt
Eg (d) < Ep,(d)

fiir 8/ < 0y: Der Erwartungswert ist also monoton steigend in 6, und deswegen
reicht es statt alle 8 < 6y nur 6, selbst zu untersuchen. Da der Test optimal fiir
0y gegen alle 6; > 0 ist, ist die Behauptung bewiesen. O

Es ist nicht erforderlich, neue Beispiele anzugeben, da die des vorigen Ab-
schnitts eigentlich schon Tests fiir einseitige Hypothesen waren. So ist etwa d
im konkreten Beispiel zur Binomialverteilung schon optimaler Test fiir p < 0.5
gegen p > 0.5.

Zweiseitige Tests

Hier geht es um Hypothesen der Form 6 = 6, man mochte sich also gleich-
zeitig gegen 0 < Oy und 6 > 6y absichern. Wenn man dann alle Tests zulésst,
fiir die der Fehler erster Art Wahrscheinlichkeit « hat, so kann es darunter in
der Regel keinen gleichméflig besten geben: Man kann ja welche konstruieren,
fiir die der Fehler zweiter Art im Bereich 6 < 0y gleichméBig kleinstmdoglich ist
— er ist dann fiir die 6 > 0y grofl — oder umgekehrt. Eher hat man das Gefiihl,
dass man einen Kompromiss eingehen miisste.

Um weiterzukommen, fithrt man eine neue Definition ein: Man beschrankt
sich auf Tests, fiir die der Fehler 2. Art gleichméBig hochstens 1 — « ist. (Das
leistet zum Beispiel schon die konstante Abbildung z — «.)

Definition 3.3.2. FEin Testproblem sei durch die Aufteilung von © in die dis-
junkte Vereinigung von ©g und ©1 definiert. Ein randomisierter Test d : Q™ —
[0,1] heifst unverfilscht zum Niveau «, wenn

Ey,(d) < o < Ey, (d)

fiir alle 8y € ©¢ und 6, € O.

6) Auch das ist ein Test zum Niveau 1 — .
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Satz 3.3.3. Wieder verwenden wir die Bezeichnungen zu Potenzreihenfamilien
aus Abschnitt 2.3 (vgl. Definition 2.3.7 und Satz 2.5.8). Zu Testen sei die Null-
hypothese 0 = 0y gegen die Alternative 0 # 60y, das Niveau o sei vorgegeben. d
sei ein Test, es gebe Zahlen c1,co, und dafiir gelte:

(Z) E@O(d) = .

(i) d hat auf {T < c1} U{T > co} den Wert 1 und auf {¢1 < T < co} den
Wert 0.

Dann ist d ein gleichmdf$ig bester unverfilschter Test zum Niveau .

Beweis: Den findet man im Buch von Irle ab Seite 337. O

Tests im Zusammenhang mit der Normalverteilung

Im Spezialfall normalverteilter Zufallsvariablen lassen sich beste Tests leicht
explizit angeben, die Symmetrie der Normalverteilung fithrt noch zu einer ge-
wissen Vereinfachung. Wir besprechen hier einige ausgewéhlte Beispiele, die
Einzelheiten sind im Buch von Irle in Kapitel 20 ausgefiihrt.

A. Finseitiger Gauftest

o9 sei bekannt, das statistische Modell bestehe aus allen N (a, o), und wir wollen
a < ag fiir ein vorgegebenes ag testen. (Etwa: Sind die Erwartungswerte gewisser
normalverteilter Léngen durch ag beschriankt?)

Das Verfahren: Bestimme bei vorgegebenem « ein 7, so dass [r,+oo[ unter
N(0,1) die Wahrscheinlichkeit « hat. Lehne dann aufgrund der Messungen
T1,...,T, die Hypothese Hy : a < ag genau dann ab, wenn

\/ﬁm_a0>r.

00

B. Zweiseitiger Gauftest

oo sei wieder bekannt, das statistische Modell bestehe aus allen N(a,03). Dies-
mal wollen wir die Nullhypothese a = ag gegen a # ag testen.

Das Verfahren: Bestimme bei vorgegebenem « ein r, so dass [—r,+r] unter
N(0,1) die Wahrscheinlichkeit 1 — « hat. Lehne dann aufgrund der Messungen
r1,...,T, die Hypothese Hy : a # ag genau dann ab, wenn

T — ap

>

Vi

g0

C. Finseitiger t-Test

Diesmal sind alle N(a,0?) zugelassen, es soll a < ag fiir ein vorgegebenes ag
getestet werden.
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Das Verfahren: Bestimme bei vorgegebenem « ein r, so dass [ r, +oo [ unter ¢,
die Wahrscheinlichkeit « hat. Lehne dann aufgrund der Messungen z1,..., T,
die Hypothese Hy : a < ag genau dann ab, wenn

T — ap
N >
vV

D. Zweiseitiger t-Test
Wie vorstehend, aber die Nullhypothese lautet a = aq.

Das Verfahren: Bestimme bei vorgegebenem « ein r, so dass [ —r,+r| unter
tn—1 die Wahrscheinlichkeit 1 — o hat. Lehne dann aufgrund der Messungen
Z1,...,T, die Hypothese Hy : a = ap genau dann ab, wenn

—ag
VVa

>,

‘\/ﬁ

E. Finseitiger x2-Test

Zur Konkurrenz sind alle N(ag,o?) bei unbekanntem ag zugelassen, und wir
wollen o < o( testen.

Das Verfahren: Bestimme bei vorgegebenem « ein 7, so dass [r, +o0o [ unter x2_;
die Wahrscheinlichkeit « hat. Lehne dann aufgrund der Messungen z1,...,z,
die Hypothese Hy : 0 < 0y genau dann ab, wenn

Va
(n— 1)?8 >

F. Zweiseitiger x2-Test
Wie vorstehend, es soll die Nullhypothese 0 = 0¢ gegen o # oy getestet werden.

Das Verfahren: Bestimme bei vorgegebenem « Zahlen 0 < r; < rg, so dass
[r1,72] unter X%_l die Wahrscheinlichkeit 1 — o hat und die 71,75 zu den Be-
dingungen von Satz 3.3.3 passen. Das kann kompliziert sein, im Zweifelsfall sollte
man sich auf statistische Software verlassen.

Lehne dann aufgrund der Messungen x1,...,z, die Hypothese Hy : 0 = o9
genau dann ab, wenn

(1= 1)22 ¢ [ri,ma].
0



Kapitel 4

Lineare Modelle

In diesem Kapitel geht es um Situationen, in denen die beobachteten Grofien
von der Form

»Lineare Funktion der Eingabedaten plus zuféllige Storung*

sind. Das ist ein relativ spezieller Ansatz, der aber iiberraschend viele Anwen-
dungen hat. Wir beginnen in Abschnitt 4.1 mit einer Motivation, die uns zur
allgemeinen Form linearer Modelle fiihrt. In diesem allgemeinen Rahmen unter-
suchen wir, wie man zu verniinftigen optimalen Schitzern kommen kann, das
Hauptergebnis wird der Satz von Gauf-Markov sein. Bemerkenswerterweise ha-
ben alle hier relevanten Ergebnisse eine einfache geometrische Interpretation.
Das liegt daran, dass die Probleme bei geschickter Ubersetzung auf Fragen in
euklidischen Réumen fiihren, eine wichtige Rolle werden deswegen auch Metho-
den aus der Linearen Algebra spielen.

Die Theorie wird in Abschnitt 4.1 fiir den Fall entwickelt, dass eine gewisse
fiir das Modell wichtige Matrix invertierbar ist.Spéter wird aber auch eine allge-
meinere Situation wichtig werden. Um auch fiir diesen Fall Ergebnisse erhalten
zu konnen, wird die Theorie in Abschnitt 4.2 erweitert, vorbereitend wird eine
Konstruktion aus der Linearen Algebra behandelt, die Pseudoinverse.

Dann gibt es einen wahrscheinlichkeitstheoretischen Exkurs: In Abschnitt
4.8 kilmmern wir uns um mehrdimensionale Normalverteilungen. Die haben
iiberraschende Eigenschaften, insbesondere wird wichtig sein, dass man — wie in
Abschnitt 2.5 — sehr detaillierte Aussagen iiber die daraus abgeleiteten Vertei-
lungen machen kann. In Abschnitt 4.4 werden dann die allgemeinen Ergebnisse
iiber lineare Modelle fiir den Spezialfall untersucht, in dem die Stérungen ge-
meinsam normalverteilt sind.

Als Néchstes gehen wir in Abschnitt 4.5 noch einmal genauer auf das Thema
,Schitzen® ein. Insbesondere soll gezeigt werden, dass die unter der Normal-
verteilungsannahme konstruierten Schétzer in einem prézisen Sinn bestmoglich
sind.
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In den letzten zwei Abschnitten werden dann, zum Abschluss des Kapitels,
zwei wichtige Anwendungsklassen linearer Modelle behandelt, ndmlich Varianz-
analyse und Kovarianzanalyse.

4.1 Das lineare Modell 1
(voller Rang der Designmatrix)

Die einfachsten Abbildungen nach den konstanten sind die linearen Abbildun-
gen. Sie spielen deswegen eine wichtige Rolle, weil sie einerseits noch gut zu
beherrschen sind, andererseits aber auch hiufig in den Anwendungen auftreten.
So hat zum Beispiel das Konzept ,Differenzierbarkeit die Konsequenz, dass
differenzierbare Abbildungen im Kleinen wie lineare Abbildungen behandelt
werden konnen. Auch physikalische Zusammenhénge sind oft ndherungsweise
linear, man denke nur an das Hookesche Gesetz.

Allerdings kann man lineare Zusammenhéinge durch konkrete Messungen
nie exakt feststellen, da es immer Fehlereinfliisse gibt. Die liegen zum Teil im
Messprozess, zum Teil aber auch daran, dass ein eigentlich linearer Vorgang
durch unbekannte Storungen verdndert wird.

4.1.1 Die allgemeine Definition

Zunichst sind einige Vokabeln zu besprechen. Es gebe gewisse Eingangsgrofien
Y1,...,7s, die durch einen linearen Vorgang Ausgangsgrofien X, ..., X, erzeu-
gen'). Jedenfalls im Wesentlichen: Genau genommen wird die lineare Operation
noch durch eine Storung iiberlagert.

Gegeben ist zunéchst eine reelle n x s-Matrix A, die so genannte Design-
matriz. In diesem Abschnitt soll angenommen werden, dass sie vollen Rang
hat, dadurch werden viele Uberlegungen wesentlich einfacher. Der Zufall wird so
modelliert: Es gibt eine Familie &1, ..., &, (die Stérgrdflen) von unabhingigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen, die alle Erwartungswert Null und Streu-
ung Eins haben, und die Verfilschung der k-ten X-Messung wird durch einen
Summanden der Form & ausgedriickt, wobei o die in der Regel unbekannte
Streuung der Zufallsvariablen oy, ist.

Fithrt man noch Spaltenvektoren X := (X1,.... X,)", v := (V1,.-,7s) "
und & := (&1,...,&,) " ein, so kann man alles kompakt in der Formel
X =Av+0o¢

zusammenfassen. Das ist das lineare Modell.

Dabei sind v € R® und meist auch ¢ € R unbekannt. In der Sprechweise
der statistischen Modelle aus Abschnitt 2.1 haben wir also eine durch v und o
parametrisierte Schar von Situationen vor uns, und die Aufgabe besteht darin,
durch konkrete X-Realisierungen Aussagen iiber v und ¢ zu gewinnen.

DDie v; heiflen manchmal die Regressoren, die X; die Regressanden. Wir wollen annehmen,
dass s < n gilt.
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Man kann das Problem auch geometrisch deuten. Dazu bezeichnen wir die s
Spaltenvektoren von A mit z1,...,2s. Wenn A vollen Rang hat, sind sie linear
unabhéngig. Dann ist Ay eine — durch eine Stérung etwas verfilschte — Line-
arkombination dieser Vektoren, und die Aufgabe besteht darin, die zugehérigen
Koeffizienten und die Starke der Stérung mdoglichst genau zu identifizieren.

Es ist klar, dass der Schwierigkeitsgrad von der gegenseitigen Lage der z; abhédngen
wird: Wenn sie senkrecht aufeinander stehen, sind sicher bessere Ergebnisse zu
erwarten, als wenn die Winkel zwischen ihnen sehr klein sind.

Mit Hilfe der nun zu entwickelnde Theorie werden wir in der Lage sein, eine auf

préazisierbare Weise optimale quantitative Losung zu finden.

1. Angenommen, es liegt eine N(u,0?) verteilte Zufallsvariable vor, iiber die
durch n Messungen Informationen gewonnen werden sollen. Fiir die k-te Mes-
sung gilt also die Gleichung

Xk :,u,+0'§k7

wobei & N (0, 1)-verteilt ist. Wihlt man die Designmatrix A als (1,...,1)T und
v = (1), so erweist sich diese Situation als Spezialfall eines linearen Modells
(wobei hier s =1 ist).

2. Die Suche nach einer Regressionsgeraden aus Abschnitt 1.5 kann nun auch
noch einmal aufgegriffen werden. Zur Erinnerung: Es waren Tupel (z,yr) € R?
fir kK = 1,...,n (eine ,Punktwolke“) gegeben, und gesucht war eine Gerade
T — Y9 + 711z, die diese Punkte moglichst gut interpoliert.

Wir koénnen das so interpretieren: , Eigentlich“ ist der zu xj, gehorige Wert
gleich v9 + 12k, aber auf Grund unvorhergesehener Stérungen wird der zu
Yo + 71T + o0& verdndert.

Das ist ein Spezialfall des linearen Modells, wenn wir als Designmatrix die
n x 2-Matrix A wihlen, die in der k-ten Zeile die Werte (1, ) hat. v ist hier
der Vektor (7g,71) ", und die Messungen lassen sich als Matrixgleichung

(ylw--ayn)T = Ay +o0¢

zusammenfassen.

Das wollen wir nun geometrisch interpretieren. A entspricht doch einer Ab-
bildung vom R? in den R™. Wir sind an + interessiert, doch da A injektiv ist,
ist dazu die Kenntnis von A~ gleichwertig. Jede konkrete Messung liefert nur
A7 + o€, und man kann sich fragen, wie man da A~y optimal schétzen sollte.

Nun liegt Ay in dem zweidimensionalen Unterraum A(R?), und man kann
iiberlegen, welcher Punkt dieses Unterraums aufgrund der konkreten Realisie-
rung Av+o€ ausgewihlt werden sollte. Die Antwort: Derjenige, der am néchsten
dran ist! Man sollte also als Schitzung fiir v dasjenige 4 = (4o, 71) wihlen, fiir
das HA‘/ — (Y1, .-, yn)TH so klein wie moglich ist.
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Satz 4.1.1. Wir verwenden die vorstehenden Bezeichnungen. Setze

:171++xn)/n,
Y1+ +yn)/n,

T =

(
7] (

¢ = (wy1+ o+ Taya)/n - T,
Uy = Z(mk —7)%/n,

k
R _ T
Yo = Y- —¢

Vg

. c
Y= .

Vg

(Beachte: v, unterscheidet sich nur unwesentlich von der Stichprobenvarianz V,
aus Abschnitt 2.1, da stand n—1 im Nenner.) Dann gilt:

(i) © — ~o + Y1z ist die Regressionsgerade, die wir nach der Formel aus
Abschnitt 1.5 zu den Tupeln (xy,yr) ausgerechnet hitten.

(i) (Yo,71) ist auch derjenige Schitzwert fir (vo,v1), der sich aufgrund der
vorstehend beschriebenen Strategie ergeben wiirde.

(iii) Beide Schitzungen (o fir vo und v1 fir v1) sind erwartungstreu.

Beweis: (i) In Satz 1.3.5 hatten wir bewiesen: Ist T = 7 = 0, so ist diejenige
Gerade a + bz, fiir die sich die kleinste Summe der quadrierten Abstédnde ergibt,
durch a =0 und b =Y zyr/ > 2% gegeben.

Um dieses Ergebnis mit der hier betrachteten allgemeineren Situation zu
vergleichen, setzen wir z} := x5 — T und y}, := yx — ¥ und wenden Satz 1.3.5
auf die ),y an. Die beste Néherung fir die y; durch eine Gerade der Form
a + bz, ist also durch bz}, mit b =" zly}/ > (z})? gegeben.

Nun schreiben wir bz} in der Form « + Say:

Yo = Uk—T
~ b

also
Yk = Yo + V1Tk-

(ii) Das ist klar, denn ,,Die Summe der Abweichungsquadrate fiir die approxi-
mierende Gerade vy + V12 ist minimal“ ist nach Ubersetzung in die Geometrie
des R™ die Aussage ,,Der Punkt A~ hat unter allen Punkten im Bild von A den
kleinsten Abstand zu (y1,...,yn)".



4.1. DAS LINEARE MODELL 1 81

(iii) Es ist zu zeigen: Wenn die wirklichen Parameter o und «y; sind und der Zu-
fall zu den Werten yi = vo+ 712k + & fiihrt, so wird das obige Schéitzverfahren
(7o fiir o und 3 fiir 1) im Mittel zu den richtigen ~yg, 1 fithren.

Da der Erwartungswert der & gleich Null ist, folgt E(yx) = Y0 + 112k, und
damit ist auch E(g) = 79 + 11 T. Fiir die Berechnung des Erwartungswertes von
~1 nutzen wir die Linearitéit aus:

R 1,1 _ _
E(w) = ?(ﬁ > a0 + mak) — E(vo + NT))
z k
= i ’yof+’yllZ(I2 *f2) *f"}’o
Vg n < k
1
- E(,Ylvw)
= ’yl.
Und weiter:
R _ T
E(o) = v +mT— ~E(c)

_ T
= Yo +MT— ?UzVI
= "o- O

4.1.2 Designmatrix mit vollem Rang:
Schitzen der Parameter

Der Ansatz, der sich gerade im Fall der Regression als erfolgreich erwiesen hat,
soll nun auf die allgemeine Situation iibertragen werden. Wir beginnen mit
einem Ergebnis aus der Theorie der euklidischen Réume:

Lemma 4.1.2. Es sei U ein Unterraum des R™, der mit dem tblichen Skalar-
produkt versehen sei. Fiir ein xg € R™ und ein yo € U sind dquivalent:

(1) [lzo = yoll = minyer [[zo — yll-
(i) xo — yo steht senkrecht auf U.

Yo st durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt, wir nennen es die Projektion
von xg auf U und schreiben Pyxg := yo.

Beweis: yy moge den Minimalabstand realisieren, 0.B.d.A. seiyy = 0. Fiiry € U
ist folglich ||zo — y|| > ||zol||. Andererseits ist nach dem Satz von Pythagoras

2 2 2
la+6[" = llall” + [[bll” + 2(a, ).
In unserem Fall gilt also, wenn wir y € U vorgeben,

2 2 2 2
lzoll” < llzo — tyll” = llzoll” + £*lyll” — 2t(z0, )
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fiir jedes t. Aber t?ae — 2tf3 ist nur dann fiir alle ¢ positiv, wenn 8 = 0 gilt. Also
ist (zg,y) = 0.

Umgekehrt: xg stehe senkrecht auf allen y € U. Wir zeigen, dass bei 0 der
kleinstmogliche Abstand realisiert wird: Nach dem Satz von Pythagoras gilt

R 2 2 2 2

némlich [lzo — yl|” = [lzoll” + [lyll™ = [lzol”-

Es fehlt noch der Nachweis der Eindeutigkeit?). Sind gy und ) Elemente
bester Approximation, so gilt ||zo — yol| = [|zo — yil|- Es steht aber yo — y
senkrecht auf xo — (), nach dem Satz von Pythagoras ist also

2 2 2 2
120 = yoll” = [I(zo — yo) + (¥ — yo)lI” = llzo — woll” + llvo — woll ™
Folglich ist |lyf — y0||2 =0, d.h. yo =y O

Uns interessiert besonders der Spezialfall, in dem U der Bildraum einer li-
nearen Abbildung ist. Da ldsst sich Py explizit durch eine Matrix angeben:

Satz 4.1.3. Es sei A eine n X s-Matriz, die zugehorige lineare Abbildung vom
R?® in den R™ bezeichnen wir ebenfalls mit A. Es soll s < n sein, und wir setzen
voraus, dass A Rang s hat. Bezeichnet man mit AT die zu A transponierte
Matriz, so gilt:

(i) AT A ist invertierbar.

(i) Sei U := {Avy |~ € R*} der Bildraum von A. Dann entspricht die Projek-
tion Py auf U der folgenden Matrix:

My:= A(ATA) AT
Es ist also Pyx = Il ax fiir jedes x, und insbesondere ist Py linear.

Beweis: Wir werden héufig von der folgenden Identitdt Gebrauch machen, die
sich unmittelbar aus der Definition ergibt:

(Ay,z) = (v, AT z).

(i) Sei v # 0. Dann ist, da A nach Voraussetzung injektiv ist, auch Ay # 0. Es
folgt

0# | Ay]1? = (Av, Ay) = (AT Ay,7),

also ist AT Ay # 0. Als injektive Abbildung auf einem endlich-dimensionalen
Raum muss AT A damit auch bijektiv sein.

(ii) Sei xg beliebig. Wir definieren yo durch A(ATA) 71ATx0 und miissen zeigen,
dass yo das Element bester Approximation ist.

2)Genau genommen fehlt auch noch der Nachweis der Existenz. Das geht am einfachsten
mit einem Kompaktheitsargument: U ist abgeschlossen, y — ||y — zo|| ist stetig auf U, und es
reicht, das Minimum auf einer geniigend groflen Kugel — die dann kompakt ist — zu suchen.
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Klar ist, dass yg in U liegt, denn 39 = Avg, wo g = (ATA)flATxO. Auf-
grund des vorigen Lemmas ist zu zeigen, dass x¢ — 3o auf allen Elementen von U
senkrecht steht. Zum Beweis geben wir ein beliebiges Ay € U vor und schlieflen
s0:

v, AT zo)

v, (ATA)(ATA) " AT )
Ay, A(ATA) T AT )
Av,90)-

(Ay,m0) = (
(

(

=

Das bedeutet wirklich (A, zo — yo) = 0, und damit ist yo das Element bester
Approximation. O

Wir wenden uns nun wieder dem allgemeinen linearen Modell X = Ay + o€
zu. Wie kann man optimal das  schétzen, wenn X gemessen wurde? Aufgrund
der Uberlegungen im Zusammenhang mit der Regression sollte die Schiitzung 4
von 7y derjenige Vektor 4 sein, fiir den A4 kleinstmdoglichen Abstand zu X hat.
Wirklich gilt:

Satz 4.1.4. (Satz von Gauf-Markov, Designmatriz mit vollem Rang, Teil 1)

Im linearen Modell werden die besten Schitzungen so beschrieben.:
(i) Derjenige Vektor %, fir den A% kleinstmdglichen Abstand zu X hat, ist
durch % = (ATA)flATX gegeben?) .
Folglich ist 4 dadurch charakterisiert, dass X — A%y senkrecht auf dem Bild
von A steht, fir alle v also die Gleichung
gilt. Diese Gleichungen heiffen die Normalgleichungen.
(ii) X — 4 ist ein erwartungstreuer linearer Schitzer® fiir .

(iii) Die Kovarianzmatriz dieses Schitzers ist o?(AT A)~1.

(iv) Die Streuung von 4, also der Erwartungswert von ||y—4||* (dem Abstands-
quadrats zwischen wahrem Wert und Schitzung), ist gleich o Spur (AT A)~1.

(v) Der Schitzer % ist in folgendem Sinn optimal: Ist B eine s x n-Matriz
und X — BX ein weiterer linearer erwartungstreuer Schétzer, so ist die
Streuung von B (der Erwartungswert von ||y — B(Av +£)||* nicht kleiner
als o2 Spur (AT A)~L.

Und Gleichheit gibt es nur im Fall B = (ATA)"1AT

3)Man mache sich klar, dass dieses Vorgehen einer hoherdimensionalen Verallgemeinerung
der Technik entspricht, die zur Regressionsgeraden gefiihrt hat: Die Quadratsumme der Ab-
weichungen bei einer gewissen Abbildung einer Teilmenge des R® nach R soll in der Klasse
der linearen Abbildungen minimiert werden.

4)Genauer: Der Schitzer selbst ist die Abbildung z — (ATA)ilATm von R™ nach R*. Sie
wird auf Zufallsvektoren angewendet.
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(vi) Bezeichnet U das Bild von A, so gilt: Der Vektor Py X steht senkrecht auf
X — Py X, und deswegen ist

IX|I* = |1 X = PuX + PuX|* = | X — PuX|* + | Py X[,
Wir behaupten, dass

2 2 2
e IXI2 = IPUX® X - PoX]

n—s n—s

ein erwartungstreuer Schitzer fiir o? ist.

Beweis: (i) Aufgrund des vorstehenden Satzes wissen wir, dass A(AT A) TATX
das Element bester Approximation an X ist. Diesen Vektor kann man aber als
A# schreiben.

(ii) Die Linearitét ist klar, fiir den Beweis der Erwartungstreue nutzen wir die
Linearitidt des Erwartungswertes aus:

E() = E((ATA)_lATX)
- E((ATA)IAT(Aeraf))

_ <(ATA)1AT(A7)>+JE((ATA)1AT(§))
— y+o((ATA)TTATE()

Es wurde nur gebraucht, dass der Erwartungswert von £ (komponentenweise)
gleich Null ist.

(iii) Sei D = (d;,;) eine s x n-Matrix. Die i-te bzw. k-te Komponente des Zu-
fallsvektors D¢ sind dann durch j di;& baw. Y, dii& gegeben. Damit ist der
Eintrag an der Stelle (4, k) der Kovarianzmatrix der Erwartungswert von

Z di;&idiiés,

gl

also gleich
Z dijd;;
J

hier wurde ausgenutzt, dass die Komponenten von & unkorrelliert und identisch
verteilt sind. Diese Zahl ist aber der Eintrag bei (i,k) in DDT.
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Hier ist das fiir D = (ATA)AAT anzuwenden; dabei wird es gleich wichtig
werden, dass AT A und folglich auch (AT A)~! eine symmetrische Matrix ist:

o2DDT o2 (ATA)TAT((ATA)1AT) !
— (ATA)ATA(ATA YT
= o}ATA)TATAATA)!
= UQ(ATA)A.

(iv) Wieder beginnen wir mit einer allgemeinen Uberlegung. Es ist eine s x n-
Matrix D gegeben, diesmal sind wir am Erwartungswert von || DE||? interessiert:

IDgl* = (D¢, Dg)
= (6, D'Dg).

Aus den Bedingungen an £ folgt nun sofort, dass fiir quadratische Matrizen C'
der Erwartungswert von (£, C¢) gleich dem o?-fachen der Spur von C ist.
Bei uns ist D = (AT A)71AT, es ist also die Spur von

DTD = ((ATA)~AT) (ATA)~1 AT

von Interesse. Das sieht recht kompliziert aus, auch wenn man diesen Ausdruck
unter Ausnutzung der Selbstadjungiertheit von (AT A)~! zu

A(ATA)T1(ATA)LAT
umformt. Jetzt hilft ein Ergebnis iiber Spuren weiter:

Ist C eine n x s-Matrix und D eine s x n-Matrix, so sind die Spuren
von C'D und DC gleich®.

Wir wenden es mit C = A und D = (ATA)"1(ATA)71AT an. Die gesuchte
Spur ist also gleich der Spur von (AT A)~!. Das beweist die Behauptung, wenn
man noch den Faktor o2 beriicksichtigt.

(v) Dieser Beweis wird vorldufig vertagt. Wir werden das Ergebnis spéter als
Korollar zu einer Aussage iiber das Schitzen von Funktionen erhalten (s.u.,
Korollar 4.1.6; vgl. auch Satz 4.2.7 (iii)).

(vi) Die Beweisstrategie besteht darin, die Aussage auf den Fall zuriickzufiihren,
dass der s-dimensionale Unterraum U von den ersten s Einheitsvektoren aufge-
spannt wird.

Wir beginnen damit, dass wir eine Orthonormalbasis uq,...,u, im R" so
bestimmen, dass die u,...,us den Raum U aufspannen. Wir fassen die uy, als
Spalten einer Matrix O = (O;;) auf, O ist dann eine orthogonale Matrix. Mit

W= {(z1,...,20,...,0) | z1,...,2s € R}

5)Das kann man leicht nachrechnen: Beide Spuren sind gleich 3,_, j=1,...,s Cijdi-
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ist W ein s-dimensionaler Unterraum des R™, und =z — Oz vermittelt eine
Bijektion auf R™, die W auf U abbildet. Die orthogonale Projektion von R"™
auf W wird durch diejenige Diagonalmatrix D, beschrieben, die an den ersten
s Diagonaleintragen den Wert 1 und sonst lauter Nullen hat.

Wir betrachten nun die Matrix D’ := OD,O". Sie ist zu D, konjugiert und
damit ebenfalls eine orthogonale Projektion. Ihr Bildraum ist U, und deswegen
muss D’ = II4 gelten: Die sich daraus ergebende Beziehung O "II,O = D, wird
gleich wichtig werden.

Sei nun 7 := OT¢ und

Nk = Z Ojk&;
J

die k-te Komponente von 7. (Beachte: 7, ist eine Zufallsvariable, n ein Zufalls-
vektor.)
Nun ist die Lénge eines Vektors = gleich der Lénge von Oz, denn

102]|* = (Oz, 0x) = (0T Ow,x) = (,x) = |l=|*.

Wir wollen das auf V* anwenden, dazu miissen wir fiir X = Avy+ o€ den Vektor
X — Py X betrachten. Nach Definition ist

PuX = A(ATA) AT (A +0¢)
— Ay+0A(ATA)TATE

= A’-Y + UHAgv
dh. X — PyX = o(€ — I148).
Insbesondere ist also
(n—s)V* = ||X-PyX|?
= o?)l¢ —Tag)?

= o*oT (¢ -]’
= o®|ln— 0 Mag||”
= 0%|ln— Dl
= o En: -

k=s+1

Daraus folgt: Der Erwartungswert von (n — s)V* ist gleich 0® Y/ '_ | E(n}).
Es ist aber
m= Y 00,
1<i,j<n
aus Linearitétsgriinden (und weil O orthonormal ist und weil £ unabhéingige
und normalisierte Komponenten hat) ist der Erwartungswert also 1. Es folgt

E((n-s)V*) =(n—s)o?,
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und das ist gerade die Behauptung. O

Als erstes sehr einfaches Beispiel sollen zur Illustration zwei Situationen vergli-
chen werden:

a) Wir betrachten das Modell X1 = 71 + 0&1, X2 = 0&,. Hier ist die Designma-
trix A = (10)", und es folgt, dass X — X; ein optimaler Schitzer fiir v = (7;)
ist; die Varianz ist o2. Unsere erwartungstreue Schitzung fiir o2 ist X3.

b) Diesmal untersuchen wir das Modell X1 = v; +0&;, Xo = 71 +0&o, es ist also
A= (11)". Der beste Schiitzer ist T = (X; + X3)/2, die Varianz ist nur noch
02/2. Und o2 wird durch (X; —7)? + (X2 — 7)? (also die Stichprobenvarianz)
geschétzt.

Man beachte, dass wir im zweiten Fall 7; besser schitzen konnten; beim
ersten Beispiel wurde Information iiber v; quasi verschenkt, weil diese Zahl in
der zweiten Gelichung nicht vorkam.

Durch die eben bewiesenen Ergebnisse haben wir einen Schétzer fiir v mit
gewissen Optimalitédtseigenschaften erhalten. Es gibt aber auch viele Situatio-
nen, bei denen gar nicht alle Komponenten von + interessant sind, sondern nur
eine gewisse, sich daraus ergebende Zahl:

e Es konnte zum Beispiel sein, dass man nur Informationen iiber 3 haben
mochte.

e Falls in einer Anwendung die 7; als EinflussgroBen oder Ertrége inter-
pretiert werden kénnen, kann die Differenz von — zum Beispiel — v; und
2 eine Rolle spielen: Je nachdem, ob sie > 0, = 0 oder < 0 ist, hat 1,
starkeren, gleichen oder schwécheren Einflufl im Vergleich zu .

Unsere Theorie wird auf lineare Funktionen von v anwendbar sein. Gegeben
ist also eine lineare Abbildung I' : R® — R, und das Problem besteht darin,
aufgrund der Messung méglichst gute Schitzungen fiir I'(vy) zu finden. Bevor
es weiter geht, sollte man sich daran erinnern, dass lineare Abbildungen durch
das Skalarprodukt dargestellt werden kénnen. Zu I' gibt es also ein eindeutig
bestimmtes z € R®, so dass I'y = (z,7) fiir alle v gilt.

Satz 4.1.5. (Satz von Gauf-Markov, Designmatriz mit vollem Rang, Teil 2)
Es sei I' wie vorstehend.

(i) Tr : X — (2z,7) ist ein erwartungstrever linearer Schdtzer fir T'(vy).

(ii) Die Varianz von Tr ist 02||a||?, wobei a = A(ATA)_lz.
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(iii) Ist S : R™ — R ein weiterer linearer und erwartungstreuer Schitzer® fiir
I'~, so hat S eine nicht kleinere Varianz als Tr. Der Schitzer Tt ist auch
der einzige Schdtzer, bei dem die kleinste Varianz realisiert wird.

Beweis: (i) Da X — 4 linear ist, ist die Linearitét von Tt klar. Der Erwartungs-
wert von TT ergibt sich aus Linearitéitsgriinden zu (z, E(%)), und diese Zahl ist
wegen Teil (ii) gleich (z,v). Tr schétzt also I'(y) erwartungstreu.

(i), (iii) Sei S wie in (iii) gegeben. Zunichst wihlen wir ein b € R™ mit S(X) =
(b, X) fiir alle x. Nach Voraussetzung ist S erwartungstreu, es gilt also

E(S) = E((b, Ay + 0¢))) = (b, Ay + 0 E(€)) = (b, Av)
T
fiir alle . Auflerdem ist, mit a := <(ATA)1AT> z, stets

(2,4) = Tr(X) = (2, (ATA) ' ATX) = (a, X);

dabei kénnen wir die Formel fiir @ noch zu a = A(ATA)flz vereinfachen, da
AT A symmetrisch ist”).
Es folgt

E(Tr(X)) = E((a, Ay + 0§)) = (a, Av)

fiir alle . Zusammen mit der Gleichung fiir den Erwartungswert von S heift

das, dass b — a senkrecht auf dem Bild von A — insbesondere senkrecht auf a —
steht, und das impliziert

2 2 2 2

[bl]" = lla+ (b—a)|” = llal” + Ib— al".

Es folgt also ||b]| > ||la||, und Gleichheit gilt nur im Fall a = b.

Nun wollen wir die Varianz ausrechnen, zunichst die von 71 (X). Der Er-
wartungswert von T1(X) ist (a, Av), d.h.

Var(Tp(X)) = E((Tr(X))?) - (B(Tp(X)))?
= BE({a,A) +0(a,€))" = ((a, A7)’
= 0%E((a,€))?
— UQE(<CLT£)2)
o2E((a€)(¢  a))
= o*|al*

dabei haben wir ausgenutzt, dass E(£€T) nach Voraussetzung die Einheitsma-
trix ist®).

6)Gemeint ist dabei: Wird X gemessen, so soll S(X) der Schitzer von T'(y) sein.
7)Dann nimlich ist auch (AT A)~! symmetrisch.
8)Fiir der Identitit a' & = £ a war nur die Symmetrie des Skalarprodukts wichtig.
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Analog zeigt man, dass die Varianz von SX gleich o2||b||? ist.
Zusammen mit der Rechnung des vorigen Abschnitts folgt, dass 1T die bes-
sere Varianz hat und dass Gleichheit nur im Fall S = Tt gilt. O

Als Korollar beweisen wir noch, dass unser oben eingefiihrter Schétzer 4 fiir
~v dadurch ausgezeichnet ist, dass bei ihm die kleinste Varianz realisiert wird:
Korollar 4.1.6. Fir jeden erwartungstreuen Schitzer S von v ist die Varianz

nicht kleiner als Spur(ATA)fl, der Varianz des Schitzers 4. Nur bei diesem
Schitzer wird das Minimum angenommen.

Beweis: Sei i € {1,...,s} und e; € R?® der i-te Einheitsvektor. Die Abbildung
I’ = (e;, -) bildet ~ auf die i-te Komponente von 7 ab. Die beste erwartungstreue
Schitzung dafiir ist aufgrund des vorigen Satzes (e;,4), sie hat — mit a :=

A(ATA)flei die Varianz
o?lla|® = o*(a,aq)
— (e, (A(ATA)THTA(ATA)”
= e, (ATA) ey,

1
€;)

das ist das i-te Element auf der Diagonalen von (ATA)_l. Insbesondere ist die
Varianz von (e;, S-) (das ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir -;) nicht kleiner
als diese Zahl.

Bildet man die Summe iiber alle i, so ergibt sich, dass die Spur von (AT A)~!
eine untere Schranke der Varianz von S ist, und es folgt auch, dass das Minimum

nur bei S = A(ATA)_1 angenommen wird. t

Bemerkung: Wir betrachten noch einmal Beispiel 1 vom Beginn dieses Ab-
schnitts, diesmal in einer allgemeineren Fassung. X sei eine Zufallsvariable mit
Erwartungswert p und Streuung o. Definiert man £ := (X — p)/o, so ist das
eine normalisierte ,,Storung”, Wir schreiben X = p + & und haben damit X
als lineares Modell interpretiert.

Wie schon bemerkt, ist hier A = (1,...,1)". Man mache sich klar, dass der
Satz von GauB-Markov dann besagt, dass X eine erwartungstreue Schiitzung
fiir 4 und dass die Stichprobenvarianz eine erwartungstreue Schitzung fiir o2
ist. Kurz: Man erhélt noch einmal Satz 2.2.3.

Zur Illustration soll noch ein numerisches Beispiel ausfithrlich dargestellt wer-
den. Es geht um ein lineares Problem fiir den Fall s = 2 und n = 6: Es werden
6 Groflen gemessen, die sich aus den Unbekannten v; und v linear ergeben.

Hier ist die Designmatrix A:

4.68 —3.23
-3.72 —-3.60
—-2.66 3.59
449 -—-141
—-2.30 2.76

—1.54 —4.24
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Nun werden ein v = (71,72) " und ein o stochastisch erzeugt (aber vorerst nicht
angezeigt). Mit diesen Werten generiert der Computer 8 Mal Ay + o€ (€ ist eine
geeignet normierte Gleichverteilung). Hier das Ergebnis (die 8 X-Werte stehen
in den Spalten):

0.63 3.20 4.507 1.38 1.71 2.14 2.61 4.55
—18.79 —-18.65 —20.75 —18.34 —19.53 —21.33 —18.49 —20.23
3.01 1.50 2.50 1.59 0.84 1.81 4.05 2.56
6.38 6.31 5.96 10.42 9.25 9.07 7.27 9.52
1.61 2.33 4.68 —0.14 2.32 4.18 1.60 —-0.34
—-19.25 —-18.25 -16.17 —15.58 —19.11 -17.02 -16.03 —17.44

Damit sollen nun v und o geschiitzt werden, dafiir ist (AT A)~'AT auszu-
rechnen, das ist der optimale Schétzer:

0.058 —0.071 -0.025 0.062 —0.023 —0.041
—-0.035 -0.076 0.049 —-0.005 0.037 —=0.077 /°

Jede einzelne X-Messung fiihrt zu einer Schétzung fiir v. Hier die Ergebnisse:

244 256 259 2.63 239 2.76 243 2.70
< 3.06 2.84 293 256 324 3.05 2.77 2.81 ) '

(Zum Beispiel gibt die erste X-Messung Anlass zu der Schiitzung 4 = (2.44,3.06) 7).

Da wir mehrere Schétzungen zur Verfiigung haben, kénnen wir den Mittelwert

bilden. So erhalten wir den Vektor (2.57,2.91) ", das ist unsere favorisiertes -

Schéatzung. Nachtraglich kann der wirkliche Wert verraten werden. Der Compu-

ter hatte v = (2.674,2.975) T erzeugt, das Ergebnis ist also gar nicht so schlecht.

Nun zu o. Wir benétigen die Projektionen der X-Werte auf den Bildraum
von A. Man erhilt sie, wenn man die Matrix A(ATA)"1AT auf X anwendet.
Die Ergebisse stehen als Spalten in der folgenden Matrix:

1.52 2.80 2.68 4.04 0.72 3.05 2.44 3.57
—-20.14 -19.79 -20.2 -—19.06 -20.64 -—21.31 -—19.08 —20.21
4.53 3.41 3.63 2.21 5.30 3.64 3.49 291
6.63 7.48 7.53 8.20 6.18 8.09 7.03 8.17
2.83 1.94 2.10 1.01 3.43 2.07 2.03 1.52
—-16.76 —-16.00 —-16.45 —14.94 -—-17.46 -—-17.22 —15.52 —16.09

Es ist dann jeweils der quadrierte Abstand zu den X-Vektoren auszurechnen,
und das Ergebnis ist durch n — s, also in unserem Fall durch 4 zu teilen. Wir
erhalten die Zahlen

(3.20 291 349 3.67 1.82 241 0.30 3.36).

Ihr Mittelwert ist 2.65, das ist unsere Schitzung fiir das wirkliche o2. Das war
gleich 2.52, der wahre Wert wurde also bei dieser Simulation {iberschétzt.
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Epilog

Das Thema wird in zwei Richtungen fortgesetzt werden. Erstens wiirde man
es ja gerne genauer wissen: Man hat zwar nun bewiesen, dass man ~ durch %
erwartungstreu schitzen kann, doch wie weit liegt denn « von 4 entfernt? Zum
Beispiel wére das interessant, wenn man nach einer Messung eine Hypothese
der Form = = ablehnen oder nicht ablehnen soll oder einen Konfidenzbereich
fiir 79 im R® zu einem vorgegebenen Niveau konstruieren mochte.

Dazu lésst sich in dieser Allgemeinheit nicht viel sagen, denn die jeweilige
Antwort hangt von der Verteilung der Storgroflen &; ab. Theoretisch ist es kein
Problem, fiir jeden Einzelfall die gesuchten Verteilungen (wenigstens approxima-
tiv, evtl. auch durch Simulation) zu bestimmen, das ist aber recht schwerfillig.
Deswegen wird das hier angeschnittene Problem quasi in der gesamten Literatur
nur fiir den Spezialfall untersucht, dass die &; normalverteilt sind. So werden wir
es hier auch machen, die wichtigsten Ergebnisse finden sich in Abschnitt 4.3.

Und zweitens soll auf eine Fragestellung hingewiesen werden, die man jetzt
schon formulieren kann, die aber ebenfalls nach Abschnitt 4.3 vertagt wird, weil
erst dann quantitative Verfahren eingesetzt werden kénnen.

Es sei ein echter Unterraum H des R* vorgegeben. Lésst sich aus
der X-Messung etwas Sinnvolles zu der Vermutung sagen, ob v € H
gilt?

Das hort sich recht trocken an, die Frage umfasst aber eine Reihe wichtiger
Spezialfille:

e Interessiert man sich dafiir, ob vielleicht ; = 0 ist (und folglich wegge-
lassen werden konnte), so sollte man den Unterraum H = {y | 1 = 0}
betrachten.

e Sind vielleicht alle ; gleich? Dann ist sicher der Unterraum

H={(z,...,x) |z e R} C R’
von Interesse.

Auch das klingt noch nicht wirklich spannend, beriihrt aber oft &ulerst wichtige
Fragen (Gibt es Nebenwirkungen bei einem bestimmten Medikament? Haben
zwel zu testende Kopfschmerzmittel die gleiche Wirkung?)

Mal angenommen, es gilt v € H, also Ay € AH := H. In diesem Fall wird
doch die beste Approximation von X an ein Element von U, also das Element
A4, ,nahe an“ H liegen. Umgekehrt: Wenn A5 ,weit weg“ von H liegt, dann
ist die Hypothese v € H sicher zu verwerfen.

Auch fiir diesen Fall gilt sinngeméif das, was vor wenigen Zeilen gesagt wur-
de: Praktisch (und in geringem Mafl auch theoretisch) wird das auch im Fall
beliebiger Verteilungen der &; quantitativ zu behandeln sein, die Lehrbiicher
(und wir) konzentrieren uns aber auf den Fall normalverteilter Stérungen.
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4.2 Das lineare Modell 2
(beliebiger Rang der Designmatrix)

Bisher hatten wir immer vorausgesetzt, dass A vollen Rang hat. Manchmal ist
das nicht erfillt:

Zu testen seien zwei Diingemittel, es soll festgestellt werden, welches
von beiden den Ertrag stédrker steigert. Bezeichnet man als v; den
,Normalertrag® und mit 5 bzw. 3 die durch die Diingemittel her-
vorgerufenen Effekte, so misst man doch 1 + 72 und 1 +v3 (jeweils
plus zufillige Storung, und jeweils im Idealfall auf vielen Feldern).
Es ist s = 3, und die zugehorige Designmatrix hat in der ersten
Spalte Einsen und in den Spalten zwei und drei eine Eins und eine
Null oder umgekehrt. Die erste Spalte ist also die Summe der letzten
beiden, und deswegen ist der Rang gleich Zwei.

4.2.1 Vorbereitungen zur Linearen Algebra

Bevor wir die Theorie aus dem vorigen Abschnitt auf die allgemeinere Situati-

on iibertragen, gibt es einige Voriiberlegungen zu Problemen aus der Linearen
Algebra.

Erster Exkurs zur Linearen Algebra: Lésungen von Gleichungssystemen

Es sei A eine beliebige n x s-Matrix und v € R®. Welche Informationen iiber
~ lassen sich aus A~y gewinnen? Bisher war es so, dass 7 — A7 eine injektive
Abbildung war, da konnte man v aus Ay zuriickgewinnen. Wir formulieren das
Problem so:

Es sei I' : R®* — R eine lineare Abbildung. Lésst sich dann I'y aus
A~ ermitteln?

Hat A vollen Rang, so geht das fiir alle I', im Extremfall, wenn A die Nullmatrix
ist, geht es nur fiir I' = 0. Wie sieht es aber fiir beliebige A aus?

Als konkretes Beispiel zum Kennenlernen betrachten wir das System

Y1+ Y2
Mmtr = 4

Die drei Unbekannten =1, ¥z, v3 sind durch diese zwei Gleichungen nicht ein-
deutig bestimmt, aber man kann zum Beispiel sagen, dass v3 — v2 = 3 sein
muss. Anders ausgedriickt: Im Fall der durch I'y := 73 — 5 definierten linearen
Abbildung ist I'y aus A~ rekonstruierbar.

Nach dem Studium #hnlicher und komplizierter Beispiele kommt man zu
dem Ergebnis, dass es wohl genau fiir diejenigen Abbildungen I" = (w, -) geht,
bei denen das w' als Linearkombination der Zeilen von A entsteht. Wirklich
gilt:
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Satz 4.2.1. FEine lineare Abbildung I' : R® — R sei mit einem geeignet gewdhl-
ten w € R® als v — (w,y) geschrieben. Dann sind dquivalent:

(i) Ty kann aus Ay rekonstruiert werden.

(ii) w' ist Linearkombination der Zeilen von A, d.h. w liegt im Bild der Ab-
bildung AT : R™ — R®.

Beweis: Es ist klar, dass (ii) aus (i) folgt. Nun sei umgekehrt ein I' = (w, )
gegeben, fiir das man I'y stets aus A ermitteln kann. Insbesondere heifit das,
dass aus Ay = 0 stets I'y = 0 folgen muss. (Wére das némlich nicht der Fall,
gibe es also ein v mit Ay = 0 und T'y # 0, so wiren auch alle A(A\y) = 0 fiir
A € R. Die I'(\y) durchlaufen aber verschiedene Werte.)

Anders ausgedriickt heifit das: Bezeichnet man fiir i = 1,...,n mit
W;:R°* >R

die lineare Abbildung, die einem ~ das innere Produkt von « mit der i-ten Zeile
von A zuordnet, so gilt:

Der Schnitt der Kerne der W; ist im Kern von I' enthalten.

Das aber impliziert nach dem Kernlemma der Linearen Algebra (Einzelheiten
folgen gleich), dass I" eine Linearkombination der W; ist, und das ist eine Um-
formulierung der Behauptung.

Als Ergénzung erldutern und beweisen wir noch das

Kernlemma: Es sei V' ein R-Vektorraum, und

f,gl,...,gn:V—>R

seien lineare Abbildungen. Dann ist f genau dann Linearkombi-
nation der g;, wenn der Schnitt der Kerne der g; im Kern von f
enthalten ist.

Eine Richtung ist trivial. Sei umgekehrt die Kernbedingung erfiillt. Wir bilden V' durch

x> (91(2), ..., gn(z))
in den R™ ab. Auf dem Bildraum definieren wir eine Abbildung A nach R durch die Vorschrift

(91(2), -, gn(@)) = f(2).

Das Bemerkenswerte: Wegen der Kernbedingung ist das eine wohldefinierte Abbildung. Dann
muss man nur noch folgende Tatsachen kombinieren:

e h ist linear (trivial).

e h kann linear auf den R™ fortgesetzt werden (das ldsst sich das leicht zeigen, zum
Beispiel unter Verwendung des Basisergéinzungssatzes).

e Jede lineare Abbildung vom R™ nach R kann als (a,-) mit einem geeigneten a € R™
geschrieben werden.
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Es ist dann klar, dass f = a191 + -+ + ang ist. O

Es ist nicht schwer, das fiir vektorwertige Funktionen zu verallgemeinern.
A :R® — R" soll wie bisher vorgegeben sein. Auflerdem sei C eine r x s-Matrix,
die wir wie iiblich mit einer Abbildung vom R? in den R" identifizieren. Unter
welchen Umsténden lidsst sich Cy aus A~y ermitteln? Sicher genau dann, wenn
alle Komponenten bestimmt werden kénnen, und so ergibt sich

Satz 4.2.2. Es sei C wie vorstehend. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) Cv kann bei bekanntem A~y bestimmt werden.
(i) Es gibt eine r x n-Matriz D, so dass C = DA.

’ Zweiter Exkurs zur Linearen Algebra: Pseudoinverse

Mit Pseudoinversen®) kann man nicht-invertierbare Matrizen ,;s0 gut wie mog-
lich“ invertieren. Das wird beim Studium von Designmatrizen mit nicht vollem
Rang wichtig werden.

Die Problemstellung

Es sei A eine m x n-Matrix, wir identifizieren sie mit einer Abbildung von
R™ nach R™. Was lasst sich iiber die Losbarkeit der Gleichung

Ax =10

sagen (b bekannt, x gesucht)? Im Idealfall ist sie stets eindeutig 16sbar. Dann ist
die zu A gehérige Abbildung bijektiv und es existiert die inverse Matrix/Abbildung
A~!. (Das kann — wie bekannt — nur dann gehen, wenn n = m gilt.)

Wie kann man aber ,,das Beste aus der Situation* machen, wenn A nicht bijektiv
ist?

Angenommen, A ist surjektiv, aber nicht injektiv. Dann gibt es zu b unendlich
viele Losungen x. Genauer: Ist ¢ irgendeine Losung und £ ein Element im Kern
von A, so ist auch zg + k eine Losung, und alle Losungen entstehen so. Anders
ausgedriickt: Die Menge der Losungen bildet einen affinen Unterraum.

Algebraisch sind alle diese Losungen gleichberechtigt. Um aber doch ein ein-
deutig bestimmtes Element auszuzeichnen, kénnte man dasjenige mit minimaler
Norm nehmen; dazu muss der R™ natiirlich als euklidischer Raum aufgefasst
werden. Dieses Element minimaler Norm ist dadurch ausgezeichnet, dass es
senkrecht auf dem Kern von A steht.

Angenommen, A ist injektiv, aber nicht surjektiv. In diesem Fall wird es fiir
gewisse b gar keine Losung geben. Das Beste, was man tun kann, ist dann die

9)Namen und Bezeichnungsweise sind in der Literatur nicht einheitlich. Man findet auch
den Begriff ,,verallgemeinerte Inverse“, und fiir die Pseudoinverse einer Matrix A gibt es als
Bezeichnung neben AT (wie hier) auch A’ und andere Abkiirzungen.



4.2. DAS LINEARE MODELL 2 95

Gleichung Az = b ,,;s0 gut wie moglich® zu l6sen. Wenn also ,,=b*“ nicht erreicht
werden kann, so sollte doch wenigstens der Abstand zwischen Ax und b so klein
wie moglich sein. Da A(R™) ein abgeschlossener Unterraum des R™ ist, gibt es
so ein Element Ax mit kleinstmoglichem Abstand. Dieses x ist sicher der beste
Kandidat fiir die Losung.

Im allgemeinen Fall, wenn also A weder injektiv noch surjektiv ist, kann
man beide Ideen kombinieren:

Unter der Pseudolosung der Gleichung Ax = b verstehen wir dasje-
nige xg € R", das zwei Bedingungen erfiillt: Erstens hat Az mini-
malen Abstand zu b unter allen Az, und zweitens hat o minimale
Norm unter allen x mit Az = Axg.

Diejenige Abbildung, die einem b die Pseudolésung zuordnet, heifit
die Pseudoinverse zu A. Wir werden sie mit A" bezeichnen.

Offensichtlich stimmt die Pseudoinverse mit der ,richtigen* Inversen iiberein,
wenn A bijektiv ist. Welche Eigenschaften hat sie aber im allgemeinen Fall, und
wie kann man sie berechnen?

FEigenschaften

Projektionen auf Unterrdume werden bei den folgenden Beweisen eine wich-
tige Rolle spielen. Fiir einen Unterraum M eines endlichdimensionalen eukli-
dischen Raumes H bezeichen wir wie in Abschnitt 4.1 mit Py, : H — H die
orthogonale Projektion auf M.

Als Erstes zerlegen wir den R™ in den Kern ker A von A und das orthogonale
Komplement (ker A)*; der R™ ist die orthogonale Summe aus diesen beiden
Unterriumen. Es ist leicht zu sehen, dass die Einschrinkung von A auf (ker A)~+
eine (natiirlich lineare) Bijektion auf das Bild R(A) von A ist'?). Folglich kénnen
wir sie invertieren, diese (wieder lineare) Abbildung soll fiir die néichsten Zeilen
B genannt werden. Erinnert man sich noch an die Konstruktion von A%+, so
wissen wir jetzt, dass

A+ =Bo PR(A)7

und damit ist der erste Teil des néchsten Satzes, in dem wir einige Eigenschaften
von AT zusammenstellen, bereits gezeigt.:

Satz 4.2.3.
(i) AT ist eine lineare Abbildung.
(’LZ) flO‘A+ = PR(A)'

(iii) (AT = A.

10) R(A) steht fiir ,range von A“.
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(iv) Es sei B :R™ — R™ linear, und die folgenden beiden Figenschaften seien
erfiillt: Erstens ist Ao B = Pr(a), und zweitens gilt PraTyoB = B. Dann
ist B= AT,

(AT bezeichnet die Transponierte von A, sie kann mit einer Abbildung von
R™ nach R™ identifiziert werden.)

(v) At =AT o (Ao AT)F,

Beweis: (i) ist schon gezeigt, und (ii) ergibt sich so: Ist b € R™ beliebig, so ist
doch Ppg(a)b dasjenige Element y in R(A), das b bestmdglich approximiert; nach
Definition von A* ist aber auch A(A™ (b)) = y, und das beweist die Behauptung.

(iii) Wir analysieren zunichst den Operator A™. Ein y liegt im Kern genau dann,

wenn 0 € R(A) das Element bester Aproximation ist, wenn also y € (R(A))L

gilt. Folglich ist der Orthogonalraum des Kerns der Bi-Orthogonalraum von
R(A), also gleich R(A).

Um fiir ein € R™ das Element AT+ 2 zu finden, muss man also ein y € R(A)
so wiihlen, dass ATy moglichst nahe bei x liegt. Beachte dabei, dass R(AT) =
(ker A)* gilt.

Sei nun = € R™, zuniéichst nehmen wir = € ker A an. Das néchste Element in
(ker A)* ist dann 0, und das bedeutet — da A von R(A) nach (ker A)* bijektiv
wie A1 abbildet —, dass (AT)T2 = 0. Und natiirlich ist auch Az = 0.

Ist © € (ker A)*, so darf man 2 durch sich selbst optimal approximieren,
und es ist (AT)T2z = Az. Das bedeutet, dass A und (A™)" auf zwei Unterrdum-
en iibereinstimmen, die den R™ erzeugen. Da beides lineare Abbildungen sind,
miissen sie {iberall gleich sein.

(iv) Fiir den Beweis miissen wir uns vorbereitend mit AT beschiftigen. Das ist
doch diejenige Abbildung von R™ nach R", fiir die fiir alle z € R™, y € R™ die
Gleichung

(Az,y) = (z,A"y)

gilt. Das hat sofort zur Folge, dass
R(AT) = (ker A)*,

man muss nur beachten, dass x = 0 der einzige Vektor ist, der auf allen Vektoren
senkrecht steht.

Die Strategie ist dhnlich wie im vorigen Beweisteil: Wir zeigen die Gleichheit
von AT und B bei den y € R(A)* und den y € R(A).

Sei zunéichst y € (R(A))*. Dann ist Ppay = 0, und die erste der voraus-
gesetzten Gleichungen liefert By € ker A, Die zweite Gleichung sagt aber, dass
By in R(AT) = (ker A)* liegt. Also muss By = 0 gelten. Andererseits ist nach
Definition von AT auch A*y = 0, in diesem Fall sind wir also schon fertig.

Und nun sei y € R(A). Dann ist (wegen der ersten Gleichung) ABy =
y. Nach Definition von AT ist ATy derjenige eindeutig bestimmte Vektor x
in (ker A)*, fiir den Az = y gilt. Um also ATy = By zu zeigen, reicht es
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nachzupriifen, dass By die Eigenschaften dieses z hat. Die zweite Gleichung
liefert (wieder wegen R(AT) = (ker A)1), dass By in (ker A)* liegt. Und dass
A(By) =y ist, wurde schon bemerkt.

(v) Auch hierfiir brauchen wir eine Vorbereitung: Wir behaupten, dass R(A) =
R(AAT) gilt. ,D¢ gilt offensichtlich, es bleibt ,C“ zu zeigen. Sei also Ax ein
beliebiges Element im Bild, wir kénnen es als Azy mit 2o € (ker A)* schreiben:
Zerlege ndmlich x = z1 + =2 in Elemente aus dem Kern und dem orthogonalen
Komplement. Nun ist aber wegen R(AT) = (ker A)* der Vektor x5 als ATy
schreibbar. Das zeigt Ar = Axy = AATy € R(Ao AT).

Es beginnt der Hauptbeweis. Wir wollen zeigen, dass fiir B := ATo(AoAT)*
die beiden Bedingungen aus (iv) erfiillt sind. Ao B = Pga) gilt wegen (ii)
(angewendet auf die Abbildung AAT) und der Vorbereitung:

AoB = AoATo(AoA")T

Pr(aoaT)

Der zweite Teil ist einfacher einzusehen: Ist M ein Unterraum und gilt x € M,
so ist Pyra = 2. Deswegen gilt, da in B als letztes die Abbildung A" angewendet
WiI‘d, PR(AT)OB:B. O

Fine Berechnungsmdoglichkeit

Wenn A invertierbar ist, lidsst sich AT = A~! natiirlich sehr leicht mit den
itblichen Verfahren bestimmen. Durch den vorigen Satz ist es moglich, alles auf
den Fall von Diagonalmatrizen zuriickzufiihren:

Schritt 1: Es sei A eine quadratische Diagnalmatrix, die Eintrige auf der
Diagonale seien Aq,..., A, 0,...,0 mit von Null verschiedenen ). Es ist dann
leicht zu sehen, dass AT die Diagonalmatrix mit den Diagonaleintriigen

/A1, ..., 1/M\,0,...,0

sein muss.

Bezeichne mit B diese Diagonalmatrix. Beachtet man, dass A = AT gilt und
dass R(A) der Raum

{(Ilw'kavovn'vo)|I17'~'7xk GR}

ist, so ist offensichtlich, dass die beiden Bedingungen aus Teil (iv) des vorigen

Satzes erfiillt sind.

Schritt 2: Ist A quadratisch und symmetrisch, so gibt es nach dem Satz von
der Hauptachsentransformation eine orthogonale Matrix O, fiir die C' := OAO~!
eine Diagonalmatrix ist. C* kann nach dem ersten Schritt ausgerechnet werden,
und es ist AT = O~1CtO.

Das kann wieder leicht mit Teil (iv) des Satzes nachgepriift werden. Man muss

nur vorbereitend zeigen, dass Pr(cy = OPp(4)O~" gilt.
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Schritt 3: Ist nun A ganz beliebig, so kénnen wir A* mit Teil (v) des Satzes
ausrechnen. Danach ist AT = AT o(A0AT)* und kann (Ao AT)* nach Schritt
2 bestimmt werden, denn Ao AT ist eine quadratische symmetrische Matrix.

4.2.2 Schitzbare Aspekte

Wieder geht es um das lineare Modell
X = Ay +0o¢,

diesmal wird aber nicht vorausgesetzt, dass A vollen Rang hat. Dann besteht
natiirlich keine Hoffnung, aus einer Stichprobe X Informationen iiber die Kom-
ponenten von v zu erhalten, denn unsere Messung unterscheidet nicht zwischen
~v und 7 + 7 fiir beliebige 7 im Kern von A.

Deswegen muss man mit weniger zufrieden sein. Man betrachtet r x s-
Matrizen C' und hofft, Informationen iiber Cy aus X zu gewinnen. C~ heifit
manchmal ein Aspekt von ~.

Definition 4.2.4. Gegeben sei eine r X n-Matriz S. Wir interpretieren sie als
Schitzer fiir Cvy: Der Vektor SX ist unsere Schdtzung fiir Cy.

S heifit ein erwartungstreuer Schéitzer fir C, wenn fir alle v der Erwar-
tungswert von SX gleich Cy ist'V):

E(SX) = Ch.

Man sagt dann auch, dass C' schitzbar ist.

Gibt es so etwas? Aufgrund unserer Charakterisierung identifizierbarer Aspek-
te lasst sich schnell ein Kriterium finden:

Satz 4.2.5. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Es gibt einen linearen erwartungstreuen Schitzer S fir C.
(ii) Es gibt eine r x n-Matriz D, so dass C = DA gilt.
(i1i) Cv kann aus A~y ermittelt werden.
(iv) C =CATA.
Beweis: Der Erwartungswert von SX ist doch gleich

E(SX) E(S(Ay + 0¢))

SAy+ oSE(E)
= SAn.

1) Manchmal liest man yerwartungstreuer Schitzer fiir Cy“, doch das ist missverstdndlich,
da man die Forderung auf ein spezielle v beziehen konnte.
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Das ist genau dann stets gleich Cvy, wenn C' = S A gilt, und damit ist gezeigt,
dass (ii) aus (i) folgt. Die Umkehrung gilt wegen der gleichen Rechnung trivia-
lerweise, und die Aquivalenz von (ii) und (iii) wurde in Satz 4.2.2 bewiesen.
Klar ist auch, dass (ii) eine Folgerung aus (iv) ist. Sei schliefllich (ii) vor-
ausgesetzt. Wir zeigen, dass die Gleichung Cy = CA' Ay auf den Unterriumen
ker A und (ker A)* gilt, aus Linearititsgriinden gilt sie dann auf dem ganzen R®.
Fiir v € ker A sind beide Seiten 0, hier wird (ii) ausgenutzt. Und auf (ker A)*
ist v = A* Ay nach Konstruktion von AT, d.h. es gilt Cy = CAT A~. O

Wir nehmen einmal an, dass zu C' ein linearer erwartungstreuer Schétzer
existiert. In der Regel wird es dann viele solche Schétzer geben. Als Vorbereitung
zum Hauptsatz dieses Abschnitts (Satz 4.2.7) zeigen wir schon hier, dass der
Schitzer C A eine gewisse Optimierungsaufgabe 16st'2).

Lemma 4.2.6. C sei schatzbar, wir bezeichnen mit M die Menge
{§|C =54}
der C'-Schitzer, und wir definieren ¢ : Mc — R durch
S — SpurS’TS.
Dann gilt:
(i) © nimmt bei S = CA* das Minimum an.
(ii) Fir S € Mc mit S # CAT ist p(S) > p(CAT).

Beweis: Die Beweisstrategie ist dhnlich wie im Beweis von Satz 4.1.4(vi). Wir
nehmen zunéchst an, dass das Bild von A der Raum {(x1,...,250,...,0) | z; €
R} ist'®). Jede lineare Abbildung S : R™ — R” kann dann durch eine Matrix
(D F) beschrieben werden, wobei D eine § x r-Matrix und F eine (n — §) x r-
Matrix ist. Es ist Spur S7S = Spur D" D 4 Spur F'' .

Nun liegt S auf dem Bild von A wegen der Erwartungstreue fest: Es ist
S(Avy) = C~. Folglich ist die Matrix D fiir alle S die gleiche. Eine minimale
Spur fiir ST erhiilt man damit genau dann, wenn die Spur von F'T F' minimal
ist. Dass ist fiir ' = 0 der Fall, in allen anderen Féllen ist sie groBer'®. Nun ist
nur noch zu beachten, dass zu S = CAT die Matrix F' = 0 gehort.

Im allgemeinen Fall muss man von A zu OA iibergehen, wobei O eine or-
thogonale Matrix ist, die das Bild von A in die ersten Koordinaten dreht. Dann

12) Als Problem der Linearen Algebra aufgefasst sieht die Fragestellung recht willkiirlich aus.
Beim Finden optimaler Schitzer wird es aber eine ganz wichtige Rolle spielen.

13)3 ist die Dimension von R(A).

M) Denn FTF ist eine positiv definite Matrix: Nur dann ist die Spur — die Summe der
Eigenwerte — Null, wenn alle Eigenwerte Null sind. Und das tritt bei symmetrischen Matrizen
nur fiir die Nullmatrix ein. Wei man aber, dass F'' F' = 0 ist, so muss auch F = 0 sein, denn

||Fz||? = (Fz, Fz) = (z, F | Fx).
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kann das vorige Ergebnis fiir den Spezialfall angewendet werden, und man muss
ausnutzen, dass fiir eine Matrix S die Matrizen STS und (SO)T SO die gleiche
Spur haben: Das liegt wieder an der Spurgleichung Spur AB = Spur BA und
der Tatsache, dass OT O die Einheitsmatrix ist. O

Bemerkung: Das Lemma hat eine interessante Interpretation in der Sprache
der Funktionalanalysis, wir beschrinken uns hier auf den endlichdimensionalen
Fall.

Sind H; und H, endlichdimensionale euklidische Riéume und B :
H, — Hj eine lineare Abbildung, so versteht man under der Hilbert-
Schmidt-Norm von B die Wurzel aus der Summe der Eigenwerte
von BT B. Unser Lemma besagt dann: Ist H; Unterraum eines eu-
klidischen Raums Hj3, so kann B auf genau eine Weise so auf Hj
fortgesetzt werden, dass sich die Hilbert-Schmidt-Norm nicht ver-
grofert. Diese Fortsetzung ist dadurch gegeben, dass man zunéchst
Hj orthogonal auf Hy projiziert und dann B anwendet.

4.2.3 Designmatrix mit beliebigem Rang: Schitzen der
Parameter

Es folgt das sicher weitestgehende Ergebnis dieses Abschnitts:

Satz 4.2.7. (Satz von Gauf-Markov, allgemeine Designmatriz) Es sei C eine
schdtzbare v x s-Matriz.

(i) X — CATX ist ein linearer erwartungstreuer Schitzer fiir C.
(i) Die Kovarianzmatriz zu dieser vektorwertigen Abbildung ist 0?CAT(AT)TCT.

(iti) Die Varianz des Schitzers, also der Erwartungswert von
[CATX — CvP?,
ist o2 Spur ((AT)TCTCAT).

(iv) Es ist der beste lineare erwartungstreue Schitzer: Ist B eine s x n-Matriz
und X — BX ein erwartungstrever Schitzer fir C, so ist die Varianz
dieses Schitzers gleich o Spur (BT B). Diese Zahl ist nicht kleiner als die
Varianz von CAT, und Gleichheit ist nur im Fall B = CA" zu erwarten.

(v) Sei U das Bild von A, die Dimension dieses Unterraums bezeichnen wir
mit 5. Dann gilt:

I N e 2 g

n—=§ n—=§

V*:

ein erwartungstrever Schitzer fir o2 ist.
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Bemerkung: Es ist zu betonen, dass auch in diesem Fall (beliebiger Rang von
A) die Projektion Py explizit angegeben werden kann: Man muss nur an Satz
4.2.3(ii) erinnern.

Beweis: (i) Wir miissen den Erwartungswert von

CAYX = CAT(Avy+0¢)
= CA'Ay+oCAtE
Cy+oCAtE

bestimmen. Da £ — CAT¢ linear ist und E(£) = 0 gilt, ergibt sich Cy.

(ii) Die Kovarianzmatrix der vektorwertigen Zufallsvariablen oD¢ ist immer
die Matrix 02DDT; das wurde schon im Beweis von Satz 4.1.4(iii) ausgenutzt.
Dieses Ergebnis ist hier fiir D = C AT anzuwenden.

(iii) Fiir beliebige D ist die Varianz der Zufallsvariablen D¢ durch o2Spur DT D
gegeben (vgl. den Beweis von Satz 4.1.4(iv)). Hier ist D = C AT von Interesse,
und so ergibt sich die Behauptung.

(iv) Das ist ein Folgerung aus Lemma 4.2.6. Danach ergibt sich fiir D = CA™
(und auch nur fiir diese Matrix) die kleinsten Spur von DT D unter allen Schitzern
von C.

(v) Dieser Beweis ist wortwortlich wie der von Satz 4.1.4(v). O

4.3 Mehrdimensionale Normalverteilungen

Die Ergebnisse der vorigen Abschnitte lassen besonders iibersichtliche Interpre-
tationen zu, wenn die auftretenden Stérungen normalverteilt sind. Deswegen
sollen zunichst die Untersuchungen iiber die Normalverteilung aus Abschnitt
2.5 fortgesetzt werden.

Definition 4.3.1. Es seien Y1,...,Y, : Q@ = R Zufallsvariable. Sie heifien ge-
meinsam normalverteilt, wenn es unabhdngige N(0,1)-verteilte Zufallsvariable
Wi, ..., Wy, einen Vektor p = (p1,... ,Mn)—r und eine invertierbare Matriz B
so gibt, dass punktweise auf Q0 die Gleichung

(i, Yo) T = BOWL,... . W) T + 1
gilt ).

Beispiele:

1. Die Zufallsvariablen W7 + 5W5, W5 sind sicher gemeinsam normalverteilt.
Man beachte, dass sie nicht unabhéngig sind.

15)In manchen Biichern wird nicht verlangt, dass B invertierbar ist.
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2. Aus bekannten Ergebnissen aus der elementaren Stochastik iiber die Normal-
verteilung folgt, dass jedes einzelne Yj normalverteilt ist. Die Umkehrung gilt
nicht: Eine Familie von normalverteilten Zufallsvariablen muss nicht gemeinsam
normalverteilt sein.

Richtig aber ist: Sind die Yi,...,Y, linear unabhéngig als Funk-
tionen und ist jede Linearkombination normalverteilt, so sind sie
gemeinsam normalverteilt.

Alle interessanten Informationen sind in B und p enthalten:

Satz 4.3.2. Die Y1,...,Y, seien gemeinsam normalverteilt, B und p seien wie
in der Definition. Wir setzen C := BBT = (c;;).

(i) Das von Y = (Y1,...,Y,) " auf dem R™ induzierte Wahrscheinlichkeits-
maf hat die Dichtefunktion

1 -1
q’u,C(’U) = W exp(—(y - M)TC (y— #)/2)
= ;eXp(—HB_l(y—u)HQ/Q);

v (2m)"|det O

das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, Y in einer Borelmenge A zu
finden, stets durch das Integral von ®, ¢ dber A gegeben ist.

(i1) Es ist E(Y;) = p; und die Kovarianz Cov(Y;,Y;) ist gleich ¢;; fir alle i, j.

Beweis: Da B invertierbar sein soll, ist auch C invertierbar, die Funktion ®,, ¢
ist also wirklich wohldefiniert.

Um die Behauptung zu zeigen, ist natiirlich wieder wie in Abschnitt 2.5 der
Transformationssatz fiir Gebietsintegrale anzuwenden (vgl. die Abteilung ,,tech-
nische Vorbereitungen® in diesem Abschnitt). Zuniichst ist also die gemeinsame
Dichte der W1, ..., W,, auszurechnen. Das ist leicht, denn da diese Zufallsvaria-
blen standard-normalverteilt und unabhéngig sind, ergibt sich sofort die Funk-
tion )

T .
ok exp(—z x)/2;
man beachte, dass man sie mit der neuen Terminologie als ®y g schreiben kann,
dabei bezeichnet ab sofort E die n x n-Einheitsmatrix.

Nach dem Transformationssatz hat Y die Dichtefunktion, die y auf

o,5(B~(y — )| det B~
N (;r)n exp(~[B~(y — )] "B~y — p)]/2)|det B~

- 1)n|det B exp(—[y — m]TC(y — w)]/2)

V(2r
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abbildet; dabei wurde nur (B_I)TB_1 = (BBT)_1 ausgenutzt. Wenn man

noch beachtet, dass det B~ = 1/ det B und dass |det C| = |det B|?, so ist diese
Funktion als ®,, ¢ identifiziert.

Da die W} Erwartungswert Null haben, ergibt sich wegen der Linearitdt des
Erwartungswerts, dass E(Y;) = p; fiir jedes i gilt. Die Covarianz ist bilinear
(d.h. linear in beiden Faktoren), und deswegen ist

Cov (V;,Y;) = > BixBjiCov (Wi, W)).
k,l

Nach Voraussetzung ist Cov (W, W) = 0, es bleibt also rechts nur die Summe
> i BixBji, iibrig, und die hat den Wert c;;. O

Bemerkungen:

1. Die Verteilung hingt also nicht von B, sondern nur von BB' ab. Das ist
plausibel, z.B. hat doch (W5, W) sicher die gleiche Verteilung wie (W7, Ws)
und (_W27 —Wl).

2. C~1 ist immer eine symmetrische Matrix. Die Hauptachsentransformation
garantiert dann, dass C~! in einer geeigneten Darstellung diagonal ist; da C
invertierbar ist und die Form BB hat, miissen alle Diagonalelemente positiv
sein.

Nimmt man auch noch (nach Verschiebung des Koordinatenursprungs) u = 0
an, so ist die Dichtefunktion — bis auf Normalisierung von der Form

(W1, yn) T = exp(—(Myf + -+ \yl)/2)

mit positiven ;.

Wollte man die Dichte durch verschiedene Grautone visualisieren, so wiirde
das im Zweidimensionalen zu einem Ellipsoid und im Dreidimensionalen zu ei-
ner Art ,Rugbykugel® fiihren, die jeweils achsenparallel sind. Dabei entsprechen
die ¢ mit den kleinen \; den groBeren Halbachsen!®) . Dieses Bild kann man sich
auch dann machen, wenn C nicht notwendig diagonal ist, allerdings sind die
Halbachsen der n-dimensionalen Ellipsoide dann nicht mehr notwendig achsen-
parallel.

3. Man mache sich klar, dass die Unabhéngigkeit der Komponenten damit zu-
sammenhéngt, ob die Achsen des eben beschriebenen Ellipsoids achsenparallel
sind.

4. Aufgrund der Konstruktion ist C' symmetrisch und positiv definit'™. Jede
derartige Matrix C tritt auf diese Weise auf: Fiir eine geeignete orthogonale
Matrix O ist C = ODOT, wobei D diagonal mit positiven Eintrégen ist; zieht

16)Die A; sind nimlich als die Reziproken der Streuungen zu interpretieren.
)D.h. es ist (x,Cx) > 0 fiir jedes © # 0; beachte nur, dass (z,Cz) = (B'z,B z) =
||BTac||2, und BT ist nach Voraussetzung invertierbar.
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man aus diesen Diagonalelementen die Wurzel, nennt das Ergebnis D,, und
definiert B = OD,,, so ist

BB" = (0D,)(0OD,)" =0D,D] 0T =0DOT = C.

5. Im Fall n = 1 ergibt sich — wie zu erwarten — die Dichte einer Normalvertei-
lung. Der eindimensionale Vektor p ist der Mittelwert, und hat B die Form (),
so ist 32 die Varianz.

Definition 4.3.3. C sei eine positiv definite und symmetrische n x n-Matriz,
und u € R™. Dann heifit das durch ®,, ¢ auf dem R™ definierte Wahrscheinlich-
keitsmaf die Normalverteilung N, (i, C).

Sie wird auch Gauverteilung genannt.

Wie im Eindimensionalen kann die Normalverteilung auch auf dem R™ gut
behandelt werden, viele damit zusammenhidngende Wahrscheinlichkeiten sind
explizit angebbar:

Satz 4.3.4. Es sei A eine invertierbare n X n-Matriz und v € R™. Betrachte
die Abbildung Z : x — Ax + v von R™ nach R™. Dann ist das Bildmafl Py von
einer Verteilung N,,(u, C) unter Z ebenfalls normalverteilt: Es ergibt sich die
N (Ap + v, ACAT)-Verteilung.

Kurz: A mal N,,(1, C) plus v gleich Ny (Ap+ v, ACAT).

Beweis: Wiahle W, Y, B und C' wie in Satz 4.3.2: Nach dem Satz ist Y =
BW + i N, (i1, C)-verteilt, wo C := BB . In der jetzt zu beweisenden Aussage
geht es um die Verteilung von Z = AY + v, also von ABW + Au + v. Nach
Satz 4.3.2 ist Z N, (Ap+v, (AB)(AB)T)-verteilt. Damit ist bereits alles gezeigt,
denn (AB)(AB)"T = ACAT. O

Korollar 4.3.5. Ist O eine orthogonale Matriz und ist X N,(u, E) verteilt,
s0 ist OX N, (Op, E)-verteilt. Insbesondere ist die orthogonale Transformation
von unabhdngigen standard-normalverteilten Zufallsvariablen wieder unabhdngig
und standard-normalverteilt.

Bemerkung: Dieses Ergebnis spielte schon im Beweis von Satz 2.5.10 eine
wichtige Rolle.

Als weitere Folgerung wollen wir gleich ein bemerkenswertes Korollar zum
Korollar formulieren. Vorher soll an den Zusamenhang zwischen Unkorreliertheit
und Unabhdngigkeit erinnert werden.

Hier noch einmal die wichtigsten Definitionen und Tatsachen. Es seien X, Y
reellwertige Zufallsvariable, fiir die die Varianz existiert. Der Einfachheit neh-
men wir an, dass der Erwartungswert bei beiden gleich Null ist.

e X, Y heiflen unabhdngig, wenn fiir beliebige Borelmengen A, B die Ereig-
nisse {X € A} und {Y € B} unabhingig sind.
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e XY heiflen unkorreliert, wenn der Erwartungswert von X -Y = 0 ist.

Dazu zwei Kommentare. Erstens sollte man sich an die Motivation in der Einleitung
zu Abschnitt 1.5 erinnern: Unkorreliertheit bedeutet, dass sich die ,, Tendenzen“ von X
und Y ausgleichen, positiv oder negativ zu sein. Es kommt ,in etwa gleich oft“ vor,
dass sie das geiche oder verschiedene Vorzeichen haben.

Und zweitens sollte bemerkt werden, dass Unkorreliertheit in der Sprache der euklidi-

schen Rdume gerade bedeutet, dass X und Y senkrecht aufeinander stehen.

e Es ist eines der ersten fundamentalen Ergebnisse der elementaren Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, dass aus der Unabhéngigkeit die Unkorreliertheit
folgt'® . Man braucht diese Tatsache, um nachzuweisen, dass sich fiir paar-
weise unabhéngige Zufallsvariable die Varianzen addieren; daraus gewinnt
man leicht das so genannte Wurzel-n-Gesetz'?).

e Bei iiberraschend vielen Aussagen der Wahrscheinlichkeitstheorie reicht
es, statt der Unabhéngigkeit die paarweise Unkorreliertheit zu fordern.
Das ist zum Beispiel beim starken Gesetz der groflen Zahlen der Fall.

Bei gemeinsam normalverteilten Zufallsvariablen gibt es keinen Unterschied
zwischen den beiden Begriffen:

Korollar 4.3.6. Die Zufallsvariablen Yi,...,Y, seien gemeinsam normalver-
teilt und paarweise unkorreliert. Dann sind sie auch unabhdngig.

Beweis: Ohne Einschrinkung seien alle Erwartungswerte Null und alle Varian-
zen 1. Es ist
Y :=(Yi,....,Y,) = B(W,...,W,)"

mit unabhéngigen standard-normalverteilten W;. Im Raum der quadratintegra-
blen Funktionen ist dann

YY) = O bisWe, Y bjWi)
s t
DD bishi (W, Wi)
s t
= ) bisbir.
Nach Voraussetzung ist (Y;,Y;) = 6;; (Kroneckersymbol), und das bedeutet,
dass B orthonormale Zeilen hat, also eine orthogonale Matrix ist. Nach dem vo-

rigen Korollar sind dann die Komponenten der vektorwertigen Zufallsvariablen
Y unabhéngig. O

Bisher hatten wir uns um invertierbare Transformationen gekiimmert. Wir
wissen aber noch nichts — zum Beispiel — iiber die Verteilung des Vektors

(W1 + Wy — W3, Ws + Wg)

18)Die Umkehrung gilt aber nicht.
9)Die Streuung von (X1 + --- + X,)/n ist 0/4/n, wenn die X; unabhingig und identisch
verteilt mit Streuung o sind
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Deswegen soll noch eine etwas allgemeinere Variante des vorstehenden Satzes
formuliert werden, die man mit den gleichen Methoden beweisen kann: Durch
Auffiillen der Matrizen muss alles auf Satz 4.3.4 zuriickgefiihrt werden.

Satz 4.3.7. Es sei A eine k X n-Matriz mit Rang k, wobei k < n, weiter sei
v € R*. Betrachte die Abbildung Z : x — Ax+v von R™ nach R*. Dann ist das
Bildmafl Py von einer Verteilung Ny, (u, C) unter Z ebenfalls normalverteilt: Es
ergibt sich die Ny, (Ap + v, ACAT)-Verteilung.

Kurz: A mal N,,(1, C) plus v gleich Ni,(Au+v, ACAT).

Beweis: (Die Einzelheiten der notwendigen Modifikationen findet man im Be-
weis von Satz 9.5 im Buch von Georgii.) O

Nach diesen Vorbereitungen soll der Satz von Gauf-Markov fiir den Spezial-
fall normalverteilter Storungen ndher untersucht werden. Es empfiehlt sich, vor
dem Beweis des nichsten Satzes noch einmal die Ergebisse aus Abschnitt 2.5 zu
wiederholen. Wir betrachten also ein lineares Modell X = A~ + ¢£ und nehmen
an, dass & N, (0, E)-verteilt ist.

Satz 4.3.8. v und o seien vorgelegt, wie im vorigen Abschnitt bezeichnen wir
mit 4 die Schdtzung fir v aus X.

(i) 4 ist Ng(7y,02(AT A)~Y)-verteilt.
(ii) Mit V* wie in Satz 4.1.4 gilt: (n — s)V* /o2 ist X2_,-verteilt.

(iii) | A5 — Av||? /o2 ist x2-verteilt; beachte, dass | A5 — Ay| = Iy X — E(X))|
gilt (dabei ist Iy die Projektion auf das Bild U von A).
Auferdem ist diese Zufallsvariable unabhdngig von V*. Damit folgt, dass
| 4% — A~|]?/(sV*) Fy n—s-verteilt ist.

(iv) Sei H ein echter Unterraum von U, also r := dimH < s. Weiter gelte
A~ € H. X kann dann sowohl auf U als auch auf H projiziert werden, die
Projektionen sollen lly X und Il X genannt werden.

Dann, gilt: |y X — g X||?/o? ist x2_,-verteilt und unabhingig von V*.
(v) Unter den Voraussetzungen von (iv) ist die Fisher-Statistik

n—s |MuX —HpX[* _ Ay -TuX|”
s—1 | X —HOyX|? (s —r)V*

FH,U =

Fys_yn—s-verteilt (vgl. Satz 2.5.6).

Beweis: (i) Im allgemeinen Satz von Gaufl-Markov (Satz 4.1.4) haben wir die
explizite Form von 4 angegeben:

4= (ATA) AT X,
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Auflerdem kennen wir die Verteilung von X = Ay 4 ¢&: Die Stérung & ist
N, (0, E)-verteilt, deswegen ist X N,,(Avy,o?E)-verteilt. Und nun ist Satz 4.3.4
anzuwenden, danach ist 4 N, (i, C)-verteilt mit
-1
po= (ATA) AT (Ay),
c ((ATA)'AT) o2 E((ATA) AT,

Es ist sicher = v, und auch C' kann man leicht als 0?(AT A)~! ermitteln. Das
ist gerade die Behauptung.

(ii) Im letzten Teil des Beweises des Satzes 4.1.4 (GaufBi-Markov) hatten wir
(n—s)V*als o)} | ni dargestellt, wobei die 7y, ...,7, aus den &1,...,&,
durch eine orthogonale Transformation entstehen. Wegen Korollar 4.3.5 sind die
n; dann also unabhingig und standard-normalverteilt, (n — s)V*/o? ist damit
die Summe aus den Quadraten von n— s unabhéngigen N (0, 1)-Zufallsvariablen.
Nun muss man sich nur noch an Korollar 2.5.4 erinnern.

(iii) Wir erinnern noch einmal an den schon eben verwendeten Teil des Beweises
des Satzes von GauB-Markov: Wir hatten eine Orthogonalmatrix O dadurch
konstruiert, dass wir in die Spalten eine Orthonormalbasis des R™ geschrieben
haben; die ersten s Vektoren sollten dabei eine Basis des Bildes von A sein. Der
eben erwihnte Zufallsvektor  war durch = OT¢ definiert.

Nun betrachten wir Ay — Ay. Wegen A9 = II4X und X = Ay + o0& ist
also Ay — Ay = oll4&, der Erwartungswert des Quadrats der Lange dieses Vek-
tors soll berechnet werden. Nun wird unter O das Paar orthogonaler Vektoren
[Ma&, € — T14€ in die Vektoren 1y + -+ - + ns, Nst1 + - -+ + 1y, transformiert. Da
orthonormale Abbildungen isometrisch abbilden, geht es also um den Erwar-
tungswert der Zufallsvariablen o2(nf + --- + n?2). Nach Korollar 2.5.4 ist klar,
dass das 1/02-fache davon y2-verteilt ist.

Die Unabhéngigkeit von V* folgt gleich mit, denn diese Zufallsvariable war
— wie wir gesehen haben — wie 2., + -+ 4+ 72 verteilt. Der Zusatz ist damit
wieder eine Folgerung aus Korollar 2.5.4.

(iv), (v) Das wird mit den gleichen Techniken bewiesen und soll deswegen hier
nicht ausgefithrt werden. (Der Beweis kann im Buch von Georgii auf Seite 316
nachgelesen werden.) (]

4.4 Schéatzen und testen linearer Hypothesen im
Fall normalverteilter Zufallsvariable

Und wozu? Die Bedeutung des der Ergebnisse des vorigen Abschnitts besteht
darin, dass Ungewissheit im Zusammenhang mit linearen Modellen quantifiziert
werden kann. Das kann zum Testen von Hypothesen oder zur Konstruktion von
Konfidenzbereichen verwendet werden.
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Vorbemerkung 1

Zunéchst miissen wir uns noch etwas néaher mit der mehrdimensionalen Nor-
malverteilung vertraut machen.

Zum Uben betrachten wir eine Familie {W1,...,W,} von unabhingigen
standardnormalverteilten Zufallsvariablen. Wegen Korollar 2.5.4 ist die Zufalls-
variable Z := W2 + - -+ W2 x2-verteilt. Wenn man also ein a € |0, 1[ vorgibt,
kann man aus jeder x2-Tafel eine Zahl r bestimmen, so dass Z < r mit ge-
nau Wahrscheinlichkeit 1 — o gilt. (Zum Beispiel ist » = 11.07 fiir n = 5 und
a =0.05.)

Geometrisch formuliert heifit das: Mit Wahrscheinlichkeit 1 — « liegt der
Vektor (Wy,...,W,,) in der euklidischen Kugel mit dem Radius /.

Fiir uns wird eine Variante dieser Beobachtung wichtig sein. Wir betrachten
eine symmetrische positiv definite (n x n)-Matrix D und einen Vektor v. Es soll
Y = (Y1,...,Y,) " N,(v, D)-verteilt sein.

Wihlt man eine Matrix R, so dass RDR' die Einheitsmatrix ist, so wird
R(Y — v) wegen Satz 4.3.4 N,(0,E) verteilt sein, und dafiir kann man die
vorstehenden Uberlegungen anwenden.

(Falls moglich, ist eine direkte Rechnung technisch etwas einfacher. Ist Y
schon als BW gegeben, kann man R als B~! wiihlen.)

Beispiele:

1. Betrachte Y = (a4 W1, ...,a,W,,), wobei ay,...,a, > 0. Das fithrt zu ein-
ner Matrix D, die auf der Diagonalen die Eintrige a? hat. Wir withlen R als
Diagonalmatrix mit Eintrigen 1/a; und gelangen zum folgenden Ergebnis: Mit
Wahrscheinlichkeit 1 — « liegt (Y1 /aq,...,Ys/ay,) in der euklidischen Kugel mit
Radius +/r; dabei sind « und r wie vorstehend.

2. Diesmal sei (Y7, Ya) = (W7 +2Wa, 4W53). Lost man nach den W; auf, ermittelt
also (W7, Ws) = (Y1 — Y5/2,Y5/4), so folgt: Mit Wahrscheinlichkeit 1 — « liegt
(Y1 — Y2/2,Y3/4)" in der euklidischen Kugel mit dem Radius /7.

3. Im Fall (Y1,Ys) = (Wy + 2W3, — W1 + Ws) muss anders argumentiert werden,
da die Ubergangsmatrix nicht invertierbar ist. B und BB sehen wie folgt aus:

(1 0 2 - (5 -1
p=( LV 0) =5 3)
Als Matrix R kann man
pol(1 2
3.1 -1
wihlen. Das heifit: Der Vektor (Y1 + 2Y2,Y7 — Y2)/3 ist No(0, E))-verteilt, und

deswegen kann man zu « ein r angeben, dass er mit Wahrscheinlichkeit 1 — o
in der Kugel mit dem Radius /7 liegt??).

20) Dieser Vektor ist iibrigens — explizit geschrieben — der Vektor

(=W1 + 2Ws + 2W3, 2W1 — Wa + 2W3)/3.
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Vorbemerkung 2 ‘

Sei D : R® — R" linear. Wie sieht E := {z | [|Dz| < r} aus? Dazu ist zu
beachten, dass

|Dz||* = (Dx, Dz) = (D" Dz, z)

gilt und dass DT D eine symmetrische positive (und bei uns in der Regel auch
invertierbare) Matrix ist. Folglich ist die Menge bei geeigneter Basiswahl von
der Form

{z|az? + -+ ap2? <r?},

und das ist ein Ellipsoid im R?.

Konfidenzbereiche ‘

Wir betrachten ein lineares Modell: X = Ay + €. Es wird X gemessen, und
daraus sollen Aussagen fiir den Vektor v und/oder fiir o hergeleitet werden.
Man muss mehrere Félle unterscheiden.

o ist bekannt

Es sei a0 vorgegeben. Nach dem ersten Teil des Satzes 4.3.8 ist 4 — v geméaf
N, (0,02(AT A)~1) verteilt. Wir wissen dann aufgrund der Vorbemerkungen,
dass es ein Ellipsoid E so gibt, dass 4 — v mit Wahrscheinlichkeit 1 — « in E
liegt.

Das heifit aber, dass v mit Wahrscheinlichkeit 1 — « in ¥ — F liegt, oder
anders ausgedriickt: 4 — E ist ein Konfidenzellipsoid zum Irrtumsniveau o fiir
den Vektor 7.

o ist unbekannt, v soll geschdtzt werden

In diesem Fall muss das unbekannte ¢ mit Hilfe von V* geschiitzt werden,
dazu soll Teil (iii) des Satzes herangezogen werden.

Danach ist Z = ||A(5 —7)||?/(sV*) geméB Fy ,_s-verteilt. Ist also o vorge-
geben, so kann man mit Tafelhilfe ein 7 so finden, dass Z < r mit Wahrschein-
lichkeit 1 — « gilt.

Das bedeutet, dass || A(5 —~)||* < r(sV*) mit dieser Wahrscheinlichkeit ist,
und da alles aufler v bekannt ist, gibt es wegen Vorbemerkung 2 ein Ellipsoid
E, so dass die Normbedingung dquivalent zu 4 — v € FE ist. Es folgt: 4 — F ist
ein Konfidenzellipsoid fiir v 1.

o soll geschitzt werden

Das geht leicht mit Teil (ii) des Satzes. Finde bei vorgegebenem « Zahlen rq
und 79, so dass eine x2 _ -verteilte Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeit 1 — «
einen Wert in [ry,72] hat.

Es folgt die X-Messung, daraus konnen 4 und V* berechnet werden. Da
(n — s)V*/o? mit Wahrscheinlichkeit 1 — a in [r1, ro ] liegt, heiit das:

[(n=8)V"/ray, (n—8)V"/r1]

2D Hier und im vorigen Fall darf man iibrigens —F durch E ersetzen, da die Menge E
punktsymmetrisch ist.
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ist ein Konfidenzintervall fiir 2.

Eine Linearfunktion von -y soll geschdtzt werden

FEine lineare Abbildung I" sei durch Vorgabe von z gegeben. Gesucht ist ein
Konfidenzinervall fiir T'y = (z,7).

Die Zufallsvariable Z := I'¥ ist wegen Satz 4.3.7 und Teil (i) des vorigen Sat-
zes normalverteilt mit Erwartungswert ['y und Varianz 022" (AT A)~!2z. Folglich

ist
VAR Z — <Za 7)
o/ zT(ATA)—12
standard-normalverteilt. Z* hangt nur von A% ab und ist deswegen unabhéngig

von V*: Beachte, dass fiir gemeinsam normalverteilte Zufallsvariable Orthogo-
nalitdt und Unabhéngigkeit {ibereinstimmen.

Nun kommt Satz 2.5.8 ins Spiel: Sind X, Y7, ..., Y} unabhéngig und N(0, 1),
so ist W = VEX/\/Y2 +--- + Y2 nach der t-Verteilung mit k Freiheitsgraden
verteilt. In unserem Fall spielt Z* die Rolle des X in diesem Ergebnis, es ist
k =n — s zu setzen, und (n — s)V*/o? spielt die Rolle von Y 4 -+ + Y2, Es
folgt eine t-Verteilung mit n — s Freiheitsgraden fiir

z* o/*
VT ViR Vv

Damit lassen sich nun Konfidenzintervalle finden, sei dazu « vorgegeben.
Wihle ein r > 0 (Tabelle!), so dass eine t,,_s-verteilte Zufallsvariable mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — @ in [—r, 7] liegt. Setze r' := ry/2T(ATA)"1z . Und dann
folgt durch Riickwirtsrechnen aus den vorstehenden Uberlegungen: Mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — o liegt I'(%) in

(2.4) = 'VVZ, (2,3) +7VVF

das ist also ein Konfidenzintervall fiir T'(y).

[ Tests |

Wir wissen schon aus Kapitel 3, dass die Ideen, die zu Konfidenzbereichen
fithren, auch zu Regeln zum Annehmen oder Verwerfen von Hypothesen um-
interpretiert werden kénnen. Deswegen sind hier keine neuen Ideen notwendig.

Schlussbemerkungen:

1. Die letzte Aussage in Satz 4.3.8 kann dazu verwendet werden, die Relevanz von
Einflussgroflen abzuschétzen. Um das zu erldautern, betrachten wir das Beispiel
der linearen Regression: Ist eine Approximation durch ein Modell der Form
x — Yo+ erforderlich, oder reicht eigentlich auch eine Beschreibung der Form
x — v? In diesem Fall wiire der Satz mit demjenigen Raum H anzuwenden, der
als Bild von {(y0,71) | 71 = 0} unter A entsteht. So kann mit einer F-Verteilung
getestet werden, ob v, = 0 eine zuldssige Hypothese ist.
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Als Verallgemeinerung dieser Idee kann man auch entscheiden, wie hoch

der Grad einer Interpolation sinnvollerweise sein sollte: linear? quadratisch?
kubisch?

In den Anwendungen wird dieses Verfahren auch in viel komplizierteren Si-
tuationen ausgenutzt. Man variiert die Parameter so lange, bis man mit moéglichst
wenigen y-Werten moglichst kleine Abweichungen erreicht.

2. Wenn man die Ergebnisse auf die oben angegebenen Beispiele anwendet, er-
geben sich zum Teil bekannte Resultate. Im ersten Beispiel etwa kommen die
bekannten Tests fiir Mittelwert und Streuung eindimensional normalverteilter
Zufallsvariablen heraus. Im Fall der Regression ergeben sich noch explizite Kon-
fidenzintervalle fiir vo und ~;.

3. Analysiert man den mathematischen Hintergrund, so stellt sich heraus, dass
alle Ergebnisse auf den folgenden Tatsachen beruhten:

e Wenn man von unabhéngigen N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen &1, ..., &,
ausgeht, so induziert das durch w — (&;(w), ..., &, (w)) eine vektorwertige
Zufallsvariable ® : Q — R™. Alles lduft dann auf die Frage hinaus, wie fiir
Abbildungen ¥ : R” — R™ die Zufallsvariable ¥ o ® verteilt ist.

e Um diese Verteilung zu beschreiben, muss man versuchen, sie in Abhéngig-
keit von U auf Ergebnisse aus der elementaren Stochastik oder aus Ab-
schnitt 2.5 zuriickzufiihren.

e Beispiel 1: Ist ¥ = A : R™ — R linear, so ist ¥ o ® nach elementaren
Ergebnissen normalverteilt.

e Beispiel 2: Fiir lineare A : R® — R™ gibt es aufgrund der Ergebnisse zu
Beginn dieses Abschnitts dhnlich explizite Bechreibungen.

e Beispiel 3: Fiir U(z) := ||z/|* ist ¥ o® gemiB y2-verteilt. Allgemeiner: Ist
U(z) die quadrierte Linge der Projektion von x auf einen s-dimensionalen
Unteraum, so ergibt sich eine y2-Verteilung.

e DBeispiel 4: Quotienten aus einer linearen Abbildung und einer Norm fithren
unter geeigneten Unabhéngigkeitsvoraussetzungen auf die ¢-Verteilung.

e Beispiel 5: Die F-Verteilung kommt ins Spiel, wenn es um Quotienten
von Normquadraten geht. Wieder muss Unabhéngigkeit der betrachteten
Vektoren vorausgesetzt werden.

4.5 Ein Intermezzo: Uber das Schiitzen

Hier folgen — als Ergédnzung der Untersuchungen in Kapitel 2 — weitere Infor-
mationen zum Thema ,,Schitzen®. Es wird sich zeigen dass fiir gemeinsam nor-
malverteilte Zufallsvariable besonders weitgehende Aussagen gemacht werden
konnen.
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1. Vorbereitungen

Der Begriff ,bedingte Erwartung® ist mafligeschneidert, um grundsétzliche
Probleme rund um das Schiitzen angemessen behandeln zu kénnen.

a) Information und o-Algebren

In der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie hat sich herausgestellt, dass sich
Information durch das Auszeichnen einer o-Algebra beschreiben lisst. Die Si-
tuation ist die folgende:

Es sei (Q,&,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und & eine Teil-o-
Algebra von £. ,,Die Information, die in &) enthalten ist, ist bekannt*
soll dann einfach bedeuten, dass man bei Abfrage dieses Wahrschein-
lichkeitsraums (ein w wird gezogen) fiir jedes Ey € & weil, obw € &
gilt oder nicht.

Das klingt beim ersten Kennenlernen recht kompliziert, es enthélt aber die jedem
bekannten elementaren Spezielfille:

e Ist B € &, so wird bei der Bestimmung von P(A|B) doch auch angenom-
men, dass w € B bekannt ist. Das entspricht dem Fall & = {Q, 0, B, Q\ B}.

e Manchmal ist es so, dass fiir eine Zufallsvariable X der Wert von X (w)
bekannt ist, bevor w gezeigt wird. Diese Information ist in der kleinsten
o-Algebra enthalten, in der X messbar ist.

Bemerkung 1: Das ist sinnvoll, denn es kommt wirklich nur auf die von
X erzeugte o-Algebra an. Das sieht man zum Beispiel daran, dass X den
gleichen Infomationsgehalt hat wie 3 - X.

Bemerkung 2: Das vorstehende Beispiel ist iibrigens als Spezialfall enthal-
ten, wenn man X als charakteristische Funktion von B wihlt.
Bemerkung 3: Ganz analog kann man vorgehen, wenn die Werte X1 (w), ..., Xg(w)

bekannt sind.

e Die extremen Situationen sind sicher £y=,triviale o-Algebra* (= gar keine
Information) bzw. & = & (volle Information).

b) Bedingte Erwartung

Mal angenommen, man darf auf die durch &y codierte Information zuriick-
greifen. Man mochte nun wissen, wie diese Information unsere Erwartung in Be-
zug auf eine feste Zufallsvariable Y verindert (Y soll eine Zufallsvariable sein,
fiir die die Erwartung existiert). Schon wére doch, wenn man fiir jedes Ey € &
schnell ausrechnen kénnte, wie die Information ,w € Ey“ unsere Erwartung fiir
Y veréndert. Das fithrt auf die folgende wichtige

Definition 4.5.1. FEine Funktion ¢ : Q0 — R heifst bedingte Erwartung von Y
unter &, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:

(i) ¢ ist Ey-messbar;
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(ii) fir Eg € & ist [ @dP = [ Y dP. Man beachte: Wenn man die rechts
stehende Zahl durch P(Ey) teilt, erhilt man die Erwartung von Y unter
der Information, dass w in &y liegt. In diesem Sinn wiirde ¢ alle maglichen
bedingten Erwartungen verschliisseln.

Als illustrierendes Beispiel betrachten wir die o-Algebra &, die von einer
disjunkten Zerlegung
Q=ByU---UBy

erzeugt wird. In diesem Fall ist E(Y'|&y) diejenige Funktion, die auf B, den
Wert E(Y|B,), also den Wert fBN Y dP/P(B,) hat.

¢) Existenz der bedingten Erwartung
Es spielt eine fundamentale Rolle, dass bedingte Erwartungen stets existieren
und im Wesentlichen eindeutig bestimmt sind. Geanauer gilt:

Satz 4.5.2. Ist Y eine Zufalllsvariable auf (Q,E,P) mit existierendem Erwar-
tungswert und &y eine Teil-o-Algebra von &, so gilt:

(i) Es gibt eine bedingte Erwartung ¢ von'Y unter &.

(i1) Je zwei bedingte Erwartungen o, ¢’ sind héchstens auf einer Nullmenge
verschieden.

Man schreibt E(Y|&y) fir die bis auf Abinderung auf Nullmengen eindeutig
bestimmte bedingte Erwartung. Da diese Funktion stets nur unter dem Integral
auftritt, ist die Mehrdeutigeit unerheblich.

Beweis: Fiir die Fxistenz gibt es einen bemerkenswert eleganten Beweis, wenn
man den Satz von Radon-Nikodym kennt: Betrachte auf der o-Algebra &) neben
der Einschrinkung von P auch das Maf

V:E»—)/YdP.
E

Das zweite Maf} ist absolutstetig in Bezug auf das erste und kann deswegen als
Integral iiber eine messbare Funktion dargestellt werden.

Die fast sichere FEindeutigkeit folgt sofort aus dem folgenden elementaren
Ergebnis der Integrationstheorie: Zwei £y-messbare und integrierbare Funktio-
nen ¢, ¢’ sind genau dann fast sicher gleich, wenn |’ ppdP = / g ¥ dP fiir alle
E € & gilt. O

Beispiel 1: Als Wahrscheinlichkeitsraum betrachten wir [—1, 4+1] mit der Gleich-
verteilung. Es sei Y (z) := 2 und & die von [—1,0[, [0], ]0, 1] erzeugte o-Algebra.
Als E(Y|&y) kann dann diejenige Funktion gewihlt werden, die auf den Atomen
von & die Werte —0.5,0,0.5 hat.

Beispiel 2: Erweitert man & im vorigen Beispiel, indem man die Borelschen
Teilmengen von [0, 1] dazunimmt, so ist E(Y|€) die Funktion, die auf [—1,0[
den Wert —0.5 hat und auf den anderen  mit Y iibereinstimmt.
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d) Eigenschaften der bedingten Erwartung

Fiir die folgenden Uberlegungen sind einige Eigenschaften der bedingten
Erwartung von fundamentaler Bedeutung. Die Beweise werden hier nur ange-
deutet.

Lemma 4.5.3. Es sei Y eine Zufallsvariable mit existierendem Erwartungs-
wert.

(i) Die Zuordnung Y — E(Y|Ey) ist linear.

(ii) Angenommen, Y ist unabhingig von £,°?. Dann ist E(Y|Ey) die konstante
Funktion E(Y).

(111) Ist g Eg-messbar, so gilt E(g-Y|&) =g - E(Y|&).

Beweis: (i) Als Beispiel betrachten wir die Aussage E(aY|&) = aE(Y|&).
Wenn man bemerkt hat, dass aE(Y|&y) Ey-messbar ist und dass fiir alle Fy € &
die Gleichung

/aYdP: aB(Y|) dP
Ey FEo

gilt, ist man schon fertig.

(ii) Sei ¢ die konstante Funktion E(Y), sie ist sicher &y-messbar. Es ist noch
zu zeigen, dass stets on Y dP = E(Y)P(Ey) gilt. Das beweist man zunéchst
fiir den Spezialfall, dass Y eine charakteristische Funktion x g ist: Dasfiir folgt
die Aussage sofort aus der vorausgesetzten Unabhéngigkeit. Im allgemeinen Fall
ist Y durch Treppenfunktionen zu approximieren, mit Hlfe der Linearitdt des
Integrals und der Vertauschbarkeit von Limes und Integration kann der Beweis
leicht vervollstandigt werden.

(iii) Die rechts stehende Funktion ist sicher £-messbar, es muss noch nachge-
wiesen werden, dass stets [ B, 9Y dP = / 29 E(Y|&) gilt. Um das einzusehen,
fixiere man Ey. Die Aussage wird zunéchst fiir den Fall gezeigt, dass g eine cha-
rakteristische Funktion xr, ist. In diesem Fall folgt die gewiinschte Gleichheit
daraus, dass E(Y|&) bedingte Erwartung ist und Eg N Fy zu & gehort. O

Sei nun Y eine Zufallsvariable und & eine o-Algebra in £. Wie sollte man
Y aufgrund der in & enthaltenen Information schéitzen? Die Tatsache, dass nur
die &y-Information verwendet werden darf, driickt sich durch die &y-Messbarkeit
aus. (Als weniger abstraktes Beispiel kann man an das Schétzen von Y unter
Verwendung der Abfrage von X7, X5 ..., X,, denken, wobei die X; Zufallsvaria-
ble sind??). Hier ist £ die von den X; erzeugte o-Algebra. Es ist wichtig zu
bemerken, dass in diesem Fall die Funktionen, die beziiglich dieser o-Algebra
messbar sind, gerade die Funktionen des Typs w — g(X;1(w), ..., Xn(w)) sind.)

Das fithrt zu der folgenden

22)Das soll bedeuten, dass alle Mengen in der von Y erzeugten o-Algebra von allen Ey € &
unabhingig sind.

23)Wie etwa kann man die Kreditwiirdigkeit aufgrund des Jahreseinkommens, des Alters und
der Wohngegend schitzen?
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Definition 4.5.4. FEin Schitzer fir Y unter Verwendung von & ist eine Ey-
messbare Zufallsvariable.

Ist Z so ein Schétzer, so kann man versuchen zu entscheiden, wie ,gut® er
ist. Als geeignetes Mafl hat sich der mittlere quadratische Abstand erwiesen:

Y = Z||, = (/Q(Y(w) — Z(W))? dPW))? = (Y - 2,Y - 2)'/%;

der Raum L?(2, £, P) der quadratintegrierbaren Funktionen wird dazu mit dem
Skalarprodukt (A, B) := [, A(w)B(w) dP(w) versehen.

Das Hauptergebnis in diesem Zusammenhang ist die Tatsache, dass die be-

dingte Erwartung der in diesem Sinne bestmogliche Schétzer ist:

Satz 4.5.5. Fs sei Y eine Zufallsvariable und &y eine o-Algebra in €. Wir
setzen voraus, dass Y quadratintegrabel ist, dass also E(Y?) existiert. Dann ist
E(Y|&) unter allen quadratintegrablen Schitzern bestméglich: Ist Z ein belie-
biger quadratintegrabler Schitzer, so gilt

Y = Zll2 2 [[Y = E(Y[&0)]l2-

Beweis: Wir argumentieren iiber das Skalarprodukt: Wenn wir zeigen kénnen,
dass Y — E(Y|&y) senkrecht auf Z — E(Y'|&)) steht, sind wir fertig, denn dann
kénnen wir im ,rechtwinkligen Dreieck* zwischen den Punkten Z,Y, E(Y|&)
den Satz von Pythagoras anwenden:

1Y = Z|]P = |lY = E(Y[E)|* + 112 — E(Y &) (= [IY — E(Y[&)I?).
Wir miissen also nur zeigen, dass
(Y = E(Y|&), Z — E(Y&)) =0

gilt. Beim Nachweis spielt Lemma 4.5.3(iii) eine wichtige Rolle: £y-messbare
Funktionen kénnen aus der bedingten Erwartung , herausgezogen“ werden. Das
wird hier so angewendet: Weil

e  zu & gehort und
e 7 &y-messbar ist, folgt

@.BviE) = [ z-E(WiE)dp

- / E(Z-Y|&)dP

/ Z-YdP
Q
(Z,Y).
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Ganz genauso folgt, dass
(Y, E(Y[&)) = (E(Y|&o), E(Y|&)),
und nach diesen beiden Vorbereitungen ist die Gleichung
Y = E(Y|&), Z - E(Y[&)) =0
eine unmittelbare Folgerung aus der Bilinearitidt des Skalarprodukts.

Wir wissen jetzt, wie man auf optimale Weise Y schiitzen kann. Im Spezial-
fall, wenn & von Xi,..., X, erzeugt wird, kann man den optimalen Schétzer
als g(X1,...,X,) schreiben, wobei g eine geeignete messbare Funktion ist.

In vielen Féllen lésst sich g aber nur sehr mithsam bestimmen, und deswegen
versucht man, einfacher zu behandelnde Schitzfunktionen zu finden.

Definition 4.5.6. Ein linearer Schétzer von Y aus X1, ..., X,, ist eine Funktion
des Typs X = a1 X1+ -+ + anXn.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Formal gesehen ist also jede Linearkomination der X; ein linearer Schétzer.
Man mochte aber natiirlich durch das Schétzen moglichst viel Information tiber
Y bekommen, und deswegen ist es naheliegend, wie in Abschnitt 2.2 gewisse
Giiteeigenschaften zu betrachten:

e Ein lincarer Schitzer X von Y heift erwartungstreu, wenn
E(Y) = E(X)
gilt.

e Ein erwartungstreuer linearer Schétzer heiBit linearer erwartungstreuer
Schitzer von kleinster Varianz, wenn o*(Y — X) < (Y — Z) fiir alle
linearen erwartungstreuen Schétzer Z gilt.

2. Damit es iiberhaupt erwartungstreue Schiitzer geben kann, muss F(Y) Li-
nearkombination der E(X;) sein. Insbesondere muss mindestens ein X; mit
E(X;) # 0 existieren, wenn E(Y) # 0 ist.

3. Auf Englisch heifit das iibrigens

Best linear unbiased estimator,

und dafiir wird die Abkiirzung BLUE verwendet.

4. Bei quadratintegrablen Y, X;,..., X, kann man den besten linearen Schiéitzer
leicht mit geometrischen Methoden finden: Man muss nur ein X in der linearen
Hiille von X1, ..., X, finden, das kleinsten Abstand zu Y hat.

5. In vielen Fillen ist die bedingte Erwartung F(Y|Xq,...,X,) ein bester li-
nearer erwartungstreuer Schéatzer. Das Beispiel 1 auf Seite 113 zum Beispiel
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entspricht doch der Situation E(Y|X), wobei X die Signumsfunktion ist (mit
den Werten —1,0,+1, je nachdem, ob das Argument < 0, = 0 oder > 0 ist).
Wirklich ist hier F(X]Y) =0.5- X.

Wir hatten uns schon davon iiberzeugt, dass der Schiitzer E(Y|X1,...,X,,)
immer bestmoglich ist. Er ist {ibrigens auch erwartungstreu, da E(Y'|&y) immer
den gleichen Erwartungswert wie Y hat.

Im Allgemeinen ist muss sich E(Y|Xy,...,X,) aber nicht linear aus den X;
kombinieren lassen.

Ein Gegenbeispiel: Sei [—2,2] mit der Gleichverteilung versehen. Y sei die
Funktion  — x und X sei eine Treppenfunktion, die auf den Intervallen [ -2, —1],
]—1,0[, {0},]0,1] und ] 1,2] jeweils konstant ist und auf jedem dieser Intervalle
einen anderen Wert annimmt.

E(Y|X) ist dann diejenige Funktion, die auf den Teilintervallen konstant gleich
dem Mittelwert von Y auf diesem Intervall ist. Da das nicht von den konkreten
Werten von X abhiingt, kann man es leicht einrichten, dass E(Y|X) kein Viel-
faches von X ist. (Um das Beispiel ,fair“ zu machen, sollte X wie Y auch den
Erwartungswert Null haben. Wenn man das nicht beachtet, lassen sich schon

viel einfachere Gegenbeispiele angeben.)

Bemerkenswerter Weise braucht man sich im Fall normalverteilter Zufalls-
variablen keine grofien Gedanken um solche Probleme zu machen. Da kann das
Bestmogliche schon mit linearen Schétzern erreicht werden:

Satz 4.5.7. Es seien Y, X1, ..., X, gemeinsam normalverteilt mit Erwartungs-
wert Null. Dann ist E(Y|X1,...,X,) eine Linearkombination der X1,...,X,.

Oder anders ausgedriickt: Der beste lineare Schitzer ist auch unter allen
Schitzern der bestmdgliche.

Beweis: Wir schreiben (Y, X1,...,X,,)" als B(Wy,...,W,), wobei B vollen
Rang hat und die W; unabhingig und N (0, 1)-verteilt sind. Nachdem man von
den X; zu geeigneten Linearkombinationen iibergegangen ist, darf man anneh-
men, dass B die folgende Form hat:

Qg 1 Qg ... Qpn
B 1 0 ... 0
B 0 0 ... 1

(Im n x n-Bereich ,rechts unten“ ist B also die Einheitsmatrix.)

Wir erinnern zunéchst an Korollar 4.3.6: Unkorrellierte gemeinsam normal-
verteilte Zufallsvariable sind unabhéngig. Wir benotigen hier eine Variante die-
ser Aussage zur
Vorbereitung des Beweises: Sind Xg, X1, ..., X,, gemeinsam normalverteilt mit
Erwartungswert Null und ist Xy zu allen X7, ..., X,, unkorrelliert, so ist

E(Xo|X1,...,X,) =0.
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Beweis dazu: Nach Ubergang zu einer geeigneten Linearkombinati-
onder Xq,..., X, ist Xo, X7 ..., X, eine orthogonale Familie (Stich-
wort: Gram-Schmidt). Es liegen also unabhdingie Zufallsvariable vor.
Also ist X unabhéngig von der von X7y, ..., X, erzeugten o-Algebra
und deswegen ist F(Xo|X1,...,X,) gleich der konstanten Funkti-
on FE(Xjy), also gleich Null. (Vgl. das entsprechende Ergebnis zur
bedingten Erwartung in Lemma 4.5.3.)

Nun definieren wir
Xo ::Wo—ﬂ1W1—~-~—Wn.

Auf Xo, X1,..., X, konnen wir die Vorbereitung anwenden, da alle (Xy, X;)
gleich Null sind, es ist also

E(Xo|X1,...,X,) =0.

Weiter gilt sicher E(X;|X1,...,X,) = X; fir i > 1 sowie

Wo = (Xo4+BiX1+ -+ 6 Xn)/ A+ 524+ 5%
Wi = Xi1— /W
- x b1

EEEYC Y-

Wn = Xn_BnWO
B
L+ +---+ 52

= X,

Wir wissen auch, dass Y = agWy + - - - + a,, W, ist, und daswegen ist wegen der
Linearitét der bedingten Erwartung (und wegen E(Xo|X1,...,X,) =0)

E(Y|X1,...,X,) = E(aoWo+ -+ a,Wy|X1,...,X,)
Qg
= X1 4+ B Xn) +
1_’_512_’_4_5721(/81 1 /BL L)

b1
+aq (X7 — X1+ -+ 8. X,
al( 1 1+5%+"'+5%(ﬁ1 1 B ))
Fan(Xn = (B 4+ BuXa).
[ ER
Und die rechte Seite ist offensichtlich eine Linearkombination der X;. O

4.6 Varianzanalyse

Die allgemeinen Ergebnisse der vorigen Abschnitte sollen nun in einem Spezi-
alfall néher studiert werden: Wir wollen einige Ideen aus der Varianzanalyse
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kennen lernen. Wegen der grofien Relevanz ist das ein sehr umfangreiches Ge-
biet, es kann hier wirklich nur um die ersten Grundlagen gehen.

Das Grundproblem besteht darin, die Bedeutung von Einflussfaktoren zu
ermitteln: Sind Chinesen kliiger als Eskimos? Hat die Gehaltsgruppe der Eltern
Einfluss auf den Bildungserfolg? ...

Wir beginnen mit der Diskussion eines Beispiels, dann wird etwas zur allge-
meinen Theorie gesagt, und anschlieflend werden einige Anwendungen bespro-
chen. Im néchsten Abschnitt wird dann noch die Kovarianzanalyse erlautert.

Das Standardbeispiel

Das Standardbeispiel in vielen Lehrbiichern sieht wie folgt aus. Es sollen s
Diingemethoden miteinander verglichen werden: Unterscheiden sie sich? Welche
ist die beste?

Der experimentelle Aufbau ist klar. Man verschafft sich Felder Fi,..., Fj,
die jeweils in mehrere gleich grofie Teilbereiche unterteilt werden: Das Feld F} in
Fl,l;Fl,Qv cee ;Fl,n17 Iy in F2,17F2,27 cee 7F2,n23 Fy in Es,l;E9,27 s 7E9,ns- Dann
wird Methode G; auf F; ausprobiert, auf F; ; wird X; ; geerntet.

Das Problem besteht dann darin, aus den X; ; Riickschliisse zu ziehen: Wel-

che Abweichungen sind zuféllig erklarbar, welche deuten auf wirkliche Unter-
schiede der Methoden hin?

Die Theorie zur Varianzanalyse>* ‘

Das Problem wird dadurch modelliert, dass man die Ertriige auf F; (also bei
Verwendung der i-ten Methode) als Zufallsvariable auffasst: X; ; = p; + 0&; ;.
Wie iiblich nimmt man dabei an, dass die &; ; unabhéngig und identisch verteilt
mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 sind. Wir werden die Sprechweise (,, Felder*,
yErnte-Ertrige“, ,Diingemethoden® ...) beibehalten, auch wenn meist vollig
andere Probleme damit behandelt werden sollen.

Das kann leicht als lineares Modell interpretiert werden. Die Unbekannten,
iiber die wir nachher Hypothesen testen und von denen wir Konfidenzintervalle
berechnen wollen, sind hier die p1, ..., ts. Man muss also nur

T
X=X11,, X1n, Xo1,-- s Xomgy -5 Xs1, Xson.)

29 Fiir ,, Varianzanalyse“ gibt es m Englischen die Abkiirzung ,, ANOVA* ; das heiBt ,, ANalysis
Of VAriance®.
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setzen und als Designmatrix die spezielle Matrix

10 ... 0
L0
0 1 0
Oi 0
00
00

wéahlen; dabei enthélt die erste Spalte n; Einsen, die zweite ny usw. Mit dieser
Definition kénnen die Beobachtungen wirklich zu

X = Al i) +0€

zusammengefasst werden, wobei £ der Vektor der ¢; ; ist. Das ,n“ des linearen
Modells ist hier die Zahl n; + --- + ng, und s hat die gleiche Bedeutung wie
friiher.

Da A recht einfach ist, konnen alle Matrix-Konstruktionen aus dem Satz von
Gaufl-Markov konkret ausgefithrt werden:

e Ein erwartungstreuer Schitzer fiir (111, . . . its) ist doch (AT A)"*AT X. Nun
ist D := AT A die Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen ni,...,ns, als
Schiitzer ergibt sich also (M, ..., M), wobei

1
Mi= —(Xig + -+ Xin,)

(2

das Stichprobenmittel der Messungen auf den Feldern Fj 1,..., F; ,, ist.
(Das war natiirlich zu erwarten.)

e Mochte man nur p; schiitzen, so sollte man sich an Teil (iv) des Satzes
von Gauf3-Markov erinnern. Wir wenden dieses Ergebnis auf die Abbildung
(L1, -+, ps) — g an, es folgt, dass M; der optimale Schitzer fiir u; ist.

e Durch den Varianzschétzer V* aus dem Satz von GauB-Markov kann man
sich Aussagen iiber o2 verschaffen: Wie beeinflussen zufillige Faktoren
Ernte-Ertrége?

Das ist wenig spektakulér, interessanter wird es, wenn man die &-Komponenten
als normalverteilt annimmt. (Das ist sicher gerechtfertigt, da sich viele Einfliissse
iiberlagern). Da lisst sich dann Satz 4.3.8 anwenden:
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e Der Vektor (Mi,..., M) ist normalverteilt mit Mittelwert (ui,..., fs)
und Kovarianzmatrix 02D~ (die Matrix D wurde vor wenigen Zeilen defi-
niert). Das bedeutet, dass die M; unabhéingig sind, und M; ist N (u;, 0% /n;)-
verteilt

e Mit Hilfe von V* kann man nun nicht nur o2 schitzen. Man kann durch
Nachschlagen in einer Tabellle der xZ_ -Verteilung auch Konfidenzinter-
valle bestimmen und Hypothesen testen.

Am interessantesten ist es aber, den letzten Teil von Satz 4.3.8 anzuwenden.
Mit den dortigen Bezeichnungen betrachten wir speziell den eindimensionalen
Raum H, der Bild unter A von

Hy ={(x1,...,25) | x1 = = x4}
ist. Die Aussage , A(u1,...,1us) € H* ist dann gleichwertig zu pyg = -+ = ps,
und es tritt fiir die Verbesserung der Approximation beim Ubergang von H zu
U (= Bild von A) die F-Verteilung auf:

Wenn wirklich A(uq,...,pus)" € H gilt, so wird

n—s |MyX—TgX|?

s—1 X -Tpx|”

Fs_1 n—s-verteilt sein. Das soll dazu ausgenutzt werden, um zu ent-
scheiden, ob die Nullhypothese 1 = -+ = us (,Kein Unterschied
der Giite der Diingemethoden!“ ) abzulehnen ist.

Die hier auftretenden Grofien miissen noch konkret berechnet werden. Die
Projektion von X auf U ist doch der Vektor

(My,...,My,My,...,My,..., M, ..., M),

und folglich ist

[ay

S ng 9
(Xji— M)

V* =
=0 i=1

1 1
IX - PuX||* =

n—s n—s

Wir betrachten das rechtwinklige Dreieck, das von den Vektoren X, PyX
und Py X aufgespannt wird. Py X ist der Vektor (M,..., M), wobei M =
>_i; Xij/n das Gesamtmittel bezeichnet. Damit kennen wir die Eckpunkte, und
die quadrierten Liangen konnen leicht ausgerechnet werden. Fiir die Hypotenuse
erhalten wir >, (X ; — M)?, wenn man diese Zahl durch (n — 1) teilt, kommt
die totale empirische Varianz Vi, heraus. Eine Kathete hat die Lange (n—s)V™*,
die andere die Lange Y, n;(M; — M)?. Die Interpretation: Das ist die Varianz
zwischen den Gruppenmittelwerten, genauer definiert man

* . 1 2
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Aus dem Satz von Pythagoras folgt dann die so genannte Streuungszerlegung:
(n=1)Vie = (n—=s)V" + (s = 1)V yq-

Wir fassen zusammen:

Berechne aus der konkret vorliegenden Stichprobe die Zahlen V.
und V*. Unter Annahme der Nullhypothese ,Es ist py = -+ = ps“
ist dann V. /V* Fs_1 _s-verteilt.

Folglich kann man bei Vorgabe eines o mit Tafelhilfe ein » > 0 so
finden, dass die Nullhypothese im Fall V;~ > 7V* abzulehnen ist.

Ein Beispiel

Traditionellerweise rechnet man die relevanten Zahlen 6konomisch in einer
Tafel, der so genannten ANOVA-Tafel, aus. Am Ende ist aber nur V},,/V*
interessant.

Mal angenommen, es ist s = 6 und insgesamt gab es n = 51 Experimente.
Dann sind die Quantile der Fj 45-Verteilung von Interesse. Fiir a = 0.05 etwa
liest man aus der Tafel: Eine F; 45-verteilte Zufallsvariable ist mit Wahrschein-
lichkeit 0.95 kleiner gleich 2.31. Damit kann dann anhand der konkreten Werte
Stellung zu der Frage genommen werden, ob die Nullhypothese ,,Alle Mittelwer-
te sind gleich“ zu verwerfen ist.

Bemerkung: Man beachte, dass V* ein Schiitzer fiir o2 ist. Diese Zahl bleibt
also bei grolem n beschrénkt. V!, verhélt sich anders. Wenn wirklich M von
einigen M; verschieden ist, wird V. mit wachsendem n und festem s immer
grofler. Anders ausgedriickt: Erwartungsgeméaf reagiert das Verfahren umso sen-
sibler auf Abweichungen von der Nullhypothese, je grofler die Zahl n ist.

Falls s = 2 ist, falls also nur zwei Methoden zu vergleichen sind, gibt
es auch eine alternative Moglichkeit. Wir betrachten Zufallsvariable
X,Y, die N(u1,0?)- bzw. N(ps,0?)-verteilt sein sollen; dabei ist o
unbekannt. X wird n-mal, Y m-mal abgefragt.

Wenn man dann an pg; — pe interessiert ist, so kann man das auf
die Uberlegungen der Seite 110 zuriickfithren (,,Lineare Funktionen
schitzen“). Es folgt: Die Hypothese 1 = po kann mit einem ¢-Test
behandelt werden. Sie ist zum Niveau « abzulehnen, wenn

My — My| > r (% n %)v

Dabei ist  so gewéhlt, dass eine t,,,,—o-verteilte Zufallsvariable mit
Wahrscheinlichkeit o in [ —r, ] liegt.

Fiir mehr als zwei zu vergleichende Verfahren sind diese Uberlegun-
gen aber nicht anwendbar.
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Mehrfaktorielle Varianzanalyse

Nun wird es etwas komplizierter, es geht um den Vergleich von mehreren
EinflussgroBen®®): Wie beeinflussen Bildung der Eltern und Wohngegend den
Schulerfolg? Wie héngt das Krebsrisiko vom Rauchverhalten und vom Alkohol-
konsum ab?

Abstrakt geht es also um s; Einflussgrofien vom Typ 1 und so Einflussgrofien
vom Typ 2. Alle sollen getestet werden, es gibt also s := s15o Parameterkombi-
nationen. Wir sprechen wieder von , Feldern® F; ;, darauf soll der Einfluss (4, j)
auf n;; Teilfeldern getestet werden?26).

Auf den zu i,j gehorigen Feldern werde X j1,..., X jn,, gemessen, wir
fassen die X; jx zu einem Vektor X zusammen (er hat ), ;n;; Dimensionen).

Nun folgen einige wichtige Definitionen und Plausibilitdtsiiberlegungen. Im
Folgenden ist:

o 1;; der Erwartungswert der Messungen auf Feld Fj;.

e 11 der Mittelwert der Erwartungswerte, also
_ 1
= Hig

o 7i;, soll der Mittelwert tiber die Methode ¢ vom Typ 1 sein:

ﬁi* = izulj

e Analog wird 7z,; als Mittelwert der Methode j vom Typ 2 definiert.
Wichtig sind dann die folgenden Uberlegungen:
e Hitte die i-te Methode vom Typ 1 keinen Einfluss, sollte
Q1= [y — [
gleich Null sein. «; misst also diesen Einfluss.

e Entsprechend misst
den Einfluf} der j-ten Methode vom Typ 2.

e Folglich ist
(pij — 1) — o = B;
der Effekt, der nicht durch Methode i vom Typ 1 oder Methode j vom

Typ 2 erklidrt werden kann. Diese Zahl heifit der Wechselwirkungseffekt
zwischen den Methoden 4 und j und wird mit «;; bezeichnet.

25)Im Folgenden werden wir uns auf die Behandlung des Falls zweier Einflussgréfen be-
schrénken.

26)Man kénnte zum Beispiel an verschiedene Diingemethoden und verschiedene Saattermine
denken.
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Trivialerweise gilt dann p;; = 1t + o; + 5 + 7;5, und interessant kénnten die
folgenden Hypothesen sein:

e Alle o; sind Null: Das heifit, dass die Einfliisse vom Typ 1 keinen Einfluss
auf das Endergebnis haben.

e Analog werden alle 3; verschwinden, wenn Typ 2 keine Rolle spielt.

e Die Hypothese ,,Alle 7;; verwchwinden® bedeutet, dass sich die Einfliisse
vom Typ 1 und vom Typ 2 gegenseitig nicht beeinflussen.

Die zugehorigen Hypothesen konnen durch die Definition geeigneter Un-
terrdume modelliert werden, im Fall normalverteilter Fehler lassen sich auch
Tests finden, die mit F-Verteilungen konzipiert werden.
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Kein Einfluss der Faktoren von Typ 1!

Das heifit doch, dass wir a; = -+ = a5, = 0 annehmen. Ausgedriickt fiir
die j1;;, die einen s-dimensionalen Parameterraum aufspannen, sind das s; Ein-
schrinkungen. Davon sind allerdings nur s; — 1 wichtig, denn nach Definition
ist ), o = 0; die a-Bedingungen sind also nicht unabhingig voneinander. Die
Hypothese, dass alle o verschwinden, entspricht daher der Hypothese, dass der
Parametervektor (u;;) in einem speziellen (s — s; + 1)-dimensionalen Unter-
raum H; des R® liegt. Durch den letzten Teil von Satz 4.3.8 kann das durch eine
F-Verteilung getestet werden. (Genauer: eine Fy, 1 55, s,- Verteilung.)

Die fiir die Berechnung der Testgréfie relevanten Zahlen sind wieder leicht
zu ermitteln. Hier das Ergebnis in Rezeptform:

e Man gebe ein Konfidenzniveau vor und mache die fraglichen Tests: Auf
Feld F; ;5 wird X; ;5 geerntet.

e Berechne die Zahlen

1 1
M;; = niw Zk:Xijka M, = Tin %};Xijk;

dabei ist ng == ;M die Anzahl der ,Felder“ fiir die die i-te Methode
getestet wurde.

e V* hat hier die Form

1
V5= —— Y (X — M)~
’I’L—8182§;€( Jk z)

e Wichtig ist dann noch die (geeignet skalierte) Linge der anderen Kathete.
Das fithrt auf die empirische Varianz zwischen den Gruppen von Faktor 1:

1

Z*dGl = s 1 anj(Mz* — M)2
ij

e Wihle nun zum vorgegebenen Fehlerniveau « eine Zahl r, so dass eine
Fs, _1.n—s, s,-verteilte Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeit 1 —a in [0, 7]
liegt. Lehne die Hypothese ab, falls

Vz*dGl >r V*

Kein gegenseitiger Einfluss der Faktoren!

Diesmal ist von den s Bedingungen 7;; = 0 auszugehen, der zugehdrige
Raum hat die Dimension s; + so — 1. Vollig analoge Uberlegungen fithren dann
zu folgendem ,,Rezept*:

e Berechne wie im vorigen Beispiel M, die M;, und die analog definierten
M,;.
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e Bestimme zusétzlich V5 := Zij nij(M;j — M — M, j+M)?, die Wech-
selwirkungsvarianz zwischen den beiden Gruppen.

e Wihle zu vorgegebenem « ein 7, so dass eine F,, _1)(s,—1),n—s, s,-vVerteilte
Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeit 1 — « in [0, r ] liegt.

e Lehne die Hypothese ,,Kein gegenseitiger Einfluss“ ab, falls V15 > r V™.

Als Beispiel kann man sich eine Messreihe verschaffen, in der die Reaktions-
zeit unter mehr oder weniger hohem Alkoholeinfluss und der Einnahme eines
Medikaments gemessen wird. Als Ergebnis konnte etwa herauskommen: Das
Medikament selbst hat keinen Einfluss, Alkohol hat sehr wohl einen Einfluss,
und es gibt einen zusétzlichen Wechselwirkungseinfluss.

4.7 Kovarianzanalyse

Eine typische Problemstellung bei der Kovarianzanalyse sieht so aus:

Man mochte eine Standard-Varianzanalyse durchfithren, zum Bei-
spiel soll der Lernerfolg von Schiilern bei der Verwendung unter-
schiedlicher Englisch-Lehrbiicher verglichen werden. Nun stellt man
allerdings bei Diskussionen in der Klasse fest, dass die Kinder in
ihrer Freizeit sehr unterschiedliche Moglichkeiten haben, die Eng-
lischkenntnisse anzuwenden. Manche beschéftigen sich intensiv mit
Popmusik, in manchen Elternhéuser werden regelméfig Englisch-
sprachige Sendungen im Fernsehen angeschaut usw.

Diese unterschiedlichen Ausgangssituationen wiirden das Ergebnis
des Schulbuchvergleichs sicher verfilschen, und deswegen versucht
man, das durch einen Vorlauf vor der eigentlichen Varianzanalyse
auszugleichen, den stoérenden Einfluss also irgendwie ,, herauszurech-

nen‘.

Formal stellt sich das Problem so da. Eigentlich m6chte man ein ganz gew6hn-
liches lineares Modell
X =Ay+ o€

behandeln. In unserem Beispiel wire es eine Varianzanalyse, bei der A nur aus
Nullen und Einsen besteht. Tatséchlich ist das aber ein zu einfaches Modell, in
Wirklichkeit wére

X =Ay+ By +o¢

angemessener; dabei ist B eine n x §-Matrix, dadurch wird der Einfluss der §
weiteren Einflussgrofien modelliert.

Je nach Problemstellung kann nun eine Schéatzung von ~y oder 7 interessanter
sein, meist will man nur Informationen iiber « erhalten.

Aufgrund der allgemeinen Ergebnisse in Abschnitt 4.2 kann man doch so
vorgehen:
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e Fasse X = Ay + By + o€ als gewohnliches lineares Modell auf. Doch
Achtung: Die Designmatrix ist jetzt Ag := (A B) (dazu werden einfach die
Matrizen A und B nebeneinander geschrieben), und der Parametervektor

ist Yo ‘= (717"'576"’?1"'7’?5)'

e Von diesem Parametervektor interessiert nur der v-Anteil, also die ersten s
Komponenten. Diesen Anteil erhiilt man dadurch, dass man die s x (s+ §)-

Matrix
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
C:= .
0 0 1 0 0

auf v9 anwendet.

e ( ist sicher schéiitzbar, wenn wir geniigend starke Voraussetzungen fiir A
und B fordern. Und deswegen kann ein optimaler Schéitzer mit Satz 4.2.7
gefunden werden: Es ist der Schiitzer CAJ.

Damit besteht die Hauptaufgabe darin, C Af auszurechnen.

Wir beginnen mit den technischen Voraussetzungen, wobei wir — um das
Ganze iibersichtlich zu halten — grofite Allgemeinheit nicht anstreben. Wir wol-
len ab hier voraussetzen, dass A und B jeweils vollen Rang haben (also s bzw.
3). Auch fordern wir, dass die Bildriume von A und B nur die Null in ihrem
Schnitt haben?”).

Zur Abkiirzung schreiben wird U fiir den Bildraum von A und V fiir den
Bildraum von B und setzen W := U + V. Es ist dann W das Bild von Ay,
und dieser Unterraum des R™ ist aufgrund unserer Voraussetzungen die direkte
Summem aus U und V.

Nun analysieren wir den Schiitzer CAJ, als Erstes kiimmern wir uns um die
Wirkung von Aar. Ist X gegeben, so wird X zunéchst orthogonal auf W proji-
ziert, dieses Element soll hier w genannt werden. Beachte, dass w auf eindeutige
Weise als v 4+ v mit v € U und v € V schreibbar ist. Dann wird ein inverses
Element 7y zu w gesucht. g ist aus einem v und einem 4 zusammengesetzt, und
da Agvo einerseits gleich w (= u 4 v) und andererseits gleich Ay + B# ist, muss
wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von w notwendig v = Ay und v = B¥
gelten.

Aber Cy ist gleich v, und das bedeutet:

Um das gesuchte v zu finden, muss man nur die Gleichung Ay = u
16sen.

Damit haben wir das Problem in zwei Teilprobleme aufgespalten:

27)Das heifit einfach, dass man nicht Teile der Designmatrizen ohne Informationsverlust
weglassen darf.
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e Finde zu vorgegebenem w € U + V eine konkrete Zerlegung w = u + v.
e Finde v mit Ay = u.

Dieses 7y ist dann unsere beste Schitzung auf der Grundlage von X.

Losung von Teil 1 des Problems

Es ist hier niitzlich, an einen schon bewiesenen und mehrfach verwendeten
Sachverhalt zu erinnern:

e Ist A: R° — R"”, so lidsst sich die Projektion auf den Bildraum von A
explizit als Py = A(ATA)~1AT schreiben.

Damit ist die Projektion auf den zum Bild von A orthogonalen Raum durch
P’ := Id — P, gegeben.

Lemma 4.7.1. Fiirx € R™ sei w die orthogonale Projektion auf W, und w sei
als u+v mituw € U und v € V geschrieben. Dann ist v= B(BTP'B)"'BT P'x.

Beweis: Sei Q := B(BTP'B)"'BT P'. Wir behaupten, dass @ erstens wohlde-
finiert und zweitens die , schiefe“ Projektion von R™ auf V ist, die U und W+
auf 0 abbildet. Dazu ist zu zeigen:

e Wir zeigen, dass BT P'B injektiv (und folglich bijektiv) ist. Sei dazu =
mit BT P’ Bz = 0 gegeben. Dann liegt 3 := P’ Bz einerseits in V1 (da der
Kern von BT der Orthogonalraum des Bildes von B ist) und andererseits
im Bild von P’, also in U+. Also ist y € Ut NV+ = W,

Es ist aber auch y = Bz — Py(Bxz) € W, also y € W N W+ = {0}. Das
bedeutet Bx € U, und da U NV = {0} gilt, ist Bx = 0. Da B injektiv ist,
heifit das = = 0.

e () ist idempotent, also Q% = Q: Das ist aufgrund der Definition klar.

o Qx = x fir z € V. Wirklich gilt, wenn « von der Form B ist, dass

Qr=B(B'P'B)"'B"P'By=By=u.

e Fiir z € U ist Qz = 0. Das ist klar, denn fiir diese x ist P’z = 0.

o Ist v € Wt = U+ NV so ist zunichst (wegen z € Ut) P'z = z.
Andererseits gilt fiir z € V*, dass B"z = 0 gilt. (Denn ist

(z,B) = (B'2,79) =0

fiir alle 7, so folgt BTx = 0). Insgesamt folgt, dass Qx = 0 fiir solche =
gilt.
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Damit ist das Lemma bewiesen. O

Losung von Teil 2 des Problems ‘

Dafiir brauchen wir nur an schon Bekanntes zu erinnern: -y ldsst sich aus
einem u = Ay leicht durch v = (AT A)~!ATu rekonstruieren.

Wir fassen zusammen:

Satz 4.7.2. Um v optimal aus X zu schdtzen, verfahre man wie folgt:
(i) Berechne zundchst v:= B(BTP'B)"'BTP'X.
(ii) Korrigiere X zu X' := X — v.

(iii) Schitze dann ~ durch 4 := (ATA)"1ATX'.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Die Situation ist besonders einfach, wenn U und V senkrecht aufeinander
stehen, wenn also

(Ay,B7) = (BT Ay,7) =0

fir alle 7,7 gilt. Es folgt, dass BT A die Nullabbildung ist. Damit ist auch
BTP4 =0, d.h., es ist BTP' = BT. Deswegen vereinfacht sich die Definition
von @ zu

Q=B(B'B)'B'.

Das ist aber gerade der optimale Schétzer fiir 4 aus X, und wir kénnen zusam-
menfassen:

Wenn die Bilder von A und B senkrecht aufeinander stehen, kann
die Kovarianzanalyse wie folgt interpretiert werden:

e Gegeben sei die Stichprobe X = Ay + By + d¢.

e Fasse sie zunichst als lineares Modell X = By + (Avy + ¢€) auf:
Die Regressoren sind nur die Komponenten von 7, und Ay+ o€
ist die ,,Storung*.

e Schitze nun aufgrund dieses Modells 4 optimal: Die Schitzung

bezeichnen wir mit v.

e Korrigiere X zu X — v (,die Stichprobe wird um den Einfluss
der 4-Parameter bereinigt“) und schétze damit das .

2. Wir nehmen das Beispiel vom Beginn dieses Abschnitts noch einmal auf.
Zu testen sind zwei Englischbiicher, in jeder Gruppe sind 4 Personen beteiligt.
Protokolliert sind der Lernerfolg und die geschiitzen Vorkenntnisse?®):

28)In Bezug auf Skalen, die die jeweilige GroBe hoffentlich linear wiedergeben . . .
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Person | Buch | Lernerfolg | Vorkenntnisse
1 1 12 0
2 1 10 1
3 1 14 2
4 1 15 6
5 2 4 2
6 2 7 4
7 2 2 1
8 2 3 0

Das Modell der Kovarianzanalyse besteht hier aus den Matrizen

und B =

i i i e B e B e B e

O R NN RO

OO OO = ==

und der X-Vektor ist die Spalte ,,Lernerfolg*.

Im ersten Schritt ignorieren wir die Vorkenntnisse und werten das Modell nur
unter Verwendung des A-Modells aus: Das ist eine ganz normale Varianzanlyse.

Erwartungsgeméifl ergeben sich als Parameter die Mittelwerte {iber die Lern-
erfolge bei Verwendung von Buch 1 bzw. Buch 2, also die Zahlen 12.75 und
4.

Nun sollen die Vorkenntnise beriicksichtigt werden. Mit den vorstehenden
Bezeichnungen ist in diesem Fall die Projektion P’ auf das orthogonale Kom-
plement von Bild A durch

0.7 -0.25 -0.25 -0.25 0.00 0.00 0.00 0.00
-025 0.7 -0.25 -0.25 0.00 0.00 0.00 0.00
-025 -025 0.7%5 =025 0.00 0.00 0.00 0.00
-0.25 -0.25 -0.25 0.75 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 000 000 0.00 07 -025 -0.25 -0.25
0.00 000 000 0.00 -0.25 075 =025 -0.25
0.00 000 000 0.00 -0.25 =025 0.7 —0.25
0.00 000 000 0.00 -0.25 =025 -0.25 0.75
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gegeben, und die ,,schiefe“ Projektion auf das Bild von B, also (BT P'B)~'BT P/,
ist durch

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
-0.08 —-0.04 -0.01 0.13 0.01 0.08 -0.03 -0.06
-0.15 -0.08 -0.02 0.25 0.02 0.15 -0.05 -0.12
—-0.46 -0.25 -0.05 0.76 0.05 0.46 -0.15 —0.36
-0.15 —-0.08 -0.02 0.25 0.02 0.15 -0.05 -0.12
-0.31 -0.17 —-0.03 0.51 0.03 031 -0.10 -0.24
-0.08 -0.04 -0.01 0.13 0.01 0.08 -0.03 -0.06

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

definiert. Das ergibt einen , Korrekturvektor®

v=(000 079 158 473 1.58 3.15 079 000 ),

und der ,,bereinigte“ Vektor X — v ist

(1200 9.21 1242 10.27 242 385 121 3.00 ) .

(Man sieht, dass der Lernerfolg niedriger gewertet wird, wenn es Vorkenntnisse
gibt.) Damit wird nun das lineare Modell mit der A-Designmatrix ausgewertet,
man erhélt die Parameter (in unserem Fall die Erfolgszahlen fiir die beiden
Lehrbiicher) 10.98 und 2.62.

Alternativ hétte man auch mit der Designmatrix (A B) und dem originalen
X arbeiten kénnen. Erwartungsgeméfl ergeben sich die gleichen Werte fiir v;
und 72, und zusétzlich erhélt man noch v3 = 0.79. Diese Zahl kann als Einfluss
der Vorkenntnisse interpretiert werden.






Kapitel 5

Nichtparametrische
Verfahren

In den vorigen Kapiteln wurden Verfahren besprochen, um Zahlen oder Vekto-
ren zu schitzen oder damit zusammenhéngende Vermutungen zu testen. Man
spricht dann von parametrischen Verfahren. Viele wichtige Fragen sind aber
dadurch nicht abgedeckt: Sind gewisse Zufallsvariable unabhéngig? Verhélt sich
ein vorgelegter Wiirfel wirklich so wie behauptet? ...

In diesem Kapitel wollen wir auf einige dieser Probleme eingehen. Meistens
wird es um Methoden gehen, die auch bei Vorliegen beliebiger Verteilungen
anwendbar sein miissen, die entsprechenden Verfahren heiflen verteilungsfrei.

In Abschnitt 5.1 wird die Hypothese getestet, ob eine vorgelegte Wahrschein-
lichkeit mit einer speziellen, genau beschriebenen iibereinstimmt. Uberraschen-
derweise fithrt das wieder auf die y2-Verteilung, der zugehorige Test heifit der
x?-Anpassungstest. Danach, in Abschnitt 5.2, wird es um x2-Tests auf Un-
abhdingigkeit gehen. Damit kann — einheitlich fiir alle Verteilungen — getestet
werden, ob zwei Zufallsvariable unabhéngig sind.

Abschnitt 5.8 ist dann den Rangtests gewidmet. Die Hypothese, ob zwei
Wahrscheinlichkeitsmafle auf R gleich sind, kann dabei dadurch getestet werden,
dass die Rénge von Stichproben miteinander verglichen werden.

Es folgt dann noch die Besprechung des Kolmogoroff-Smirnoff-Tests: Lie-
fern Stichproben einen Anhaltspunkt dafiir, ob eine bestimmte kontinuierliche
Verteilung vorliegt? Das wird in Abschnitt 5.4 diskutiert werden.

5.1 Der y?-Anpassungstest
Angenommen, jemand behauptet, dass ein Wiirfel fair ist oder auf ganz be-

stimmte Weise gefilscht. Wie kénnte man das testen? Man wird ihn ,,geniigend
oft“ werfen und die Ergebnisse zéhlen. Sind die empirischen Héufigkeiten ,na-
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he genug® bei den behaupteten, ist alles in Ordnung, andernfalls sind Zweifel
angebracht. Doch wie oft ist ,,geniigend oft*, wie nahe ist ,,nahe genug?

Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum auf {1,...,s} durch Vorgabe der Zahlen
P1,--.,Ps > 0 definiert. Wir fragen ihn n-mal ab, wobei n grofl gegen s sein soll:
hy(1)-mal erscheint die 1, h, (2)-mal die 2 usw. Es ist also h,, (1)+- - -+h,(s) = n,
und die h,(i)/n sollten in der Nihe von p; sein: Abweichungen wiirden ein In-
diz dafiir sein, dass die Stichprobe von einem anderen Wahrscheinlichkeitsraum
gezogen wurde.

Wir nehmen an, dass n ,,sehr, sehr gro“ ist und dass wir keine Lust haben,
das Experiment wirklich durchzufiihren; wie konnte man die Ergebnisse einfa-
cher erzeugen? Fiir jedes ¢ kann doch der Unterschied zwischen p; und hy,(%)/n
aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes beschrieben werden:

np;(1 — p;)

ist anndhernd standard-normalverteilt. Man koénnte sich also standard-normal-
verteilte &1, ..., & verschaffen und h, (i) als v/np;(1 — p;)& + np; definieren.

Der Schonheitsfehler: Auf diese Weise kann nicht garantiert werden, dass
hn(1) 4 -+ hy(s) = n gilt. Das ist nicht zu erwarten, wenn die & unabhingig
sind, dann kann h, (1) + - - - + hy,(s) = n keine Konstante sein.

Man muss also die &; normalverteilt mit gewissen Abhdngigkeiten so erzeu-
gen, dass am Ende wirklich die Summe der h,, (i) gleich n ist. Technisch geht
das so: Man erzeugt s — 1 unabhéingige N(0,1)-Verteilungen 7y, ...,7s_1 und
verwendet sie, um s Standard-Normalverteilungen &, ...,&s zu definieren. §;
spielt die Rolle von (hy, (i) — np;) /\/mp;. Erstens kann man so die h,, (i) aus den
n’s errechnen, und zweitens entstehen die n’s aus den ¢’s durch eine orthogonale
Transformation.

Fazit: Die Summe &7 + - - - + €2 ist genauso verteilt wie die nf + -+ +n2_,
sie ist also x2_;-verteilt. Auf diese Weise ergibt sich der folgende

Satz 5.1.1. (x%-Anpassungstest von Pearson, 1900Y))
Definiere eine Zufallsvariable D durch

s . 2

h

D= anz("(l)/n _ 1) )
i1 i

Dann ist D fiir grofie n néiherungsweise x2_, -verteilt.

Beweis: Der Beweis ist recht aufwindig. Hier sollen die entscheidenden Techni-
ken vorgestellt werden, fiir Einzelheiten verweise ich auf das Buch von Georgii.

Schritt 1: Was ist die Multinomialverteilung?

DVon K. Pearson, Vater von E. Pearson aus dem Neyman-Pearson-Lemma.
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Die Binomialverteilung ist wohlbekannt: Es werden n unabhéngige Experimente
gemacht, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit p zum ,,Erfolg” fiihren. Es geht dann
um die Wahrscheinlichkeit, dass genau k Erfolge dabei sind.

Bei der Multinomialverteilung gibt es auch n Experimente, Es gibt aber
,Erfolge* vom Typ 1 bis s, der i-te Erfolg tritt mit Wahrscheinlichkeit p; ein.
Unter der Multinomialverteilung versteht man das Wahrscheinlichkeitsmaf, das
die Verteilung der moglichen Ergebnisse misst:

Wie gro8 ist — fiir j, ..., js € Nog — die Wahrscheinlichkeit, dass genau j; Erfolge
des Typs i dabei sind, i =1,...,s7

Die Antwort bekommt man durch sukzessive Anwendung der Idee, die zur
Binomialverteilung fithrte. Wir betrachten ein Experiment, das genau j; Erfolge
vom Typ i hatte (fiir alle i = 1,...,s). Jedes einzelne hat sicher die Wahrschein-
lichkeit pj* - - - pls. Wieviele gibt es?

Es gibt (ﬁ) Moglichkeiten, die 1-Erfolge zu wéahlen, unter den verbleibenden
n — j1 Experimenten gibt es (";le) Moglichkeiten fiir die 2-Erfolge. Und so
weiter. Am Ende erhélt man |

n!
il gl
mogliche Fille. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich damit zu
n'

— lpil"'p?ss-
ol

M(ji,- - jsipry - Psin) == ———
Jl....J

Das ist die Multinomialverteilung.

Schritt 2: Wie hdngt sie mit unserem Problem zusammen?

Aufgrund unserer Herleitung sind die Erfolgszahlen (h,(1),...,h,(s)) gemif
M(...;p1,...,ps;n) verteilt. Wir werden daher die Multinomialverteilung stu-
dieren miissen, die Behauptung des Satzes wird sich daraus ergeben, dass wir
alles (approximativ) auf unabhiingige Summen von N (0, 1)-Verteilungen zuriick-
fiithren.

Schritt 3: Das Maf$ Py auf der Hyperebene E

Eine wichtige Rolle wird im Folgenden die durch
E:={zeR"|) z;\/p; =0}

definierte Hyperebene des R?® spielen.
Wir stellen uns die h, (i) (i = 1,...,s) niamlich als Zufallsvariable vor?).
Normalisiert man sie durch die Definition

hyy (i) = (hn () — npi) /v/npi,

2)Genauer: Wihle n unabhingige Zufallsvariable Yi,...,Y; mit Werten in {1,...,s}, so
dass das Bildmaf$} jeweils die durch pi,...,ps gegebenen Wahrscheinlichkeiten hat. Es ist

dann
ha(i) = > xqay (V5)-
J
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so entsteht ein Zufallsvektor

(Ri(1), ..., hi(s)),

der offensichtlich in F liegt. Unter Py wollen wir das durch diesen Vektor indu-
zierte Bildmaf verstehen.

Dabei unterdriicken wir das n:
Ab jetzt ist n fixiert, es wird angenommen,
dass n ,,sehr grof3* ist.

Schritt 4: Auch Poissonverteilungen erzeugen die Multinomialverteilung

Einleitend wurde schon bemerkt, dass die Hauptschwierigkeit darin besteht, die
betrachteten Verteilungen durch unabhdngige Normalverteilungen zu beschrei-
ben. Mit unabhéngigen Poissonverteilungen geht das wie folgt.

Betrachte fiir ¢ = 1,...,s eine Zufallsvariable S;, die Poissonverteilt zum
Parameter np; ist; die S1,..., S5 sollen dabei unabhéingig sein. Schon jetzt be-
merken wir, dass .S; als Summe von n unabhéngigen Poissonverteilungen mit Pa-
rameter p; erzeugt werden kann; deswegen ist Sj := (S; —np;)/,/np; anndhernd
standard-normalverteilt?).

Wir setzen noch N := ", S;. Diese Zufallsvariable ist Poissonverteilt zum
Parameter n, und deswegen ist N* := (N—n)/+/n ebenfalls annéhernd standard-
normalverteilt.

Betrachte nun das Ereignis {N = n} (d.h. {N* = 0}). Nach Definition der
Poissonverteilung hat es die Wahrscheinlichkeit n™e~"/n!. Entsprechend erhélt
man: Fir ji,...,js € Ng mit ), j; = n ist die Wahrscheinlichkeit

P(S; =j; fir allei | N =n)
gleich

(npl)ﬁefnpl (nps)jse*nps

jl! ]s'

/nne*”/n! = M1,y fsi Py Psi ).

So kommen unabhéngige Zufallsvariable ins Spiel.

Schritt 5: Bedingte Normalverteilungen

Wir betrachten s unabhéngige Standard-Normalverteilungen &1, ...,&s. Dann
ist der Vektor & := (&,...,&s) gemeinsam normalverteilt auf dem R®. Wir
bendtigen gleich das Ergebnis, dass £ unter der Bedingung &, = 0 gemeinsam
wie (&1,...,&_1) auf dem R*~! normalverteilt ist. Zur Prizisierung dieses plau-
siblen und richtigen Ergebnisses miissten noch einige Einzelheiten nachgetragen
werden, die wir hier iiberspringen.

Schritt 5: Finale (Hauptbeweis)

Sei O eine orthonormale Matrix, die die Hyperebene H := {x5 = 0} des R® in
E dreht.

3)Zur Erinnerung: Die Varianz einer Poissonverteilung zum Parameter X ist gleich \.
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Wihle dazu eine orthonormale Matrix V, in deren letzter Zeile der Ein-
heitsvektor (\/pT) steht. Dann vermittelt V' durch z — Vz offensichtlich
eine Bijektion von E nach H. Also reicht es, O := V™' zu setzen.

Da O orthonormal ist, sind auch die durch
Y= (7, v =08, 80"

definierten Zufallsvariablen Y7*, ... Y (nidherungsweise) gemeinsam standard-
normalverteilt und unabhéngig. Wegen Schritt 5 ist also Y* unter der Bedingung
Y} = 0 (approximativ) verteilt wie s — 1 unabhéingige Standardnormalvertei-

lungen.

Bemerkenswerterweise ist aber Y;* = N*, also gilt:

Die Verteilung von S7, ..., 5! unter der Bedingung N* = 0 — d.i. die Multino-
mialverteilung — entsteht durch ,,Drehung® von s — 1 unabhéingigen Standard-
normalverteilungen im R*~% x {0}.

Da schlieflich Langen beim Drehen erhalten bleiben, muss die quadrierte
Lange von (S}, ...,S57) wie x2_;-verteilt sein. Die b}, (i) entstehen aber aus den
hn (i) wie die S} aus den S;, und daswegen folgt, dass die quadrierte Lénge des
Vektors (hi(1),...,h% (i) ebenfalls x2_,-verteilt sein muss. Es ist aber

con? (P (i) — 1pi)?
_ (@)
B anz( bi 1)
= D.
Damit ist alles gezeigt.

Es folgt ein Versuch, die Strategie noch einmal mit anderen Worten zu-
sammenzufassen. Neben den schon eingefithrten Definitionen betrachten
wir noch die Abbildung ® : R* — R®, die durch

(ersennvn) o (B e e
nps nps

definiert ist.

e Die Multinomialverteilung ist eine Verteilung auf

F:={(,.--,js) € No)" | Y_ji = n}.
So sind die (hn(1),...,hn(s)) verteilt.

e (S1,...,8s) ist in (Ng)° verteilt, auf F' ergibt sich die Multinomial-
verteilung.

e Nun wird ® auf die (S1,...,95s) angewandt. Die Bildverteilung ist
ndherungsweise ein Produkt von s unabhingigen Standardnormal-
verteilungen (zentraler Grenzwertsatz). Deswegen sollte die bedingte
Verteilung auf jeder Hyperbene durch 0 verteilt sein wie s — 1 un-

abhéngige Standardnormalverteilungen. Unter ® wird aber F' auf
abgebildet, und wir erhalten:
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e Die (h,...,hs) in E sind verteilt wie s — 1 unabhingige Standard-
normalverteilungen. Deswegen ist die quadrierte Liange dieses Vek-
tors (das ist das D des Satzes) niherungsweise x2_,-verteilt.

O

Bemerkungen und Beispiele:

1. Die ungewdthnliche Normierung scheint auf den ersten Blick etwas mysterios.
Das Ergebnis soll deswegen im Spezialfall s = 2 noch einmal durch eine direkte
Rechnung verifiziert werden.

Gegeben seien also eine Wahrscheinlichkeit p, es werde n-mal ein Bernoulli-
experiment durchgefiihrt. Mit h bezeichnen wir die Anzahl der Erfolge.

Dann ist h* = (h—np)/+/np(1 — p) nach dem zentralen Grenzwertsatz néhe-
rungsweise N (0, 1)-verteilt. Nun ist nur zu beachten, dass im vorliegenden Fall

(h")? = n(p<h/n - 1)2 +(1 _p)<w i 1>2>

p L—-p
gilt, und die rechte Seite ist der Testwert D des Satzes.

2. In den Lehrbiichern gibt es ein beliebtes Beispiel: Das Mendelsche Kreu-
zungsexperiment. Es stellt sich namlich heraus, dass der x2-Test, angewandt
auf die Mendelschen Zahlen, eigentlich viel zu perfekt ausfillt. Zwischen den
Zeilen steht dann immer der Verdacht, dass Mendel die Zahlen vielleicht ein
wenig manipuliert hat: corriger la fortune ...

3. Die Ausgangsfrage ,, Wie filscht man Protokolle richtig?“ ist jetzt auch be-
antwortet. Man verschaffe sich

e s — 1 unabhéngige N (0, 1)-Verteilungen &7, ..., &s—1.

¢ Eine orthonormale Matrix O, die in der letzten Spalte den Vektor (/p1, ..., /Ps )T
hat; die Eintrége sollen a;; heifien.

Definiert man dann A; := Zj;} a;;&; und anschlieBend

hi := /np;A; + np;

fiiri =1,...,s, so haben die h; die richtige Verteilung; man muss nur noch auf
ganzzahlige Werte auf- bzw. abrunden.

5.2 Der y?-Unabhingigkeitstest

Uberraschenderweise kann man mit #hnlichen Methoden auch Unabhéngigkeit
testen. Die Ausgangssituation ist die folgende.

Gegeben sind zwei endliche Mengen I = {1,...,k} und J = {1,...,1} so-
wie Wahrscheinlichkeiten p;; auf I x J. Die Marginalverteilungen sind dann die
pi = > ;pij und die ¢; := >, pi;. Man kann sich dann fragen, ob die Kom-
ponenten i, j unabhingig sind, ob also das Maf3 auf I x J das Produktmaf} der
Marginalverteilungen ist.
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Beispiele aus dem Leben sind schnell gefunden: Sind die Eigenschaften ,, Rau-
cher® und ,,Geschlecht“ unabhingig (hier ist k =1 = 2)7 Liegt Unabhéngigkeit
vor, wenn man das Gehalt und die Uni vergleicht, an der der Abschluss gemacht
wurde?

Das einzige, was man messen kann, sind die relativen Haufigkeiten in einer
Stichprobe. Man nimmt also eine Stichprobe vom Umfang n und z#hlt, wie
sich die Merkmale verteilen (wieviele weibliche Raucher usw.). Wenn es h;;
Ergebnisse des Typs (i, ) gibt, so ist also

e erstens ), hi; = n;
e h;;/n eine Schitzung fiir p;;;

e Unabhéngigkeit genau dann gegeben, wenn h;;/n in der Ndhe des Pro-
dukts aus (3_; hij)/n und 37, hij/n ist.

Die Idee des x2-Tests auf Unabhiingigkeit besteht nun darin, aus den h;j eine
Testgrofle zu berechnen, die im Fall der Unabhéngigkeit nach einer bekannten
Verteilung verteilt ist. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes:

Satz 5.2.1. Mit den vorstehenden Bezeichnungen gilt: Setzt man h} = Zj hij
und h =3, hij sowie

hih2/n)?

Ti= ZT

so ist T néiherungsweise X?k_l)(l_l)—verteilt.

Bemerkungen:

1. Der Beweis ist #hnlich wie der zum y2-Anpasssungstest: Man iiberlegt sich,
wie man eine Stichprobe mit (k — 1)(I — 1) unabhéngigen Standardnormalver-
teilungen erzeugen kann und rechnet dann riickwéirts aus den h;; eine Zahl aus,

die der Quadratsumme dieser Verteilungen entspricht: vgl. Georgii, Abschnitt
11.3.

2. Bei einer typischen Anwendung gibt man ein a vor, macht den Test und lehnt
dann die Hypothese der Unabhéngigkeit ab, wenn T zu grof ausfillt (wenn also
T > r ist, wobei eine X%k_l)(l_l)—\/erteilung mit Wahrscheinlichkeit 1 — « in
[0,7] liegt).

5.3 Rangtests

Wie kann man testen, ob zwei Stichproben aus der gleichen Verteilung gezogen
wurden? Um entsprechende Tests zu motivieren, betrachten wir vorbereitend
die folgende Situation: Es treten bei einem Mathematikwettbewerb zwei Teams
an, Team A und Team B. Wenn dann Team A ,deutlich besser ist, findet es
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niemand iiberraschend, dass die Platzierung (von schlecht nach gut) etwa so
aussieht:
B,A,B,B,B,A,B,B,B,B,B,A,A; A, A, A, A, A.

Bei ,,ausgeglichenen* Teams wiirde man eher Ergebnise des Typs
A B,B,A,B,A,A,B,B,B,A,B,A,A,B,A, A, B
erwarten. Kurz: Eine ausgeglichene Rangfolge ist ein Indiz fiir ein vergleichbares
Potenzial. Diese Idee m6chte man sich zum Testen zunutze machen.
Als erste Vorbereitung soll mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden

prézisiert werden, was ,,besser” heif3t:

Definition 5.3.1. Seien P und @ zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf R. Wir
sagen, dass P nicht besser als Q) ist, wenn

P([¢,+00]) < Q([¢,+00])

fiir jedes ¢ € R gilt; in diesem Fall schreiben wir P < Q.

Beispiele: Fiir zwei Normalverteilungen mit der gleichen Streuung gilt P < Q
genau dann, wenn der Erwartungswert von P kleiner oder gleich dem Erwar-
tungswert von @ ist. Auch fiihren bei Binomialverteilungen gréflere p zu grofe-
ren Verteilungen im Sinne von <.

Das Ziel wird also darin bestehen, eine Testgrofie einzufiihren, mit der man
die Nullhypothese P = @ gegen die Alternativhypothese P # @ testen kann.
Es folgt die fiir diesen Zweck angemessene

Definition 5.3.2. Gegeben seien k Zahlen x4, ..., xk, die aus einer Verteilung
P gezogen wurden sowie | Zahlen xgi1,...,xky, die gemdf$ der Verteilung Q
erzeugt wurden. Wir nehmen an, dass die x1,...,x,4+; poarweise verschieden
sind® .

Und nun wird gezdhlt: Die Zahl U entsteht daraus, dass man fir jedes x;,
i=1,...,k, zihlt, wieviele x; mit j =k +1,...,k+1 vor x; liegen:

ko k+l

U:= Z Z Xaj<wz;-

i=1 j=k+1

Beispiel:

Es sei etwa k = [ = 3, die x; seien gleich 1,4, 7,2, 3,10. Dann ist U = 04+2+2 = 4.
Man beachte, dass U stets zwischen 0 und k! liegt. (Im ersten Fall sind die

x1,...,xy die kleinsten Elemente der Stichprobe, im zweiten Fall die gréiten.)

Y Das ist mit Wahrscheinlichkeit 1 zu erwarten, wenn stetige Dichten vorliegen.
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Es gibt eine andere Moglichkeit, den Begriff , besser® zu quantifi-
zieren. Dazu stelle man sich die geordneten Ergebnisse der aus k
bzw. [ Mitgliedern bestehenden Teams wie im ersten Absatz als
Rangfolge vor. Dann werden die Ringe aus Team 1 (bzw. Team
2) addiert, das fithrt zu den Zahlen W7 und Ws. Offensichtlich ist
Wy + Wy =14---+n=n(n+1)/2, deswegen reicht es, zur Be-
schreibung der Situation die Zahl W := W7 anzugeben.

Auch der Zusammenhang zu U kann leicht beschrieben werden:

W =U +k(k+1)/2.

(Begriindung: Sei o.E. die erste Gruppe schon angeordnet. Fiir das
i-te Mitglied dieser Gruppe gilt: Sein Rang ist 7 plus die Anzahl aus
der zweiten Gruppe, die davor liegen; das ,;i“ kommt daher, dass
so viele vom eigenen Team bei der Rangfolge zu beriicksichtigen
sind. Summiert man {iber alle 7 auf, so entsteht links W und rechts
1+ +k+U.

Ein Beispiel: Fiir die vorstehend angegebene Stichprobe ist W; = 10
und Wy = 11. Erwartungsgemés8 ist erstens Wi + Wy = 6-7/2 sowie
Wy =U+3-4/2.

Bemerkenswerterweise kann man die Verteilung von U berechnen:

Satz 5.3.3. Die x1,...,Tk, Tit1,-.-, Tkt S€i eine Stichprobe, die aus einer
Verteilung mit einer stetigen Dichte gezogen wurde. 0 < m < kl. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass U = m gilt, ist durch

N(msk,1) / (Z)

gegeben; dabei ist n = k + 1 und N(m;k,l) die Anzahl der Méglichkeiten, die
Zahl m als
m=mq+---+mp mit0<mg <---<my <1

zu schreiben.

Beweis: Da die Verteilung eine stetige Dichte hat, stimmen zwei x; der Stich-
probe nur mit Wahrscheinlichkeit 0 tiberein, wir diirfen also annehmen, dass sie
alle verschieden sind; dadurch ist die Rangfolge eindeutig. Aufgrund der Un-
abhéngigkeit ist x; < x; gleichwahrscheinlich zu x; < x;, und deswegen ist die
Verteilung der Rangfolgen gleichverteilt auf der Menge der Permutationen der
Menge {1,...,n}.

Nun werden die 1, ...,z zufillig ausgewédhlt. Wir miissen berechnen, wie-
viele Moglichkeiten es dafiir gibt und welche davon zu U = m fiithren. Die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit ist dann der Quotient (,,giinstige Félle durch mogliche
Félle“).
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Die erste Anzahl (der Nenner) ist leicht zu bestimmen:
nn—1)---(n—k+1).

Fiir die Anzahl im Zihler fixieren wir die x1,...,x,. Wir konzentrieren uns
zunéchst auf den Fall z; < --- < x; und priifen dafiir nach, ob U = m heraus-
kommt. Wenn ja, miissen wir diese Zahl noch mit k! multiplizieren, denn auf so

viele Weise konnen die x1, ..., z; permutiert werden.

Angenommen also, das geordnete k-Tupel fithrt zu U = m. Vor z; liegen
dann my aus der Menge A = {xp41,...,Zy}, vor zo liegen mo aus A usw. bis
x. Dann ist erstens m; < --- < my, zweitens gilt mq,...,my € {0,1,...,1}

und drittens schlieSlich ist mq + - - - + mg = m.

Zusammen: Im geordneten Fall gibt es N (m; k, 1) Moglichkeiten, die zu U =
m fithren, insgesamt erhilt man also k!N (m;k,1). Fiir die Wahrscheinlichkeit
erhélt man also

kN (m; k, 1) B . n
n(n—l)(n_k+1) _N(mvkal)/ (k)

d

Die U-Statistik hdngt also nicht von der speziellen Verteilung ab und kann
Tafeln entnommen werden. Man spricht von einem Mann- Whitney-Test oder
auch einem Wilcoxon-Test, wenn aufgrund dieser Statistik die Hypothese P = @
zu einem vorgelegten Niveau a behandelt werden soll.

Beispiel: Es sollen zwei Schlafmittel verglichen werden: Ist das eine besser? Die
Schlafdauer wird in jeweils 10 Versuchen gemessen, es ergibt sich U = 25. Nach
dem vorstehenden Satz kann die Hypothese P = @ zum Niveau a = 0.025 nicht
abgelehnt werden.

5.4 Der Kolmogoroff-Smirnoff-Test

Mit dem y2-Anpassungstest konnte man die Hypothese behandeln, ob eine
Stichprobe aus einer vorgegebenen Verteilung auf einem endlichen Wahrschein-
lichkeitsraum gezogen wurde. In diese Abschnitt geht es um die analoge Frage
fiir den Fall von Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit Dichten.

Gegeben sei also ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R, das durch eine stetige
Dichte f definiert ist. Dann ist die Verteilungsfunktion F' eine differenzierbare
Funktion von R nach R. Es soll die Hypothese betrachtet werden, dass eine
Stichprobe z1,...,x, von genau diesem Wahrscheinlichkeitsraum gezogen wur-
de.

Die Idee beim Kolmogoroff-Smirnoff-Test besteht darin, die Stichprobe zur
Definition der empirischen Hdufigkeitsverteilung zu verwenden und die Ableh-
nung der Hypothese davon abhéngig zu machen, wie weit diese von F' entfernt
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ist. Genauer: Wir definieren
1 n
Fn(x) = n ZX[Ii,,-FOO[(x)
i=1

und betrachten dann
Dy 1= sup | Fu(x) — F(a)].
zEeR
Falls die x; wirklich gem#8 F' erzeugt wurden, sollte D,, in der Regel klein
sein. Wenn es geldnge, die Verteilung von D,, zu berechnen, kénnte man das
verwenden, um die Hypothese zu vorgegebenen Niveaus abzulehnen.

Uberraschenderweise hiingt die Verteilung von D,, nicht von F ab. Deswegen
muss man sie nur ein einziges Mal berechnen: Das ist die Kolmogoroff-Smirnoff-
Verteilung. (Ein weiteres — weniger wichtiges — Problem besteht dann darin, eine
geschlossene Formel fiir die Verteilung anzugeben; eine Losung wére entbehrlich,
da ja auch andere Moglichkeiten existieren, Tafeln fiir den praktischen Gebrauch
zu berechnen.)

D,, ist unabhéngig von F ‘

Es ist fiir die Rechnungen unbequem, dass in der Definition von D,, ein
Betrag auftritt. Deswegen machen wir einen kleinen Umweg. Wir definieren:

D} = 22§(Fn<x) — F(x)),

Dy o= sup(F(x) = Fu(w) = = inf (Fu(z) ~ F(a).

Es ist klar, dass dann gilt:
D,, = max{D;}', D, }.

Deswegen reicht es, D, detaillierter zu untersuchen (die Rechnungen fiir D;;
ergeben sich dann durch Ubergang von ,sup“ zu ,inf*.)
Entscheidend sind die folgenden Beobachtungen:

e Angenommen, eine Zufallsvariable X ist so verteilt, dass Px die Vertei-
lungsfunktion F' hat. Dann ist F'(X) gleichverteilt in [0,1].

Begriindung: Sei [a,b] ein Teilintervall von [0, 1]. Dann sind offensichtlich
dquivalent:

— F(X) liegt in [a,b].
— X liegt in [a, B]; dabei ist a :== F~!(a) und 3 := F~1(b).

Deswegen ist die Wahrscheinlichkeit fiir das eben beschriebene Ereignis
gleich
F(F~'(b) — F(F~'(a)),

also gleich b — a. Das beweist die Behauptung.
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e Zur Berechnung von D} spielt es keine Rolle, wie die Stichprobe angeord-
net ist: O.B.d.A. gilt 1 < -+ < .

e Fiir & zwischen z; und ;41 ist F,,(z) = i/n, und deswegen gilt

)
Df = max sup <77F(x))
0S9Sn 3, <gp<z;yq \ 1
1 .
= max (—— inf F(x)
0<i<n\n T, <x<Tijt1

= max (1 - F(xl))

0<i<n \n

Zusammen: Um D, zu simulieren, betrachte man n gleichverteilte, geordnete

Zahlen yi, ...,y in [0,1] und bestimme dann
(5-v)
max | — —y; ).

ngaﬁn n Yi

Man beachte, dass das nicht mehr von F abhingt. (Fiir D, muss man in der
vorstehenden Rechnung ,max® durch ,,min“ ersetzen.)

Die explizite Form von D, ‘

Wir geben nur das Ergebnis an:

Satz 5.4.1. Fliir jedes t ist

P(VD, <t)=1-23 (~1)"te 2%,

Jj=1

o0



