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Ein mathematisches Zauberkunststuck:
Karte 22 bleibt ubrig

Ehrhard Behrends

Das Problem

Vor einiger Zeit wurde in einer Zeitschrift fiir Zauberer ein
Kunststiick des deutschen Zauberers Horst Pfaffen beschrie-
ben. Da merkt sich ein Zuschauer heimlich eine Karte aus
einem Kartenstapel mit 33 Karten. Der Stapel wird durch-
einandergebracht, und dann wird er zu zwei neuen Stapeln
ausgegeben: links-rechts usw., bis alle Karten ausgeteilt sind.
Der linke Teilstapel kommt weg, mit dem rechten wird das
gleiche noch einmal gemacht: links-rechts-Ausgeben, lin-
ker Teilstapel weg. Das geht so lange weiter, bis nur noch
eine einzige Karte ubrig ist: Es ist die vom Zuschauer frei
gewahlte.

Diese Karte hatte der Zauberer unauffillig an die 22-
ste Stelle des Spiels gebracht. Hier wollen wir untersuchen,
warum bei 33 Karten ausgerechnet diejenige an der 22-sten
Stelle tiberlebte.

Das Problem wird ein bisschen allgemeiner gefasst, dann
im ndchsten Abschnitt analysiert, und abschliefend gibt
es noch Anregungen fiur Zauberkunststiicke, die Sie beim
nachsten Familienfest vorfithren kénnen. (Das meiste kann
man auch verstehen und nachmachen, wenn man die De-
tails aus dem zweiten Abschnitt nicht verinnerlicht hat.)

Es wird nitzlich sein, zwei Begriffe einzufithren. Gege-
ben sei ein Stapel von n Karten. Wenn dann immer wieder
»links-rechts-Ausgeben zu zwei neuen Stapeln, linker Sta-
pel kommt weg"“ ausgefithrt wird, so wollen wir das das
rechts-iiberlebt-Verfahren nennen und die urspriingliche Po-
sition (von oben gerechnet) derjenigen Karte, die am Ende
iibrig bleibt, mit R(n) bezeichnen. Einfithrend wurde also
R(33) = 22 ausgenutzt.

Es ist auch naheliegend, das links-iiberlebt-Verfahren
gleich mitzubetrachten. Da wird natiirlich immer wieder
»links-rechts-Ausgeben zu zwei neuen Stapeln, rechter Sta-
pel kommt weg“ ausgefiihrt, bis nur noch eine Karte - die
mit der Position L(n) im urspriinglichen Stapel — ubrig
bleibt.

Fast erwartungsgemaf ist die Mathematik, die zum Ein-
satz kommt, nicht sehr tiefliegend. Es reicht zu wissen, wie
man die Dualzahldarstellung einer Zahl berechnet.

Die Analyse

Und welchen Wert haben die R(n),L(n)? Man konnte das
natirlich leicht durch einen Computer fiir jedes interessie-
rende n ausrechnen lassen. Wir wollen hier zwei Ansitze
prasentieren, mit denen das etwas eleganter geht. Zunachst
kiimmern wir uns um das rechts-tiberlebt-Verfahren.

Dazu kombinieren wir drei Tatsachen. Erstens ist klar,
dass stets R(2k + 1) = R(2k) gilt, denn die Karte mit der
Position 2k + 1 ,iiberlebt” schon den ersten Durchgang
nicht. Und was passiert, zweitens, mit 2k Karten beim
ersten links-rechts-Ausgeben? Es geht dann mit k Karten
weiter, die — nach urspriinglicher Nummerierung — in der
Reihenfolge 2k,2k —2,...,4,2 liegen. R(2k) wird also die
Zahl an der Position R(k) in 2k, 2k - 2,...,4,2 sein. Allge-
mein hat die r-te Karte die Nummer 2(k + 1 —r), das zeigt
R(2k) = 2(k+1 — R(k)).

Kombiniert man das, drittens, mit dem offensichtlichen
R(2) = 2, so gelangt man zusammenfassend zu

Beobachtung 1. Esist R(2) = 2, und stets gilt R(2k+1) =
R(2k) sowie R(2k) = 2(k + 1 — R(k)).

So lassen sich die R(n) schnell rekursiv berechnen, die ers-
ten Werte findet man in Tabelle 1.

Mit entsprechenden Uberlegungen ergibt sich fiir das
links-iiberlebt-Verfahren die

Beobachtung 2. Es ist L(3) = 3, und stets gilt L(2k + 2) =
L(2k +1) sowie L(2k+1) =2k +3 - 2L(k+ 1).

(Man beachte nur: Nach dem ersten Ausgeben bleiben die
k+1 Karten 2k+1,2k—-1,...,3,1 ubrig, die r-te Karte ist also

Tabelle 1

n R(n) n R(n) n R(n) n R(n) n R(n) n R(n) n R(n)
2,3 2 4,5 2 6,7 4 8,9 6 10, 11 8 12,13 6 14, 15 8
16, 17 6 18, 19 8 20, 21 6 22,23 8 24, 25 14 26,27 16 28, 29 14
30,31 16 32,33 22 34,35 24 36,37 22 38,39 24 40,41 30 42,43 32
44,45 30 46,47 32 48,49 22 50,51 24 52,53 22 54,55 24 56, 57 30
58, 59 32 60, 61 30 62,63 32 64, 65 22 66, 67 24 68, 69 22 70, 71 24
72,73 30 74,75 32 76,77 30 78,79 32 80, 81 22 82, 83 24 84, 85 22
86,87 24 88,89 30 90,91 32 92,93 30 94,95 32 96,97 54 98,99 56
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Tabelle 2

n L(n) n L(n) n L(n) n L(n) n L(n) n L(n) n L(n)
3, 4 3 5,6 1 7,8 3 9,10 9 11,12 11 13, 14 9 15,16 11
17,18 1 19, 20 3 21,22 1 23,24 3 25,26 9 27,28 11 29, 30 9
31,32 11 33,34 33 35,36 35 37,38 33 39,40 35 41,42 41 43, 44 43
45,46 41 47,48 43 49,50 33 51,52 35 53,54 33 55,56 35 57,58 41
59, 60 43 61, 62 41 63,64 43 65, 66 1 67,68 3 69, 70 1 71,72 3
73, 74 9 75,76 11 77,78 9 79, 80 11 81, 82 1 83,84 3 85, 86 1

die mit der Nummer 2(k—r+1)+1 = 2(k —r) + 3; so folgt
L(2k+1)=2k+3-2L(k+1).)

Die ersten mit dieser Rekursionsformel berechneten L(r)
findet man in Tabelle 2. Das sieht in beiden Tabellen recht
irregular aus. Um besser zu verstehen, wie die R(n), L(n)
entstehen, gibt es nun nun einen zweiten Ansatz.

Wenn n vorgelegt ist, so ist doch die Kenntnis von R(n)
(bzw. L(n)) gleichwertig zu der Information, wie viele Kar-
ten vor dem ersten links-rechts-Ausgeben iiber (oder unter)
der am Ende ubrig bleibenden Karte — wir wollen sie die
Zielkarte nennen und mit Z bezeichnen — gelegen haben.
Einen Stapel, bei dem a Karten iiber und b Karten unter Z
liegen, kiirzen wir durch (a Z b) ab. Offensichtlich ist dann
n=a+b+1.

Wieder analysieren wir zunachst das rechts-iiberlebt-
Verfahren. Wie kann bei einer Aktion ,links-rechts-
Ausgeben, linker Stapel weg” ein (a Z b)-Stapel entstehen?
Das wird doch genau dann passieren, wenn es vorher ein
(2b+1 Z 2a+ a)-Stapel mit einem beliebigen a € {0,1}
war. Damit lasst sich rekursiv ermitteln, was bei mehre-
ren Durchgangen passiert:

Angenommen, die letzte Karte erscheint im zweiten Durch-
gang. Dann war es ein (1 + 2ag Z 2 + a1)-Stapel mit ag, a; €
{0,1}. Das wird genau dann passieren, wenn die Kartenan-
zahl in {4, 5, 6,7} liegt. (Der Zusatz folgt daraus, dass es auf
jeden Fall mindestens 2+1+1 Karten sind und je nach Wahl
der a noch 0,1, 2,3 Karten dazukommen.)

Angenommen, die letzte Karte erscheint im dritten Durch-
gang. Dann war es ein (5 + 2a; Z 2 + 4a + a;)-Stapel mit
ag, a1, a, €1{0,1}. Das wird genau dann passieren, wenn die
Kartenanzahl in {8,9,...,15} liegt.

Angenommen, die letzte Karte erscheint im vierten Durch-
gang. Dann war es ein (5+ 8ag + 2a; Z 10 +4a; + a3)-Stapel
mit ay,..., a3 €{0,1}. Das wird genau dann passieren, wenn
die Kartenanzahl in {16,..., 31} liegt.

Setzt man diese Uberlegungen fort, so steht am Ende der

Satz 1 (rechts Uberlebt). Allgemein ldsst sich fiir den Fall
sagen, dass das Ergebnis nach k Durchgangen feststeht: Die
Kartenanzahl n lag in {2X,...,251 — 1}, und es war ein Stapel
der Form Oy,p+)_; gerade 2'8; Z Ugr+2.; ungerade 2'B;. Dabei
sind Oy,r, Ug,r Zahlen (die wir gleich ndiher bestimmen wer-
den) mit Ug,g + Og;r = 2K —1, und die By,..., Bx_1 stehen fiir
die Dualdarstellung von n — 2k ¢ {0,..., 2k _ 1}:

n-28=1.By+21 - By +---+251 .

Es bleibt noch, die Og, U,z zu bestimmen. Die ersten
kennen wir ja schon. So ist Oy,gr = 1,03,z = Ogr = 5, und

nach Konstruktion gilt im Fall k = 2I: Oy_1,g = Oy;.g sowie
O3;+2:r =40, + 1. So folgt unter Verwendung der Formel
fiir die geometrische Reihe: Oyp,r = Oyj_1:r = (4! -1)/3.

Ganz analog ergeben sich die Uj;g so: Uyj,r = Upjiq;r =
2(4'-1)/3.

Das hort sich ein bisschen verwickelt an, fir ein Bei-
spiel betrachten wir n = 77. Es ist 26 < <27-1, das
Verfahren wird also nach 6 Durchgingen zu Ende sein,
und wir haben es mit k = 6 = 2- 3 zu tun. Folglich ist
Og.r = (4% —1)/3 = 21 und Uy, = 42. Nun brauchen wir die
(sechsziffrige) Dualdarstellung von 77 — 64 = 13, es ergibt
sich 13 =001101,. Man muss also einen (21+8 Z 42+4+1)-,
also einen (29 Z 47)-Stapel verwenden, damit die Zielkar-
te Z Ubrig bleibt. Und nebenbei ergibt sich, dass R(77) =
Og.r + 1 = 30 gilt in Ubereinstimmung mit Tabelle 1.

Und nun zum links-iiberlebt-Verfahren. Da beginnt die Ana-
lyse mit der Beobachtung, dass es genau die (2b Z 2a + «a)-
Stapel sind (mit a = 0,1), die zu einem (a Z b)-Stapel fiithren.
So folgt leicht:

Angenommen, die letzte Karte erscheint im zweiten Durch-
gang. Dann war es ein (2 Z «ag)-Stapel mit o € {0,1}. Das
wird genau dann passieren, wenn die Kartenanzahl in {3, 4}
liegt.

Angenommen, die letzte Karte erscheint im dritten Durch-
gang. Dann war es ein (2ay Z 4+aq)-Stapel mit a, a1 € {0, 1}.
Das wird genau dann passieren, wenn die Kartenanzahl in
{5,6,7,8} liegt.

Angenommen, die letzte Karte erscheint im vierten Durch-
gang. Dann war es ein (8 + 2a; Z 4ay + a,)-Stapel mit
ag,a1,a, € {0,1}. Das wird genau dann passieren, wenn
die Kartenanzahl in {9,...,16} liegt.

Das Bildungsgesetz sollte nun klar sein:

Satz 2 (links uberlebt). Allgemein ldsst sich fiir den Fall sagen,
dass das Ergebnis nach k Durchgingen feststeht: Die Karten-
anzahl n lag in (251 +1,...,2%}, und es war ein Stapel der
Form (O + L ungerade 2'Bi Z UL+ 2 gerade 2'B;). Dabei
sind Oy,p, Ux,p Zahlen (die wir gleich niher bestimmen wer-
den) mit Uy,p + Oy, = 251 und die Bos---» Pr—1 stehen fiir die
Dualdarstellung von n—1-25"1 e {o0,...,2k1 —1}:

n—1-2K1=1.8,+21 g +---+251. g

Ergdnzend sind hier noch Formeln fiir die Og,, Uy;.. Sie
ergeben sich durch das Bildungsgesetz und die Bestimmung
der Anfangswerte. Wir erhalten so: O,y ist 0 fiir ungerade k
und 257 fiir gerade k; und Uy, ist O fiir gerade k und 2%~
fiir ungerade k.
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Und auch hier gibt es ein Beispiel zur Illustration, wie-
der betrachten wir n = 77. Man muss k = 7 wahlen, damit
nin {281 4 1,...,2k) liegt. Also ist Of,; = 0 und Uy, = 64.
Dann muss noch 77 — 1 — 64 = 12 als sechsstellige Dualzahl
geschrieben werden: 12 = 001100,. Und das fuhrt zu einem
(0+8 Z 64 +4)-, also einem (8 Z 68)-Stapel. Da kann man
auch noch ablesen, dass — wie in Tabelle 2 — L(77) = 9 gilt:
Die neunte Karte tiberlebt das Verfahren.

Aus unseren Ergebnissen lassen sich einige unmittelbare
Folgerungen herleiten, etwa:

e Alle R(n) sind gerade, und alle L(n) sind ungerade.

e Es gibt Fille mit L(n) = 1 und solche mit L(n) = n. So
etwas kommt bei den R(n) aber nicht vor.

e Die 1, bei denen nach genau k Schritten noch eine ein-
zige Karte uibrig bleibt, bilden ein Intervall nattirlicher
Zahlen.

e Ab n = 2K+ 1 sind die nichsten L(n) Zahlen der Form
c+1, wo in der Dualdarstellung von ¢ hochstens ungera-
de Zweierpotenzen auftreten: 0+1,2+1,8+1,8+2+1,...

Martin Grotschel, dem ich die erste Version dieses Artkels
zeigte, regte an zu recherchieren, ob die R(n) oder die L(n)
auf der Sloane-Seite oeis.org zu finden sind, der Online En-
cyclopedia of Integer Sequences. Und wirklich kommen sie da
vor.

e Die R(n) kommen danach aus einem Persistimis-
Possessiamo-Kunststiick, und Beobachung 1 ist auch (oh-
ne Begriindung) wiedergegeben.

e Fiir die L(n) findet man dort (auch ohne Begriindung)
Satz 2.

Anregungen fiir Zauberkunststiicke

Einige Begriffe aus der Welt der Magie

Wenn man mit Karten Zauberkunststiicke vorfiihrt, sind
einige grundlegende Mischtechniken wichtig. Stets geht es
darum, scheinbar ein chaotisches Kartendurcheinander an-

Bild 1 Bild 2

Bild 4 Bild 5

zurichten, dabei aber die Kontrolle uber die fiir das Kunst-
stiick wesentlichen Aspekte zu behalten. Ich werde hier
nur so viel beschreiben, wie es fiir den aktuellen Anlass
erforderlich ist.

Zunichst erldutere ich die Mischmethode 1. Da kommt
der Kartenstapel in die linke Hand wie in Bild 1, die rechte
Hand nahert sich, wobei die Handinnenseite dem Zauberer
zugewandt ist. Der rechte Daumen zieht einige Karten von
oben ab, und das immer wieder (die spater abgezogenen
kommen nach oben), bis alle Karten in der rechten Hand
sind (Bild 2 und Bild 3).

Fur uns sind drei spezielle Varianten wichtig. Erstens
kann man erreichen, dass die unterste Karte unten bleibt:
Man muss nur im ersten Schritt die unteren Finger der rech-
ten Hand etwas fester andriicken und die unterste Karte
(oder ein paar mehr) mitnehmen. Es wandern also gleich-
zeitig einige Karten von oben und einige von unten nach
rechts. Achtung, das darf wirklich nur im ersten Schritt
passieren.

Zweitens kann man die unterste Karte nach oben brin-
gen. Da muss man es nur so einrichten, dass beim vorletzten
Abziehen noch genau eine Karte tibrig bleibt. Und drittens
schliefllich kann man die oberste Karte nach unten befor-
dern: Da muss man nur beim ersten Abziehen eine einzige
Karte von links nach rechts wandern lassen.

Wir brauchen auch noch die Mischmethode 2. Da ist die
Handhaltung so wie in Bild 4, und der rechte Daumen
schiebt immer wieder einige Karten von links nach rechts:
zundachst einige in die rechte Hand, und bei den nichsten
Malen abwechselnd iiber oder unter die schon rechts ange-
kommenen (Bild 5 und Bild 6). Wenn man dann heimlich
mitzadhlt, wie viele Karten man nach oben platziert hat, weifs
man, an der wievielten Stelle von oben sich die ehemals
oberste Karte befindet.

Man konnte auch noch auf das falsche Abheben hinweisen:
Ein zufillig aussehendes Verfahren, bei dem der Stapel in
der urspriinglichen Reihenfolge bleibt. Einzelheiten findet
man im Internet.

Bild 6


https://oeis.org

Zauberkunststiicke

Wir wollen unsere theoretischen Ergebnisse nun fiir Zauber-
kunststiicke nutzen. Ich werde mich auf die wesentlichen
Punkte des Ablaufs beschrianken, Prasentation und Aus-
schmiickungen iiberlasse ich der Phantasie der Vorfithren-
den.

Zwei Dinge noch. Erstens ist es unter Zauberinnen und
Zauberern verpont, den Clou der vorgefithrten Kunststiicke
zu verraten. Und zweitens ist es dringend zu empfehlen,
den Ablauf vor einer Prasentation intensiv zu uben.

Variante 1

Zunachst beschreiben wir ein Kunststiuck, bei dem nur
die vorstehend beschriebene Mischmethode 1 zum Einsatz
kommt. Dazu sucht man sich aus Tabelle 2 ein passendes n
(nicht zu grof3 und nicht zu klein), fiir das L(n) = 1 oder
L(n) = n ist (zum Beispiel n = 21 oder n = 33). So viele
Karten werden gebraucht, man weify dann, dass beim links-
uberlebt-Verfahren die erste oder die letzte Karte als letzte
iibrig bleibt. Man gibt diese n Karten einer Zuschauerin:
Sie soll sich heimlich eine aussuchen und sich merken, ver-
deckt auf den Tisch legen und die restlichen n— 1 Karten
bildunten oben driiber. Die Zielkarte liegt also unten. Nun
folgt einige Male kreativ die Mischmethode 1 (evtl. erganzt
durch falsches Abheben), man richtet es so ein, dass die Ziel-
karte am Ende oben liegt (falls L(n) = 1 war) oder unten (im
Fall L(n) = n). Das links-uberlebt-Verfahren wird garantiert
als letzte Karte die Zielkarte haben.

Variante 2, etwas aufwdndiger

Diesmal kann man sich irgendein # aussuchen, n Karten vor-
bereiten und L(n) oder R(n) aus den Tabellen ablesen. Mal
angenommen, es soll ausgenutzt werden, dass R(16) = 6. Es
miissen also 5 Karten tiber der Zielkarte liegen. Dazu geht
man zundchst so vor wie in der eben beschriebenen Varian-
te: Die Zielkarte liegt ganz unten. Dann folgt einige Male
Mischmethode 1, am Ende soll die Zielkarte oben liegen.
Und den Abschluss bildet Mischmethode 2, durch die man
erreichen kann, dass genau 5 Karten iiber der Zielkarte lie-
gen. Das rechts-iiberlebt-Verfahren wird zum gewtinschten
Ergebnis fithren.

Variante 3

Bei den vorstehend beschriebenen Kunststiicken war es
sinnvoll, dass L(n) = n oder R(n) bzw. L(n) nicht zu grof3
waren: Sonst wire die Vorbereitung zu kompliziert gewor-
den. Das ist nun anders, die jetzt zu besprechende Version
erldautere ich an einem Beispiel.

Die Zauberin wahlt als erstes ihren Lieblingszauber-
spruch. Einzige Bedingung: Die Anzahl der Buchstaben
muss unter den L(n) oder den R(n) vorkommen. Sie schwort
auf ,ABRAKADABRA®, ein Wort mit 11 Buchstaben. Durch
Tabelle 2 weif3 sie, dass — unter anderem - fur n €
{15,16,31,32} die Gleichung L(n) = 11 gilt. Sie entscheidet
sich fiir n = 32, die Kartenanzahl in einem Skatspiel.

Bei der Vorfithrung darf ein Zuschauer die Karten mi-
schen, dann werden bedeutungsschwer bei Ansage der ein-
zelnen Buchstaben von ,,ABRAKADABRA“ 11 Karten bild-
unten heruntergezdhlt. Der Reststapel soll Stapel 1 heifen,
er wird daneben gelegt. Der Zuschauer nimmt etwa die
Halfte dieser 11 Karten (das wird Stapel 2, die restlichen
der 11 Karten bilden Stapel 3), mischt noch einmal nach
Belieben und schaut sich dann heimlich die unterste Kar-
te an, die er allen aufler der Zauberin zeigt. Jetzt kommt
Stapel 2 auf Stapel 1, und ganz oben wird Stapel 3 gelegt:
Auf diese Weise wird erreicht, dass die Zuschauerkarte Z an
Position 11 liegt.

Es folgt ein verkleidetes links-iiberlebt-Verfahren. Der
Zuschauer gibt die Karten aus: eine fiir sich, eine fiir die
Zauberin, und so weiter. Es ware ja nun mit Wahrschein-
lichkeit 50 Prozent zu erwarten, dass die Zauberin Z hat.
Sie deckt ihre Karten auf, Z ist nicht dabei. Nun das Gan-
ze noch einmal mit den 16 beim Zuschauer verbliebenen
Karten. Und wieder hat die Zauberin Z nicht! Das geht so
weiter, bis der Zuschauer nur noch eine Karte hat: Es ist die
von ihm gewdhlte. Z wollte einfach nicht zur Zauberin ...

Falls sich die Zauberin fir ein R(n) entschieden hat,
muss beim Ausgeben die erste Karte naturlich an sie ge-
hen.

Das kann man beliebig kreativ ausbauen: Wirksamkeit
von Zauberspriichen, Wahrscheinlichkeiten, Erdenken von
geeigneten Zauberspriichen usw.

(Diese Variante ist eine freie Adaption das Persistimis-
Possessiamo-Kunststiicks.)

Viel Spaf3 beim Vorfiihren!

Ich danke meinem — ebenfalls zauberaffinen — Kollegen Mar-
tin Grotschel fiir einige Kommentare, insbesondere fiir den
Hinweis auf die Sloane-Seite.

Ein Nachtrag: Das oben beschriebene Verfahren ist in na-
heliegender Weise verallgemeinerbar: Es werden jeweils
r Teilstapel ausgegeben, und der s-te wird weiterverwendet.
Erwartungsgemaf ist die zugehorige Analyse weitaus auf-
wandiger. Die Ergebnisse sind in einer Arbeit enthalten, die
2024 in den Semesterberichten erschienen ist.
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