Numerische Modellierung
von Grundwasserstromungen

Heiko Berninger

Berlin, 23. Juni 2004



Elbe—Hochwasser August 2002

© 2002 M. Zebisch TUB/PIK



Okosystem Untere Havel

Grewsdarter farfluter BRANDENBURG

SACHSEM-

AMHALT

Unteres Havelland als natiirliches Uberschwemmungsgebiet



Hydrologische Prozesse an Fliissen in Flachlandgebieten

e Bildung und Raum—Zeit—Variabilitat voll-gesattigter Gebiete

e Austausch zwischen Grund— und Oberflachenwasser

System zahlreicher heterogener Prozesse



Beispiel: AbfluBbildung

Kopplung von Grund— und Oberflachenwasser

e zunachst mit Compartment—Modell

e spater zum Beispiel mit Flachwasser—Gleichungen



Motivation fiir die hydrologische Forschung

Quantifikation der Wasserresourcen und

Bestimmung der dominierenden hydrologischen Prozesse hinsichtlich:

e nachhaltiger landwirtschaftlicher Nutzung
e Bewahrung des Okosystems

e Auswirkungen wasserwirtschaftlicher MaBnahmen




Grundsatzliches zu den Numerischen Simulationen

Mathematisches Modell:
Netzwerk von Hierarchien verschiedener Modelle
fiir die Teilprozesse

Grenzen fir das “Rechnen in der Wissenschaft” :
Numerische Komplexitit und Verfiigbarkeit
verlaBlicher Daten

Das Ziel:

Entwicklung effizienter und robuster numerischer Algorithmen fiir die Teilprozesse

Robustheit:

Keine Anfilligkeit der Performance selbst bei starker Variation der relevanten
physikalischen Parameter!



Ein TeilprozeB3: WasserfluB3 durch poroses Medium

Massenerhaltung:
nSy +divv =0

S(x,t) Anteil des Wassers am Porenraum (Sattigung, dimensionslos)

n(x)  Anteil des Porenraums am Gesamtvolumen (Porositédt, dimensionslos)

v(x,t) WasserfluB (Filtergeschwindigkeit, in m/s)



Ein TeilprozeB3: WasserfluB3 durch poroses Medium

Massenerhaltung:
’flSt -+ divv =0

S(x,t) Anteil des Wassers am Porenraum (Sattigung, dimensionslos)
n(x)  Anteil des Porenraums am Gesamtvolumen (Porositédt, dimensionslos)
v(x,t) WasserfluB (Filtergeschwindigkeit, in m/s)

Darcysches Gesetz:
v=—K.Vh

K.(z,p) hydraulische Leitfahigkeit (in m/s)

h(x,t)  Standrohrspiegelhdhe (in m)



Die Richards—Gleichung

S(p)e — div(K (2)s(S(p))V(p — 092)) =0
K(x) (normierte) Permeabilitdt des Bodens (in m/s)
p(x,t) Druckdifferenz zwischen Wasser— und Luftphase (Kapillardruck)

K(+) relative Permeabilitdt (dimensionslos)

Zustandsg|eichungen: (Brooks & Corey, van Genuchten)

Druck-Sattigungsbeziehung: p — S(p)  relative Permeabilitdt vs. Sattigung: S — k(5)
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Signorini—Randbedingungen

YE
ungesattigt

YE

gesattigt

YD

p<0, v.n>0, (v-n)-p=0 auf ~g:=vgU~vsp
e vorgegebener Wasserspiegel h(t): Damm—Problem (at, Luckhaus, Visintin 1984)

e zu bestimmender Wasserspiegel h(m(t)) aus Massenerhaltung:
Compartment—Modell

m = p v(z,p) ndo
(YpUrsr) ()



Kirchhoff-Transformation

B(p) :Z/OPR(S(Q))dq = VB(p) = k(S(p))Vp

I
»»»»»»

generalisierter Druck: u := S(p) H(u) := S(87(u))
— semilineare elliptisch—parabolische Differentialgleichung

H(u); — div(K (z)Vu — k(H (u))oge,) =0



Herleitung einer schwachen Formulierung

Wir “testen” die Gleichung mit Differenzen v — u, wobei die Funktionen v aus einer
konvexen Menge kommen:

K ={veH(Q): v|,,1 = pgh(t), v] g <0}

— /QH(u)t(fU —u)dr — /QdiV<K(ZE)V’LL — k(H (u))oge,) (v —u)dx =0

Partielle Integration liefert

/QH(u)t(v —u)dr + /Q(K(:z:)Vu — Kk(H(u))oge:)V(v—u)dz =0

—|—/ —(K(w)Vu — R(H(u))ggez) n(v—u)do=0
052



Variationsungleichung

Das Randintegral ergibt

/{mv-n(v—u) = LDV-n(v—u)+LNv-n(v—u)+[ySV.n(v_u)

—> schwache Formulierung fiir unser Randwertproblem: Suche u(t) € K mit

/ H(u)i(v—u)dr + / (K(z)Vu — k(H(u))oge,)V(v —u)dz >0 Yvek
Q Q

Ohne Signorini—Rand hat man eine Variationsgleichung: Suche u(t) € H} _(£2) mit

/QH(u)t’Uda: + /Q<K(a:)Vu — k(H(u))oge,)Vodz =0 Yv e H,%D(Q)



Diskretisierung

Im Ort in Finite-Element-Raum S; C H, () mit Testfunktionen v € §; fiir
Approximation u? € S; von u(t,) € H) (Q).

In der Zeit mit implizitem Euler (7,41 = tn11 — t,) und expliziter Behandlung des
Gravitationsterms:

— Suche u?“ c S, mit:

/H ntl) ’vdm—|—/7'n+1K ”HVfudac
Q

/ H(u?)vdr — / Tna1k(H )QgezVU dr =0 Yves;
Q



Konvexe Minimierung

Mit einer (konvexen!) Stammfunktion ® von H ist Letzteres die Bedingung fiir das
Verschwinden der Ableitung und damit fiir das Minimum u?“ des Funktionals

1
F:uj / ®(u;)dr + 5/ Tn 1 K (2)Vu; Vg do — £oyn (u;)
Q Q

auf Sj.



Konvexe Minimierung

Mit einer (konvexen!) Stammfunktion ® von H ist Letzteres die Bedingung fiir das

Verschwinden der Ableitung und damit fiir das Minimum u}?’H des Funktionals

1
F:uj— /QCID(uj) dr + 5/97'n+1K(:U)VujVuj dr — Eu?(uj)

auf Sj.

Numerische Approximation von u}”l durch sukzessives eindimensionales Minimieren
von I in Richtung der Basisfunktionen von 5

e Finde Minimum einer reellen konvexen Funktion z — az? + bz + ¢ + ®(x).

e Deutung als nichtlineares Gauss—Seidel-Verfahren (linear falls ® = 0)

ntly

e Konvergenz gegen U



Mehrgitter—Ildee

Verbesserung der Konvergenzraten durch Beriicksichtigung einer Skala von Frequenzen

q p

und Minimieren von F' auch in Richtung von Basisfunktionen auf groberem Gitter,
d.h. mit groBerem Trager bzw. “kleinerer Frequenz”.

Anschaulich: Nach “Glatten” auf feinem Gitter iiberwiegen die niederfrequenten
Anteile im Fehler, die sukzessive korrigiert werden.

Durch zusatzliche Techniken auf den groberen Gittern erreicht man fiir n Unbekannte
mit einem (optimalen) Aufwand von O(n) asymptotisch Konvergenzraten, die
praktisch nicht davon abhangen, wie fein das Gitter ist — Robustheit! (kornhuber 2002)



Numerische Resultate: Modell-Problem ohne Gravitation

/ustandsgleichungen: Brooks—Corey
Parameter: (A =1, p = —0.1m, K = 4.8 -10"°m/s)

Zeitdiskretisierung: impliziter Euler, At = 0.1s

Ortsdiskretisierung: lineare finite Elemente, uniforme Verfeinerung, h; = 1/128
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t=0.0 t=0.1 t=0.5 t=1.0

Druck—Hohenlinien



Robuste Konvergenz

Algorithmus: Monotones Mehrgitter mit uniformer Verfeinerung

Konvergenzraten bei Variation

der Endzeit T der Gitterweite h; — 0 der Steigung von &

0. . 3 ’ 5 5 107" 10
Endzeit T Verfeinerungstiefe j Steilheit X von k



Ruickblick:

Massenerhaltung, Darcy—Gesetz, Richardsgleichung mit Signorini-Randbedingungen,
Variations(un)gleichung, Kirchhoff-Transformation, implizit/explizite Diskretisierung,
konvexe (sukzessive) Minimierung, monotones Mehrgitter, Robustheit



Ruckblick:

Massenerhaltung, Darcy—Gesetz, Richardsgleichung mit Signorini-Randbedingungen,
Variations(un)gleichung, Kirchhoff-Transformation, implizit/explizite Diskretisierung,
konvexe (sukzessive) Minimierung, monotones Mehrgitter, Robustheit

Ausblick:

verschiedene Boden, d.h. ortsabhangige Zustandsgleichungen:
S =8(x,p) = Si(p) und kK =k(z,p) = kKi(p) Vre, Q= Uf\il Q;

|dee:
Kirchhoff—Transformation in den Teilgebieten und
Kopplung durch geeignete Randbedingungen

— nichtlineare Gebietszerlegung,
z.B. Robin—Robin—Verfahren

verschiedene Boden



Beachte die Langzeitperspektive!




