Wahrscheinlichkeitstheorie
1.1 Einführung

Die mathematische Beschreibung eines Experimentes mit „zufälligem“ 

Ausgang umfasst drei Elemente





Ω, ℱ, P
welche zusammen einen Wahrscheinlichkeitsraum, kurz W´Raum, (Ω, ℱ, P)

bilden.


1.2 Definition
Der Grundraum Ω ist definiert durch


Ω={ ωi : ωi ist Elementarereignis (i=1,…,n)}


   ={ω1, ω2,…, ωn}

Bemerkung:

Das Experiment besteht in der „zufälligen“ Auswahl eines solchen ωi.

1.3 Beispiel
i)  Einmaliges Würfeln 


Ω1={1,2,3,4,5,6}

ii) n-maliges Würfeln


Ω2={1,…,6}n

     d.h.


Ω2=Ω1x……xΩ1 (n-mal)


     ={(ωn)n≥1 : für alle n≥1: ωn ∈{1,…,6}}


1.4 Definition
i)  Die Menge aller beobachtbarer Ereignisse wird mit ℱ bezeichnet, wobei


i)  Ω ⊆ ℱ

ii) ℱ ⊆ ℘(Ω)
     Das Ereignis A ∈ ℱ (A⊆Ω) „tritt ein“ falls ω ∈ A.

ii) ℱ heißt genau dann σ-Algebra auf Ω, wenn folgende Aussagen gelten

1) Ω ⊆ ℱ 

2) A ∈ ℱ ⇒ Ac ∈ ℱ

3) ∀ i∈I : Ai ∈ ℱ ⇒ ⋃i∈I Ai ∈ ℱ

1.5 Beispiel
Einmaliges Würfeln

A:= „Resultat gerade“

    = {2,4,6}

ℱ = ℘(Ω)
#ℱ = 26


1.6 Definition
Das Wahrscheinlichkeitsmaß, kurz W´Maß, P ist eine Funktion



P: ℱ ⟶ [0,1]

Mit folgenden Eigenschaften

i)    P[Ω]=1


(P ist normiert)
ii)   P[∅] =0

iii) P[⨃i∈I Ai] =∑i∈I P[Ai]
( σ-Additivität)
1.7 Beispiel
Einmaliges Würfeln

Ω={1,…,6}

A:= „Resultat ist gerade“

B:= „Resultat ist ungerade“

P[A]=[image: image2.png]


 = [image: image4.png]



P[B]= [image: image6.png]


= [image: image8.png]



P[A∪B]=P[{2,4,6}∪{1,3,5}]

               =P[{1,…,6}]

               =P[Ω]

               =1

1.8 Rechenregeln
a) P[Ac]= 1- P[A]

b) A ⊆ B ⇒ P[A] ≤ P[B]

„Isotonie“

c) P[A∪B]= P[A]+P[B]-P[A∩B]

d) P[⋃n∈ℕ An]≤ ∑n∈ℕ P[An]

„Subadditivität“


1.9 Definition
Sei (Ω, ℱ, P) ein W´Raum, A,B ∈ ℱ mit P[B]>0.

Dann heißt



P[A∣B] = [image: image10.png]P[ANB]
P[B]





Die bedingte W´keit von A gegeben B.

1.10 Beispiel
 Zwei maliges Würfeln

 Ω= {1,…,6}2, ℱ=℘(Ω)
 B = „Augensumme 11“ 
 A = „Erster Wurf ist n“ (n=1,…,6)
 Dann ist 



 P[A∣B]= [image: image12.png]P[ANB]
P[B]







= [image: image14.png](n,6)3n1(5.6).(6,5)3]
Pr{(s.6).(6,5)1]







=   0 , falls n ∈{1,…,4}




       [image: image16.png]


 , falls n ∈{5,6}


1.11 Satz von der totalen W´keit
Sei (Ω, ℱ, P) ein W´Raum, I eine abzählbare Indexmenge, Ai ∈ ℱ.

Falls (Ai)i∈I Ω partitioniert, so ist ∀ B ∈ ℱ:



P[B]=∑i∈I, P[Ai]>0 P[B∣Ai]*P[Ai]


1.12 Satz von Bayes
Sei (Ω, ℱ, P) ein W´Raum, I eine abzählbare Indexmenge Ai ∈ ℱ.

Falls (Ai)i∈I Ω partitioniert, P[B]>0, dann gilt ∀ i∈I mit P[Ai]>0:



P[Ai∣B]= [image: image18.png]P[BIAi]=P[Ai]
Yicrplail>o P[BIAj]+P[Aj]




