8. Ubungsblatt

Aufgabe 1)
Sei {06,[3,%5,8, Caéﬂtacar} CAG(?”R) und {A,M}C R

KO1 (Moglichkeit des Streckenabtragens)

Z.z.: Es existiert fiir alle {a, B,7,8} C AG(3;R) genau ein € € ¥ sodass
ly—ell=la—B || gilt

Beweis:

Seie=y+A(y—96) mitA >0

Existenz:
Sei nun A = ‘hc; §|||‘, dann folgt fiir
ly—ell=lv—(r+ 25t =) II= =5l 11v—51
Eindeutigkeit:
ly—ell=lla-B|

| y=(r+Ar=98) =lle—pB|
[ A(y=9) =lle—B |l
= Alr=d|=lla-pB]

Jo—p]|
= A=

KO2 (Die Streckenkongruenz ist eine Aquivalenzrelation)

Reflexivitiit:

af=ap=lla-B|=lla—B|

Symmetrie:

af =op
—loa—pB|=[la-pB|
la-B=-1]la-PB]|
—la-Bl=|p-al
— af=pa

Transitivitat:

(aB=v8Vys=el)
= (la=Bl=ly=06lVviv-=6l=le-Cl)
— ([a=Bll=le-¢l)

—af=¢l



KO3 (Axiom der Streckenaddition)

Z.z.: Seieng,h € Gund {e,B,y} C 8.{6,€,{} C hmit (a, B,7) € Zound (8,¢,8) € Z,
dann folgt aus aff = 6e und By =€ auch o0y = 8¢

Beweis:
Seif =+ A(y—a),0<A<lunde=35+u(f-5),0<u<l,
sei aff = de V By = € dann folgt:

ly=el=[Allly=ol[+[1=AA-0a] =
A=) [+ (y—a) = A(y—a) [|=
IB—al+y=Bl=lle-=d]+[E-4] -
[l E—ellt-pllE—el=lE—el) = ay=46¢

KO4 (Axiom des Winkelantragens)

Zz.: Fiir jeden Winkel Z(Ba™,Bv"), jeder Halbgeraden €7 und
jeder Halbebenen €76 mit o ¢ €77 existiert genau ein § € €70, sodass

Z(Bat,Byt)=L(etT,e6T)gilt.
Beweis:

1) Wohldefiniertheit
Z.z. Z(afy) = Z(EBm) firalle é € Bo und w € By
Seié=B+A(a—B),n=B+u(y—PB), v,u € R dann folgt:

(E—B.7n=B) _ (ﬁ+/1(06 B)=B,B+u(y=B)-B)
E—Bl=—Bl — TB+A(a—B)-BlIB+u(r—B)—Bll —
E{l( —B),u(y=B) Ap(a—B,y—PB)

) _
(@=B)llluCr=B)l " \/(2(a—B), A(a—B))(u(y—B), u(y—B))
Au (a=B.y-B) e

— Bvlyfﬁ)
Vw2 /(a—B,a=B)(y—B,y—B)  lle=PBlllv=B]

Also ist die Relation unabhingig von der Wahl der Elemente auf den jeweiligen Halbgeraden.

1) Existenz

Sei [|C—ell=lly=Bl[VIE-bl=lly—alv]é-el=la-B]

Betrachte dann:

(6-¢,C—¢)=

56, C—e+8-5)=
(=B, a=P)+(C—e,C—-6-—€e+e)+(6-C,0—0)=
(=B, a=P)+(f—¢e,C—€)+({—¢e,e=-6)—(y—a,y—a)=
(=B, a—B)+(r—B.v—B)—(v—a,y—a)—(6—¢,{—¢)
— (6—-¢,{—e)=3((a—B,a—B)+(y—B,y—B)— (y—a, y— )]



Analog folgt:

(a_ﬁaﬁ_Y):%[(a_ﬁva_ﬁ)+(y_ﬁvy_ﬁ)_(y_a7y_a)]
Also gilt

(6-¢&f-g)=(a-pB,p-7)

und daraus folgt wiederum:

(6—¢,6—¢) (a=B,y-B)

16=¢llC=el — Ta=BTlr—PI

Eindeutigkeit

- (3-el-¢) _ (a=B,y-B) e (7 5 N
Sel||878||\|576|| = Ta—pli7—pn Wnd 0=¢+A(o—¢€)+[ (C—s) mit A >0dad €eto™,
nach i) gibt es dann ein & € €5 und ein ¢ € £ T mit

d=¢e+A(c—¢€)+u({—€)mitA >0dad € eround
I1E—¢el=lly=BI.l6—¢l=[la—B

Dann gilt analog zur Rechnung von ii)

(6-e.l=¢) _ (a—B.y—PB
ISl = Tepiir =1 ¢ =8l=lly—a|

Dadurch ist 0 eindeutig bestimmt.

iv) Die Winkelkongruenz ist eine Aquivalenzrelation

Analog zu KO2



KOS Axiom der Dreieckskongruenz

Zz.: Aus Z (afy) = £(8el), af =S¢, yB = Ce folgt
Z(yaB)=2Z(Ede)und L (Byo) = £(€6)

Beweis:
Sei Z (afy) = £(8€l), ap = Se, yB = Ce dann gilt:

et S <O
= TaBllpT = To-<lic=e]
< (a_Bvﬁ_Y) = (6_87 (:—8)

Dann folgt fiir Z (yop)

(r-a.p-a) _ (B-oy—a—B+B) _
ly=alliB=al = \/(y—a,y—a)|le-§]|
B-ay-B)+(B-ap-a) _
V(r—a+B—B,y—a+B—p)|e-3|
(—0+¢,{—€)+(e—6,e-9) _
V (1=B.v—0+B—B)+(—a+B,y—a+B—B)|le—5||
(e—6,8—e+€e—9) _
V (=B, v—-B)+2(y—B,B—0)+(—0a+B, —a+PB)||e—5||
(e-6,8-9) _
V(C—&,0—€)-2(8—¢,{—&)+(e—8,6-5)|[e—§||
(e-6.£-9) _
V(C—e-5+e,l—e)+(e-6-C—e,e-8)|e-8|
(e-6,£-9) _
V(€=8,0-8)|e=3|

et ) = /£ (yap) = 2 (¢5¢)

Analog fiirr Z (Bya) = £ (e80)




