
8. Übungsblatt

Aufgabe 1)
Sei {α,β ,γ,δ ,ε,ζ ,ξ ,π,σ ,τ} ⊂ AG(3;R) und {λ ,µ}⊂ R

KO1 (Möglichkeit des Streckenabtragens)

Z.z.: Es existiert für alle {α,β ,γ,δ} ⊂ AG(3;R) genau ein ε ∈ γδ
+

sodass
‖ γ− ε ‖=‖ α−β ‖ gilt.

Beweis:
Sei ε = γ +λ (γ−δ ) mit λ > 0

Existenz:
Sei nun λ = ‖α−β‖

‖γ−δ‖ , dann folgt für

‖ γ− ε ‖=‖ γ− (γ + ‖α−β‖
‖γ−δ‖ (γ−δ )) ‖= ‖α−β‖

‖γ−δ‖ ‖ γ−δ ‖

Eindeutigkeit:
‖ γ− ε ‖=‖ α−β ‖

⇐⇒‖ γ− (γ +λ (γ−δ )) ‖=‖ α−β ‖
⇐⇒‖ λ (γ−δ ) ‖=‖ α−β ‖
⇐⇒ λ ‖ γ−δ ‖=‖ α−β ‖
⇐⇒ λ = ‖α−β‖

‖γ−δ‖

KO2 (Die Streckenkongruenz ist eine Äquivalenzrelation)

Reflexivität:
αβ ≡ αβ ⇐⇒‖ α−β ‖=‖ α−β ‖

Symmetrie:
αβ ≡ αβ

⇐⇒‖ α−β ‖=‖ α−β ‖
⇐⇒‖ α−β ‖=| −1 |‖ α−β ‖
⇐⇒‖ α−β ‖=‖ β −α ‖
⇐⇒ αβ ≡ βα

Transitivität:
(αβ ≡ γδ ∨ γδ ≡ εζ )
⇐⇒ (‖ α−β ‖=‖ γ−δ ‖ ∨ ‖ γ−δ ‖=‖ ε−ζ ‖)
⇐⇒ (‖ α−β ‖=‖ ε−ζ ‖)
⇐⇒ αβ ≡ εζ
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KO3 (Axiom der Streckenaddition)

Z.z.: Seien g,h ∈ G und {α,β ,γ} ⊂ g,{δ ,ε,ζ} ⊂ h mit (α,β ,γ) ∈ Zgund (δ ,ε,ζ ) ∈ Zh

dann folgt aus αβ ≡ δε und βγ ≡ εζ auch αγ ≡ δζ

Beweis:
Sei β = α +λ (γ−α), 0 < λ < 1 und ε = δ + µ(ζ −δ ),0 < µ < 1,
sei αβ ≡ δε ∨ βγ ≡ εζ dann folgt:

(‖ γ−α ‖=| λ |‖ γ−α ‖+ | 1−λ |‖ λ −α ‖ =
‖ λ (γ−α) ‖+ ‖ (γ−α)−λ (γ−α) ‖=
‖ β −α ‖+ ‖ γ−β ‖=‖ ε−δ ‖+ ‖ ζ −δ ‖
| µ |‖ ζ − ε ‖| 1−µ |‖ ζ − ε ‖=‖ ζ − ε ‖) =⇒ αγ ≡ δζ

KO4 (Axiom des Winkelantragens)

Zz.: Für jeden Winkel ∠(βα+,βγ+), jeder Halbgeraden ετ+ und
jeder Halbebenen ετσ+ mit σ /∈ ετ+ existiert genau ein δ ∈ ετσ+, sodass
∠(βα+,βγ+)≡ ∠(ετ+,εδ+)gilt.

Beweis:

i) Wohldefiniertheit
Z.z. ∠(αβγ)≡ ∠(ξ βπ) für alle ξ ∈ βα

+
und π ∈ βγ

+

Sei ξ = β +λ (α−β ), π = β + µ(γ−β ), γ,µ ∈ R+ dann folgt:

(ξ−β ,π−β )
‖ξ−β‖‖π−β‖ = (β+λ (α−β )−β ,β+µ(γ−β )−β )

‖β+λ (α−β )−β‖‖β+µ(γ−β )−β‖ =
(λ (α−β ),µ(γ−β ))
‖λ (α−β )‖‖µ(γ−β )‖ = λ µ(α−β ,γ−β )√

(λ (α−β ),λ (α−β ))(µ(γ−β ),µ(γ−β ))
=

λ µ√
(λ µ)2

(α−β ,γ−β )√
(α−β ,α−β )(γ−β ,γ−β )

= (α−β ,γ−β )
‖α−β‖‖γ−β‖

Also ist die Relation unabhängig von der Wahl der Elemente auf den jeweiligen Halbgeraden.

ii) Existenz
Sei ‖ ζ − ε ‖=‖ γ−β ‖ ∨ ‖ ζ −δ ‖=‖ γ−α ‖ ∨ ‖ δ − ε ‖=‖ α−β ‖
Betrachte dann:
(δ − ε, ζ − ε) =
(δ − ε, ζ − ε +δ −δ ) =
(α−β , α−β )+(ζ − ε, ζ −δ − ε + ε)+(δ −ζ , ζ −δ ) =
(α−β , α−β )+(ζ − ε, ζ − ε)+(ζ − ε, ε−δ )− (γ−α, γ−α) =
(α−β , α−β )+(γ−β , γ−β )− (γ−α, γ−α)− (δ − ε, ζ − ε)

=⇒ (δ − ε, ζ − ε) = 1
2 [(α−β , α−β )+(γ−β , γ−β )− (γ−α, γ−α)]
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Analog folgt:
(α−β , β − γ) = 1

2 [(α−β , α−β )+(γ−β , γ−β )− (γ−α, γ−α)]
Also gilt
(δ − ε, ζ − ε) = (α−β , β − γ)
und daraus folgt wiederum:

(δ−ε,ζ−ε)
‖δ−ε‖‖ζ−ε‖ = (α−β ,γ−β )

‖α−β‖‖γ−β‖

Eindeutigkeit

Sei (δ̃−ε, ζ̃−ε)
‖δ̃−ε‖‖ζ̃−ε‖

= (α−β ,γ−β )
‖α−β‖‖γ−β‖ und δ = ε + λ̃ (σ − ε)+ µ̃

(
ζ̃ − ε

)
mit λ̃ ≥ 0 da δ ∈ ετσ+,

nach i) gibt es dann ein δ ∈ εδ̃+und ein ζ ∈ εζ̃ +mit

δ = ε +λ (σ − ε)+ µ (ζ − ε) mit λ ≥ 0 da δ ∈ ετσ+und

‖ ζ − ε ‖=‖ γ−β ‖, ‖ δ − ε ‖=‖ α−β ‖

Dann gilt analog zur Rechnung von ii)

(δ−ε,ζ−ε)
‖δ−ε‖‖ζ−ε‖ = (α−β ,γ−β )

‖α−β‖‖γ−β‖=⇒ ‖ ζ −δ ‖=‖ γ−α ‖

Dadurch ist δ eindeutig bestimmt.

iv) Die Winkelkongruenz ist eine Äquivalenzrelation

Analog zu KO2
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KO5 Axiom der Dreieckskongruenz

Zz.: Aus ∠(αβγ)≡ ∠(δεζ ) , αβ ≡ δε, γβ ≡ ζ ε folgt
∠(γαβ )≡ ∠(ζ δε)und ∠(βγα)≡ ∠(εζ δ )
Beweis:

Sei ∠(αβγ)≡ ∠(δεζ ) , αβ ≡ δε, γβ ≡ ζ ε dann gilt:

∠(αβγ)≡ ∠(δεζ )
⇐⇒ (α−β ,γ−β )

‖α−β‖‖γ−β‖ = (δ−ε,ζ−ε)
‖δ−ε‖‖ζ−ε‖

⇐⇒ (α−β , β − γ) = (δ − ε, ζ − ε)

Dann folgt für ∠(γαβ )(
(γ−α,β−α)
‖γ−α‖‖β−α‖ = (β−α,γ−α−β+β )√

(γ−α,γ−α)‖ε−δ‖
=

(β−α,γ−β )+(β−α,β−α)√
(γ−α+β−β ,γ−α+β−β )‖ε−δ‖

=
(−δ+ε,ζ−ε)+(ε−δ ,ε−δ )√

(γ−β ,γ−α+β−β )+(−α+β ,γ−α+β−β )‖ε−δ‖
=

(ε−δ ,ζ−ε+ε−δ )√
(γ−β ,γ−β )+2(γ−β ,β−α)+(−α+β ,−α+β )‖ε−δ‖

=
(ε−δ ,ζ−δ )√

(ζ−ε,ζ−ε)−2(δ−ε,ζ−ε)+(ε−δ ,ε−δ )‖ε−δ‖
=

(ε−δ ,ζ−δ )√
(ζ−ε−δ+ε,ζ−ε)+(ε−δ−ζ−ε,ε−δ )‖ε−δ‖

=
(ε−δ ,ζ−δ )√

(ζ−δ ,ζ−δ )‖ε−δ‖
=

(ζ−δ ,ε−δ )
‖ζ−δ‖‖ε−δ‖

)
⇐⇒ ∠(γαβ )≡ ∠(ζ δε)

Analog für ∠(βγα)≡ ∠(εζ δ )
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