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Worum geht es beim PCP-Theorem?

¢ Reicht es, einen Beweis stichprobenartig zu lesen, um Fehler
mit hoher Wahrscheinlichkeit zu finden?

e Kann man selbst dann effizient beliebig genaue
N&herungslosungen fiir NP-schwere Optimierungsprobleme
berechnen, wenn P = NP?



Approximation

Approximation NP-schwerer Optimierungsprobleme
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Der Wert val(y) einer Formel

Definition

Der Wert einer Formel ¢ in 3KNF mit n Klauseln ist definiert als
die groBte (rationale) Zahl g € [0, 1], fiir die gilt: es existiert eine
Belegung der Variablen von ¢, die m Klauseln erfiillt, und g = .
Wir schreiben dafiir val(y).

Offensichtlich gilt: ¢ ist erfiillbar < val(y) = 1.
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Das Optimierungsproblem MAX-3SAT

Definition

Das Optimierungsproblem MAX-3SAT besteht darin, zu einer
gegebenen logischen Formel ¢ eine Belegung zu finden, die die
Anzahl erfiillter Klauseln maximiert, also gerade val(¢) - n Klauseln
wahr macht, wobei n die Anzahl der Klauseln in ¢ ist. MAX-3SAT
ist NP-schwer, da 3SAT NP-vollstidndig ist.
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p-Approximation fiir MAX-3SAT

Definition

Sei p€[0,1]. Ein Algorithmus A heiBt
p-Approximations-Algorithmus fiir MAX-3SAT, wenn A zu jeder
beliebigen eingegebenen Formel ¢ in 3KNF eine Belegung ausgibt,
die mindestens p - val(y) - n Klauseln in ¢ erfiillt.



Approximation

Beispiel: %—Approximation fir MAX-3SAT

e Eingabe: Formel ¢ in 3KNF (n Klauseln, m Variablen)
e fiiri = 1 bis m:

1. belege Variable i mit dem Wert, der mindestens die Halfte der
verbleibenden Klauseln wahr macht, in denen die Variable
vorkommt (bei Gleichstand zufillig wihlen)

2. streiche alle erfiillten Klauseln

Die erzeugte Belegung erfiillt mindestens die Halfte aller Klauseln
also auch mindestens halb so viele Klauseln wie maximal moglich.
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Der Algorithmus am Beispiel

e (av-bvc)a(bvecv-d)Aa(avbvec) A (bv-cvd) A
(mrav-bv-c)A(av-bv-c)A(-avevd)
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Der Algorithmus am Beispiel

e (av-bvc)a(bvecv-d)Aa(avbvec) A (bv-cvd) A
(mrav-bv-c)A(av-bv-c)A(-avevd)

e 3 Klauseln mit a, 2 mit —-a - a wird wahr gesetzt
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Der Algorithmus am Beispiel

e (av-bvc)a(bvecv-d)Aa(avbvec) A (bv-cvd) A
(mrav-bv-c)A(av-bv-c)A(-avevd)

e 3 Klauseln mit a, 2 mit —-a - a wird wahr gesetzt

o {av—bveya (bvecv-d) A favbvera (bv-cvd) A
(mav=bv-c) A fav—bv—e)a (mavevd)
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Der Algorithmus am Beispiel

o fav—bve)a (bvcv-d) Afavbyvera (bv-cvd) A
(mav=bv-c) A fav—bv—e)a (mavevd)
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Der Algorithmus am Beispiel

o {av—bveya (bvecv-d) A favbvera (bv-cvd) A
(mav=bv-c) A fav—bv—e)a (mavevd)

e 2 Klauseln mit b, 1 mit =b — b wird wahr gesetzt
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Der Algorithmus am Beispiel

o {av—bveya (bvecv-d) A favbvera (bv-cvd) A
(mav=bv-c) A fav—bv—e)a (mavevd)

e 2 Klauseln mit b, 1 mit =b - b wird wahr gesetzt
o (av-bvecyna(bvev-d)ynrn(avbveyn(bv-cvd)na
(maVv=bV-c) A fav—bv—era (mavcvd)
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Der Algorithmus am Beispiel

o (av-bvecyna(bvev-d)ynrn(avbveyn(bv-cvd)na
(maVv=bV-c) A fav—bv—era (mavcvd)
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Der Algorithmus am Beispiel

o (av-bvecyna(bvev-d)ynrn(avbveyn(bv-cvd)na
(maVv=bV-c) A fav—bv—era (mavcvd)

e je 1 Klausel mit ¢ bzw. -¢c — ¢ wahr oder falsch
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Der Algorithmus am Beispiel

o (av-bvecyna(bvev-d)ynrn(avbveyn(bv-cvd)na
(maVv=bV-c) A fav—bv—era (mavcvd)

e wird ¢ wahr gesetzt, liefert der Algorithmus eine Belegung, die
nur 6 von 7 Klauseln erfiillt
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Der Algorithmus am Beispiel

e (av-bvc)a(bvecv-d)Aa(avbvec) A (bv-cvd) A
(mrav-bv-c)A(av-bv-c)A(-avevd)

e wird ¢ wahr gesetzt, liefert der Algorithmus eine Belegung, die
nur 6 von 7 Klauseln erfiillt

e die Formel ist jedoch erfiillbar durch a=0, b=0, c=1 und
d=1



PCP-Systeme

«Or Fr o«
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PCP-Systeme

PCP-Systeme

Definition

Seien L eine Sprache und g,r : N - N Funktionen. L hat ein
(r(n),q(n))-PCP-System, wenn es einen probabilistischen
polynomialzeitbeschrankten Algorithmus V gibt, der die folgenden
drei Bedingungen erfiillt:
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PCP-Systeme

Definition

Seien L eine Sprache und g,r : N - N Funktionen. L hat ein
(r(n),q(n))-PCP-System, wenn es einen probabilistischen
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drei Bedingungen erfiillt:

1. Effizienz: Bei Eingabe x € {0,1}" und wahlfreiem Zugriff auf
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Miinzwiirfe und stellt hochstens g(n) nicht-adaptive Anfragen
an Zeichen in 7. Dann gibt er 1 oder 0 aus.



PCP-Systeme

PCP-Systeme

Definition

Seien L eine Sprache und g,r : N - N Funktionen. L hat ein
(r(n),q(n))-PCP-System, wenn es einen probabilistischen
polynomialzeitbeschrankten Algorithmus V gibt, der die folgenden
drei Bedingungen erfiillt:

1. Effizienz: Bei Eingabe x € {0,1}" und wahlfreiem Zugriff auf
7 e {0,1}* mit |x| < g(n)-2"(" nutzt V héchstens r(n)
Miinzwiirfe und stellt hochstens g(n) nicht-adaptive Anfragen
an Zeichen in 7. Dann gibt er 1 oder 0 aus.

2. Vollstandigkeit:
xel—3Ime{0,1}*: Pr[V™(x)=1] =1 A |n] < q(n) - 27",



PCP-Systeme

PCP-Systeme

Definition

Seien L eine Sprache und g,r : N - N Funktionen. L hat ein
(r(n),q(n))-PCP-System, wenn es einen probabilistischen
polynomialzeitbeschrankten Algorithmus V gibt, der die folgenden
drei Bedingungen erfiillt:

1. Effizienz: Bei Eingabe x € {0,1}" und wahlfreiem Zugriff auf
7 e {0,1}* mit |x| < g(n)-2"(" nutzt V héchstens r(n)
Miinzwiirfe und stellt hochstens g(n) nicht-adaptive Anfragen
an Zeichen in 7. Dann gibt er 1 oder 0 aus.

2. Vollstandigkeit:
xel—3Ime{0,1}*: Pr[V™(x)=1] =1 A |n] < q(n) - 27",

3. Korrektheit:
x¢L—>Vre{0,1}*: Pr[V™(x) =1] < 3 A |n| < q(n)-2"(".
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Anmerkungen

e PCP steht fiir probabilistically checkable proofs
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Anmerkungen

e PCP steht fiir probabilistically checkable proofs

e V7(x) bezeichnet die Zufallsvariable , die die Ausgabe von V
bei Eingabe x und wahlfreiem Zugriff auf 7 reprasentiert.
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Anmerkungen

e PCP steht fiir probabilistically checkable proofs

e V7(x) bezeichnet die Zufallsvariable , die die Ausgabe von V
bei Eingabe x und wahlfreiem Zugriff auf 7 reprasentiert.

e 7 wird im Folgenden Beweis genannt, ein m mit
Pr[V™(x) = 1] =1 heiBt korrekter Beweis von x.
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Anmerkungen

PCP steht fiir probabilistically checkable proofs

V7 (x) bezeichnet die Zufallsvariable , die die Ausgabe von V
bei Eingabe x und wahlfreiem Zugriff auf 7 reprasentiert.

7w wird im Folgenden Beweis genannt, ein m mit

Pr[V™(x) = 1] =1 heiBt korrekter Beweis von x.

Eine nicht-adaptive Anfrage hangt nur von der Eingabe und
den Miinzwiirfen ab, jedoch nicht von Ergebnissen vorheriger
Anfragen.



PCP-Systeme

Anmerkungen

PCP steht fiir probabilistically checkable proofs

V7 (x) bezeichnet die Zufallsvariable , die die Ausgabe von V
bei Eingabe x und wahlfreiem Zugriff auf 7 reprasentiert.

7w wird im Folgenden Beweis genannt, ein m mit
Pr[V™(x) = 1] =1 heiBt korrekter Beweis von x.

Eine nicht-adaptive Anfrage hangt nur von der Eingabe und
den Miinzwiirfen ab, jedoch nicht von Ergebnissen vorheriger
Anfragen.

Die Forderung, dass || < g(n)-2"(" ist eigentlich unndtig, da
hochstens diese Anzahl verschiedener nicht-adaptiver
Anfragen mit Wahrscheinlichkeit groBer 0 moglich ist.
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Die PCP-Sprachklassen

Definition
Eine Sprache L ist in PCP(r(n),q(n)), wenn Konstanten ¢,d >0
existieren, sodass L ein (c-r(n),d-q(n))-PCP-System hat.



PCP-Systeme

Die PCP-Sprachklassen

Definition

Eine Sprache L ist in PCP(r(n),q(n)), wenn Konstanten ¢,d >0
existieren, sodass L ein (c-r(n),d-q(n))-PCP-System hat.
Statt % hatte auch jede andere positive Konstante kleiner als 1 in
der Definition der Korrektheit verwendet werden kdnnen ohne die
definierten Sprachklassen zu verandern.
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Beispiel fiir ein PCP-System

Die Sprache GNI aller Paare nicht-isomorpher Graphen ist in
PCP(poly(n),1).
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Beweis durch Angabe des Systems:
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e Eingabe x: ein Paar < Gy, G; > von Graphen mit n Knoten
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Beispiel fiir ein PCP-System

Die Sprache GNI aller Paare nicht-isomorpher Graphen ist in
PCP(poly(n),1).

Beweis durch Angabe des Systems:
e Eingabe x: ein Paar < Gy, G; > von Graphen mit n Knoten

e Beweis 7: ein Bit fiir jeden Graphen H mit n Knoten.
0, falls H nur isomorph zu Gy

m[H] =11, falls H nur isomorph zu G;

beliebig, falls H isomorph zu beiden oder keinem
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PCP-Systeme
Beispiel fiir ein PCP-System

Die Sprache GNI aller Paare nicht-isomorpher Graphen ist in
PCP(poly(n),1).

Beweis durch Angabe des Systems:
e Eingabe x: ein Paar < Gy, G; > von Graphen mit n Knoten

e Beweis 7: ein Bit fiir jeden Graphen H mit n Knoten.
0, falls H nur isomorph zu Gy

m[H] =11, falls H nur isomorph zu G;
beliebig, falls H isomorph zu beiden oder keinem

e Algorithmus:

1. erzeuge eine Zufallszahl b e {0,1} und eine zufillige
Permutation der Zahlen von 1 bis n

2. erzeuge H ~ Gp, durch Anwendung dieser Permutation auf G,

3. gib 1 aus, falls #[H] = b und 0 sonst
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Effizienz, Vollstandigkeit und Korrektheit des Systems

1. Fir b wird nur ein Miinzwurf benétigt und die Permutation
|dsst sich mit einer polynomiellen Anzahl an Miinzwiirfen
erzeugen (zum Beispiel mit O(nlogn)). Es wird genau eine
Anfrage an den Beweis gestellt.
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Effizienz, Vollstandigkeit und Korrektheit des Systems

1. Fir b wird nur ein Miinzwurf benétigt und die Permutation
|dsst sich mit einer polynomiellen Anzahl an Miinzwiirfen
erzeugen (zum Beispiel mit O(nlogn)). Es wird genau eine
Anfrage an den Beweis gestellt.

2. Wenn Gg und G nicht isomorph sind, dann wird das System
bei korrekt konstruiertem 7 in w[H] stets das erwartete b
vorfinden und akzeptieren.



PCP-Systeme

Effizienz, Vollstandigkeit und Korrektheit des Systems

1. Fir b wird nur ein Miinzwurf benétigt und die Permutation
|dsst sich mit einer polynomiellen Anzahl an Miinzwiirfen
erzeugen (zum Beispiel mit O(nlogn)). Es wird genau eine
Anfrage an den Beweis gestellt.

2. Wenn Gg und G nicht isomorph sind, dann wird das System
bei korrekt konstruiertem 7 in w[H] stets das erwartete b
vorfinden und akzeptieren.

3. Sind Gg und Gy isomporph, kann die Wahrscheinlichkeit, dass
in w[H] das erwartete b steht, fiir kein 7 groBer als % sein.



PCP-Theorem

<O <Fr o«

Q>
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Die zwei Sichtweisen des Theorems

e Theorem 1, erste Sichtweise: Charakterisierung von NP
NP = PCP(logn, 1)



PCP-Theorem

Die zwei Sichtweisen des Theorems

e Theorem 1, erste Sichtweise: Charakterisierung von NP
NP = PCP(logn, 1)

e Theorem 2, zweite Sichtweise: Approximationsschwere
Es gibt ein p < 1, sodass fiir alle L € NP eine in polynomieller
Zeit berechenbare Funktion f existiert, die Worter auf
(Repréasentationen von) Formeln in 3KNF abbildet, sodass
gilt:
1. xel =val(f(x))=1
2. x¢L=val(f(x))<p
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Anmerkungen

o Allgemein gilt PCP(r(n),q(n)) € NTIME(2°(U (") g(n)).
Es folgt PCP(logn, 1) ¢ NTIME(20(°e) = NP.
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Anmerkungen

o Allgemein gilt PCP(r(n),q(n)) € NTIME(2°(U (") g(n)).
Es folgt PCP(logn, 1) ¢ NTIME(20(°em) = NP.

e Die PCP-Systeme zu verschiedenen Sprachen in NP k&nnen
eine verschiedene (konstante) Anzahl an Miinzwiirfen
verwenden. Die Konstante fiir das PCP-System von 3SAT
stellt eine universelle obere Schranke dar.



PCP-Theorem

Anmerkungen

o Allgemein gilt PCP(r(n),q(n)) € NTIME(2°(U (") g(n)).
Es folgt PCP(logn, 1) ¢ NTIME(20(°em) = NP.

e Die PCP-Systeme zu verschiedenen Sprachen in NP k&nnen
eine verschiedene (konstante) Anzahl an Miinzwiirfen
verwenden. Die Konstante fiir das PCP-System von 3SAT
stellt eine universelle obere Schranke dar.

e Als Korollar folgt aus der zweiten Sichtweise: Es existiert ein
p <1, sodass aus der Existenz eines

polynomialzeitbeschriankten p-Approximations-Algorithmus fiir
MAX-3SAT folgt, dass P = NP.



Aquivalenz der Sichtweisen

Aquivalenz der beiden Sichtweisen
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Constraint Satisfaction Problems

Definition

Sei g € N. Eine gCSP-Instanz ¢ ist eine Menge von Funktionen
©1,-,9m von {0,1}" nach {0,1}, constraints genannt, wobei fiir
jedes i€ {1,...,m} Indizes ji,...,jq € {1,...,n} und eine Funktion
f von {0,1}9 nach {0,1} existieren, sodass fiir alle v € {0,1}" gilt:

wi(u) = f(uj-l,...,uj-q).
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Constraint Satisfaction Problems

Definition

Sei g € N. Eine gCSP-Instanz ¢ ist eine Menge von Funktionen
©1,-,9m von {0,1}" nach {0,1}, constraints genannt, wobei fiir
jedes i€ {1,...,m} Indizes ji,...,jq € {1,...,n} und eine Funktion
f von {0,1}9 nach {0,1} existieren, sodass fiir alle v € {0,1}" gilt:
pi(u) = Fuy, . uy,):

Eine Belegung u € {0,1}" erfiillt constraint p;, wenn ¢;(u) = 1.
Der Anteil der durch die Belegung u erfiillten constraints ist

(X ¢i(u))/m und val(p) bezeichne das Maximum dieses Wertes
i-1
fiir alle u € {0,1}". Wenn val(p) =1, heiBt ¢ erfiillbar.
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GAP CSP

Definition

Seien g€ N und p € (0,1). Das Problem p-GAPqCSP besteht
darin, zu einer gegebenen qCSP-Instanz ¢ zu bestimmen, ob (1)
val(p) =1 oder (2) val(p) < p. Fall (1) werde als JA-Instanz von
p-GAPqCSP bezeichnet, Fall (2) als NEIN-Instanz.
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GAP CSP

Definition

Seien g€ N und p € (0,1). Das Problem p-GAPqCSP besteht
darin, zu einer gegebenen qCSP-Instanz ¢ zu bestimmen, ob (1)
val(p) =1 oder (2) val(p) < p. Fall (1) werde als JA-Instanz von
p-GAPqCSP bezeichnet, Fall (2) als NEIN-Instanz.

Das Problem p-GAPgCSP wird NP-schwer genannt, wenn fiir jede
Sprache L € NP eine in polynomieller Zeit berechenbare Funktion f
existiert, die Worter auf (Reprasentationen von) gCSP-Instanzen
abbildet, sodass gilt:

1. Vollstandigkeit: x € L = val(f(x)) =1
2. Korrektheit: x ¢ L = val(f(x)) <p
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Ein Hilfs-Theorem

Theorem 3:
Es existieren g € N und p € (0,1), sodass p-GAPqCSP NP-schwer
ist.
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Die drei Theoreme im Uberblick

e Theorem 1:
NP = PCP(logn, 1)
e Theorem 3:

Es existieren g € N und p € (0,1), sodass p-GAPqCSP
NP-schwer ist.

e Theorem 2:
Es gibt ein p < 1, sodass fiir alle L € NP eine in polynomieller
Zeit berechenbare Funktion f existiert, die Worter auf
(Repréasentationen von) Formeln in 3KNF abbildet, sodass
gilt:
1. xel = val(f(x))=1
2. x¢L=val(f(x))<p

Aquivalenzbeweis siehe Tafel
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Zusammenfassung

¢ Reicht es, einen Beweis stichprobenartig zu lesen, um Fehler
mit hoher Wahrscheinlichkeit zu finden?
tberraschenderweise JA

e Kann man selbst dann effizient beliebig genaue
N&herungslésungen fiir NP-schwere Optimierungsprobleme
berechnen, wenn P # NP?
leider NEIN
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Vielen Dank fur die Aufmerksamkeit.

Gibt es noch Fragen?
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