Kommunikationskomplexitit

Seminar iiber Algorithmen, Prof. Dr. Alt,
Sommersemester 2010

Matthias Rost

Freie Universitat Berlin

1 Motivation

Ende der 70er Jahre hat Yao [5] als erster Kommunikationskomplexitit als ei-
genes Themengebiet begriffen und den ersten allgemeinen Artikel {iber dieses
Thema veroffentlicht. Kurz zuvor wurde die Kommunikationskomplexitét zum
ersten Mal in dem Bereich des VLSI-Chip-Designs implizit verwandt.

1.1 ATZ?-Schranke zur Berechnung der diskreten Fourier-
Transformation auf einem VLSI-Chip

Kommunikationskomplexitdt wurde zuerst Ende der 1970er Jahre benutzt, um
untere Schranken fiir VLSI (Very-Large-Scale Integration) Schaltkreise zu bewei-
sen. Im folgenden werden wir kurz die Grundideen vorstellen. Das Chip-Design
wird heute wie damals davon bestimmt moglichst viel Logik auf einem kleinen
Chip unterzubringen, dies reduziert die Kosten. Andererseits soll der Chip méog-
lichst schnell ein Ergebnis berechnen.

Fiir die VLSI-Designer waren daher untere Schranken in Bezug auf die Re-
chenzeit und die Grofse des Chips von grofem Interesse. Fiir die diskrete Fourier-
Transformation konnte so z.B. bewiesen werden, dass AT? > ’f—; ist. Hierbei be-
zeichnet A die Fléache des Chips, T' die benétigten Taktzyklen und n die Lénge
der binéren EingabeThompson [4].

1.2 Allgemeine AT3-Schranken fiir VLSI-Chips

AT?2-Schranken lassen sich auch fiir viele andere Funktionen aufstellen. Zuvor
miissen wir jedoch die folgenden Annahmen treffen:

1. Der Chip habe die Abmessungen a X b, mit a < b. Hierbei werden die Ab-
messungen in der Einheit A gemessen, welche den minimalen Abstand zweier
Leitungen bezeichnet. Die Fliache des Chips wird mit A bezeichnet.

2. Dem Chip werden n Eingabebits iibergeben.

3. Pro Taktzyklus kann iiber eine Leitung des Chips nur ein Bit iibertragen
werden.

Ein Beweis iiber die AT2-Komplexitidt kann nun wie folgt vorgenommen werden:



1. Wir wéhlen einen Schnitt durch den Chip, so dass die eine Hilfte der Ein-
gabebits von der anderen Hilfte der Eingabebits getrennt wird. Fiir einen
rechteckigen Chip liegt die Lénge des Schnitts |w| in O(b).

2. In Abhé#ngigkeit der betrachteten Funktion nehmen wir an, dass mindestens
an, mit a > 0, viele Bits diesen Schnitt {iberqueren miissen, damit das
Ergebnis richtig berechnet werden kann.

3. Innerhalb von T Taktzyklen kénnen maximal |w|T viele Bits zwischen den
beiden Hélften iibertragen werden.

4. Somit gilt an < |w|T.

Da |w| € O(b) kénnen wir annehmen, dass |w|? € O(A) ist.

6. Durch vorheriges Quadrieren und Einsetzen erhalten wir a?n? < |w|?*T?
bzw. n? € O(AT?)

ot

2 Grundlegende Definition

Definition 1. Protokoll

Ein Protokoll P auf der Menge X XY wvon Eingaben und dem Bild Z ist ein
bindrer Baum, in dem jeder interner Knoten v mit einer Funktion a, : X —
{0,1} oder einer Funktion b, : Y — {0,1} beschriftet ist und jedes Blatt ein
Element aus Z ist.

Das Ergebnis des Protokolls bei Eingabe (x,y) € X x Y ist der Wert des
Blatts in den das Protokoll gelangt, wenn der Baum beginnend bei der Wurzel
wie folgt traversiert wird:

Sofern der innere Knoten v mit einer Funktion a, beschriftet ist, wird als
ndchster Knoten das linke Kind ausgewdhlit, falls a,(z) = 0 und das rechte Kind,
wenn a,(x) = 1. Wenn der Knoten mit einer Funktion b, beschriftet ist, wird
analog in Abhdngigkeit von b,(y) vorgegangen.

Definition 2. Kosten eines Protokolls

Die Kosten eines Protokolls bei Eingabe (x,y) € X x Y ist die Linge des
Pfades von der Wurzel bis zum Blatt. Die Kosten des Protokolls ohne spezifische
FEingabe ist die Hohe des Protokoll-Baums.

Definition 3. Deterministische Kommunikationskomplexitit

Sei eine Funktion f : X XY — Z gegeben. Die deterministische Kommunika-
tionskomplezitit D(f) Funktion f ist das Minimum dber alle Kosten derjeniger
Protokolle, die f berechnen.

Definition 4. Kombinatorisches Rechteck
Ein kombinatorisches Rechteck aus X x 'Y ist eine Teilmenge R C X XY,
sodass R=AxB mit AC X und BC X.

Theorem 1. R C X X Y ist ein (kombinatorisches) Rechteck < (x1,y1) €
RA(22,y2) € R= (21,12) € R gilt.

Beweis. <: Seien A = {z|3y : (z,y') € R} und B = {y|32’ : («/,y) € R}. Wir
zeigen, dass R = A X B ist.



— RC Ax B: Da (z,y) € R gilt nach Definition von A bzw B auch x € A und
y € B.

— AXxBCR:Sei(z,y) € Ax B. Dax € A muss es ein y’ geben, so dass
(z,y") € R. Analog muss es ein z’ geben, so dass (¢/,y) € R, da y € R.
Geméfs der Annahme (z1,y1) € RA (z2,y2) € R = (z1,y2) € R ist daher
auch (z,y) € R.

=: Sei R = A x B ein Rechteck. Wenn (z1,y1) € R und (22,y2) € R so gilt
x1 € Aund yy € B. Da R = A x B muss daher auch (z1,y2) € R sein.

Definition 5. Sei P ein Protokoll mit Definitionsbereich X XY und v ein Kno-
ten innerhalb des Protokoll-Baums. Wir definieren als R, die Menge von Finga-
ben (z,y) € X XY welche bei Traversierung des Baums den Knoten v erreichen.

Korollar 1. Wenn L die Menge an Bldttern des Protokoll-Baums ist, so ist
{Ricr} eine Partition des Eingaberaums.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass fiir jeden Knoten v eines Protokollbaums
R, # 0 gilt. Sollte dies nicht gelten, kann der Knoten v mit allen seinen Kindern
aus dem Baum entfernt werden. Fiir eine Eingabe (z,y) € X x Y gibt es genau
ein Blatt, dass bei der Traversierung erreicht wird und somit dem Wert der
beschriebenen Funktion f gleicht.

Theorem 2. Sei P ein Protokoll und v ein Knoten des entsprechenden Proto-
kollbaums, so ist R, ein Rechteck.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber die Tiefe des Knotens v im
Baum. Der Induktionsanker ist der Wurzelknoten wurzel. Da Ryyrze; = X XY
gilt, ist Ryurzer Offensichtlich ein Rechteck. Fiir einen Knoten v unterhalb der
Waurzel kénnen wir 0.B.d.A. das folgende annehmen:

— Der Elternknoten von v ist w.
— v ist das linke Kindelement von w.
— Der Knoten w ist mit einer Funktion a,, : X — {0, 1} beschriftet.

Es folgt, dass R, = Ry, N {(z,y)|aw(xz) = 0}. Gemék der Induktionsannahme
gilt fiir den Elternknoten w, dass R, = A, X B, ein Rechteck ist. Somit ist
R, = (Ay N{z|ay(z) = 0) X By,.

Definition 6. FEine Teilmenge R C X XY wird als f-monochromatisch bezeich-
net, falls die Funktion f auf R konstant ist.

Lemma 1. Jedes Protokoll P einer Funktion f induziert eine Partition von
X XY in f-monochromatische Rechtecke. Die Anzahl an Rechtecken ist die Anzahl
der Bldtter von P.

Korollar 2. Wenn jede Partition von X XY in f-monochromatische Rechtecke
mindestens t Rechtecke erfordert, gilt D(f) > logat.

Beweis. Gemif Lemma [I] induzieren die Blétter eines jeden Protokoll eine Par-
tition in f-monochromatische Rechtecke. Wenn jede Partition immer mindestens
t f-monochromatische Rechtecke erfordert, muss es daher auch mindestens ¢ viele
Blatter geben. Somit ist die Hohe des Baums von unten durch logst beschrénkt.



3 Untere Schranken

3.1 Fooling Sets und Rechteck Grofie

Das Korolloar [2] erlaubt es uns, iiber die Anzahl an erforderlichen Rechtecken
eine Aussage iiber die Kommunikationskomplexitit zu machen.

Definition 7. Sei f: X xY — {0,1}. Eine Menge S C X xY wird als Fooling
Set bezeichnet, wenn es einen Wert z € {0,1} gibt, so dass

— Fir jedes (z,y) € S gilt f(z,y) = z.
— Fiir alle paarweise verschiedenen Elemente (x1,y1) und (x2,y2) aus S gilt
entweder f(x1,y2) # z oder f(xa,y1) # 2.

Theorem 3. Wenn die Funktion f ein Fooling Set S der Grifle t hat, gilt
D(f) = logat.

Beweis. Wir zeigen, dass zwei Elemente (x1,y1) und (22, y2) aus S nie in dem
gleichen monochromatischen Rechteck liegen kénnen. Angenommen in einem
monochromatischen Rechteck R wiirden mindestens zwei Elemente aus S lie-
gen. Aus Theorem [l| folgt, dass dann auch (x1,y2) sowie (z2,y1) im gleichen
monochromatischen Rechteck R liegen miissten. Da nach Definition von S aber
entweder f(z1,y2) oder f(z2,y1) von dem Wert z des Fooling Sets S abweichen
muss, konnen diese nicht in dem gleichen monochromatischen Rechteck liegen.

Somit muss es mindestens ¢ verschiedene monochromatische Rechtecke geben.
Das Theorem folgt aus Korollar [2|

3.2 Rang-Methode

Definition 8. My

Sei f: X xY — {0,1} eine Funktion. Wir assoziieren mit der Funktion f
die Matriz My, in welcher der Funktionswert von f abgespeichert ist. Die Matriz
sei iber die Eingabewerte (x,y) indizierbar.

Theorem 4. Fir eine Funktion f: X xY — {0,1} gilt D(f) > logarang(f).

Beweis. Sei P ein zu f gehoriges Protokoll und sei B; die Menge an Blattern,

welche das Ergebnis 1 repréasentieren. Fiir jedes Blatt b € By definieren wir eine

Matrix M, wobei My(x,y) =1 < (z,y) € Ry und My(z,y) =0 < (z,y) ¢ Rp.
Fiir jedes (z,y) der Eingabe gilt:

— Sofern f(x,y) = 1 gibt es genau eine Matrix M, mit M;(x,y) = 1. Fiir alle
anderen Matrizen mit ¢ # b gilt M.(z,y) = 0.
— Sofern f(z,y) =0, so ist auch jede Matrix M an der Stelle (z,y) 0.

Somit gilt My =3, M. Da fiir beliebige Matrizen weiterhin rang(A+ B) <
rang(A) + rang(B) gilt, folgt rang(My) < 7, c g, rang(Mp).

Da jede Matrix M), ein kombinatorisches Rechteck beschreibt, folgt rang(M,) =
1. Letztlich konnen wir feststellen, dass rang(My) < |Bi| < |B| ist. Somit muss
ein Protokoll P immer mindestens rang(My) viele Blétter haben. Das Theorem
folgt aus dem Korollar [2]
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