Smoothed Analysis

Die bisherige Analyse von Algorithmen war in einen hohen Grad unvollkommen. Es existiert doch
eine groBe Klasse von Algorithmen wie z.B. Quicksort oder Simplex, die verbreitet sind, obwohl
ihre Komplexitat (O(n"k) bzw. O(2”n)) sehr pessimistisch scheint zu sein. Diese Divergenz
zwischen Theorie und Praxis folgt daraus, dass die bisherigen Methoden der Analyse sich auf die
Untersuchung von zwei Fallen (worst case and average case) stiitzten. Die beiden Falle kbnnen
uns aber tduschende Aussagen Uber einen Algorithmus liefern. Z.B. worst case legt uns nahe,
dass ein gewisser Algorithmus langsam ist, indem Eingabedaten analysiert werden die in Praxis
sehr selten oder sogar nie vorkommen kdénnen. Deshalb hat Spielnam und Teng im 2001 Jaher
eine neue Methode — ,smoothed analysis” vorgeschlagen, die als eine Interpolation zwischen
worst-case und average case gedacht ist. Inzwischen hat sich aber herausgestellt, dass die
ausgeglichene Analyse auch in der Numerik eine groBe Rolle spielt. (Konditionsabschatzung)
Die Idee, die da hinter steckt, ist die Stellen oder ganze Umgebungen zu lokalisieren, wo der
Algorithmus eine schlechte Laufzeit hat.

Def 1.

Die ausgeglichene Komplexitat von einem Algorithmus definiert man als  :
max By, ) Cly)

wobei x - die Eingabedaten sind
C(y) — die Laufzeit der Algorithmus zur Eingabe y

U

Im linken Fall ist die smoothed Komplexitét gleich dem worst case Fall. Im rechten Fall die
smoothed Komplexitat jedoch féllt als eine Funktion von Epsylon.

Bespiel 1

Beispiel 1

Betrachte das lineare Gleichungsystem:
Ax=b

wobei A regular ist.

Dann ist das 0.g. Gleichungssystem eindeutig l6sbar
mit der Lésung: x=A"*b



Der Einfluss der Stérung der Koeffizientenmatrix A auf die Lésung ist gegeben durch:

o) =| | A | A|

Nun besteht die Frage, ob ein gut konditioniertes Problem durch Stérungen der
Koeffizientenmatrix zu einem schlecht konditionierten umgewandelt werden kann.

Zuerst eine Schlechte Nachricht: Ja !
aber
es ist kaum wahrscheinlich.

Satz 1. (Smallest singular value)

Sei A'eine regulére nxn Matrix und A die Matrix der Zufallsvariablen wo die Matrix A das Mitte
bildet. —
Dann:

Al [|a] =A Sz.gsag

Beweis:
Es qilt:

Al |a || = SFEA
T XO

Sei u so gewahlt, dass

|A2m]| = u,
Sei c bel. grésser 0.
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Wahle nun ¢ = 0.57 so ergibt sich

All|a ] =+ sz.asé)g

Satz 2. (Condition number®)

2
- <
Sei A bzw. A wie oben definiert. Ist dann o=1 und | |A| | S\/F] so gilt:

B(K(A) 2 < 94R(1 ++logRn
XG

Nach Lemma von Davidson and Szarek Plfiir alle k grésser gleich 0 gilt:

— k2

A{[|A-Al| 2yn+K <e 2
aflA-Al =yn+zlide JF<e

milA | 22/n+20dd [ <e

Nach Satz 1. ergibt sich:

P@W dla] 4.7m+2.35§,1&2|yﬁ[(]og{e)_1) Elszs
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Durch geeignete Substitution erhélt man:

9.4mH +
[] 20
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Beispiel 4 (Smoothed Zeitkomplexitat von Quicksort)



Def 5. Partielle Zufallspermutation
Eine partielle Zufallspermutation beschreibt das folgende Experiment:

»aegeben ist eine List x4,..., X, von paarweise verschiedenen Zahlen. Wahle nun eine
Teilliste aus dieser Liste aus, wobei wir jeden Element — unabh&ngig von den anderen Elementen
— mit einer Wahrscheinlichkeit von p wahlen kénnen. Sei ji,...,ji mit ji<je<...<ji die Positionsfolge
der ausgewahlten Elemente und
D(i) — eine Zufallige Permutation. Dann ist das Ergebnis dieses Zufallsexperiments die Liste xi,...,
X, wobei wir die Elemente xj1,...,X; gemaB der Permutation D(i) vertauschen.

Satz 3.

Die erwartete Laufzeit von Quicksort auf einer partiellen Zufallspermutation von n Elementen bei
dem Wahrscheinlichkeitsparameter p ist O(n/p*log(n))

Beweis: "
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